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SVAZEK 22 (1977) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

SUR UNE METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION DE PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES NON LINEAIRES

Moise SiBoNY

(Regu le 30 juin 1976)

INTRODUCTION

Soit # un espace de Hilbert sur ® muni du produit scalaire (,) et de la norme
| |- On se donne un opérateur 4 non nécessairement linéaire de #° dans #"' (dual
de #). On se propose de trouver u € # solution de I'équation

(1) Au = f pour f donnédans #'

Nous assurons I'existence et I'unicité de la solution u de (1) comme dans H. Brezis
et M. Sibony [2] ol nous approchons la solution u par la suite (u,) donnée a I'aide
de la méthode itérative:

(2) un+1=un_gs_l(Aun-_f); u, ou

n opeoo

ou g est un parametre ne dépendant que de 'opérateur A at S est un opérateur linéaire
continu introduisant une nouvelle norme [ | sur # plus contractante que || || et dont
I'inverse est calculé & 'aide d’'une méthode itérative (du type (2) par exemple).

Ici nous introduisons la méthode itérative

() yor =ty — 0 B (Au, = f); uy - u

ou 'opérateur B est fonction de S de telle sorte que 'inversion de B soit immédiate
numériquement. Ceci permet d’obtenir certaines performances sur le plan numérique
ainsi que de nombreux avantages en particulier dans la résolution de systémes d’équa-
tions et inéquations non linéaires.

Le plan est suivant:

1 — Etude générale d’un schéma itératif

2 — Application a la résolution numérique d’un probléme aux limites non liné-
aires

3 — Résultats numériques
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1 — ETUDE GENERALE D’UN SCHEMA ITERATIF

On se donne deux opérateurs S, B Z(]{’, ") vérifiant Phypothése

H.1

i) (Su,v) = (u, Sv)Vu,ve #
I existe une constante ¢ > 0 tel que (Su, u) = o|ul|* Vue #
ii) (Bu,v) = (u, Bv) Vu, ve #
Il existe deux constantes «, § > 0 telles que
a(Bu, u) < (Su, u) < B(Bu, u)
Posons alors:
[u]5 = (Su,u) et [u]z = (Bu,u)
I résulte que [ Js, [ ]5 et || | sont trois normes équivalentes. On suppose que
Popérateur A vérifie
i) (Au— Av,u —v) = k[u — v]; avec k>0Vu ve#
ii) Quelque soit N > 0, 3 une constante C(N) telle que Vu, ve # avec
[u]s £ N, [v]s < N alors
(Au — Av,w) £ C(N)[u — v]s[w]s Ywe #.
Nous avons alors le

Théoréme 1.1. On suppose H. 1 et H. 2 alors I'équation (1.1) admet une solution
unique u € A et la suite u, définie par les itérations

(1.2)

Uppg = Uy — QB_I(Aun - f)

converge fortement vers u pour ¢ > 0 et u, € # convenablement choisis.

Démonstration. L’existence et l'unicité de u e # solution de (1.1) résulte
du théoréme 1.1 de [7]. D’autre part I'itération (1.2) a un sens puisque B est bijectif.
Or nous avons

(1.3)

u=u— 9B '(du — f).

En retranchant membre & membre (1-2) et (1-3):

Eur1 = & — @ B™Y(Au, — Au) avec g4 = Up; —u

ce qui donne successivement

[3n+1]123 = (B8n+ 15 8n+1) .
= (Be, — o(Au, — Au), &, — ¢ B™'(Au, — Au)) .
= (Be,, &,) — 20(Au, — Au, &,) + 0*(B™'(Au, — Au), Au, — Au).

En utilisant H. 2 i) on a:

(1.4)
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Soit N, tel que [u]s < No/2. On fait I'hypothése de récurrence [u, — uls =
= [e,]s < No[2. Ceci entraine que [u,]s £ No. D’aprés H. 2ii) on a pour C(N,) = C

(B~ *(Au, — Au), Au, — Au) £ C[e,]s [B™(4u, — Au)]s.
Compte tenu de H. 1 ii) I'inégalité (1.4) s’écrit:
[ens1]5 < [6a]s — 20k ofe,]5 + @*C? B7[e,]5
ce qui entraine
[ens1]s < (1 — 20ko + @*C?B) [e,]5 = Op[e,]5 -

On choisit g tel que 0 < 1 et 'hypothese de récurrence est vérifiée. Donc ¢, — 0
quand n - co.

Remarque 1.1 En particulier la suite u, converge vers u pour

2 ke
uo =0, NO:;[J{—A(O)]S’ C= C(No) et QBZE‘ZEZ’
k*o

ce qui donne 05 =1 — Ez—ﬂ—; < 1.

Alors que pour un opérateur B = S nous obtenons pour les mémes constantes

N, et C = C(N,) un paramétre g5 = k/C? et un coefficient de contraction 05 =
=1 - k*|C>.

Mais nous verrons que pour un choix convenable de B en fonction de S, les itéra-

tions (1.2) pourront s’effectuer sans I'inversion d’opérateurs a chaque itération (n).
(cf. formule (2.3)).

Corollaire 1.1. On suppose H. 1 et H. 2 alors

1°) Pour tout fe #', il existe ue X (X étant un convexe fermé de H#) unique
solution de I’'inégalité:

(1.5) (Au,v —u) 2 (f,v —u)YoeX
2°) La suite (u,) définie a I'aide des itérations
(1.6) Uy = Px(u, — 0 B! (Au, — f))

converge fortement dans # vers u pour ¢ > 0 et u, convenablement choisis (cf.
Remarque 1.1), P} étant Popérateur de projection sur X suivant la norme [ ]p.

Démonstration 1°) L’existence et l'unicité résulte du théoréme 1.1 de [7] cf.

aussi [2], [3], [4] et [5].
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2°) D’apres le lemme 1.1 de [7] toute solution de (1.5) est solution de

(1.7) u=Piu—oB Au—f)) ¢>0
et réciproquement.
Posons &,+1 = u,,, — u. Par soustraction de (1.7) et (1.6) on a:

€nvy = PY(u, — 0 B~ (Au, — f)) — Px(u — ¢ B™'(Au — f))

ce qui donne >

[en+1]a = [PR(u, — 0 B""(4u, — f)) — PX(u — ¢ B™"(Au — f))]3
et

(1.8) lens1]3 < [en — 0 B *(Au, — Au)]; .

On poursuit alors la démonstration comme dans le théoréme 1.1. Une valeur
possible pour le paramétre ¢ est donnée dans la remarque 1.1.

Remarque 1.2. Pour d’autres valeurs du parameétre g, variable avec les itérations
(n) cf. M. Sibony [7].
En outre on pourra remplacer les itérations (1-6) par

(1‘9) Uy = Pﬁ’i(”n — Qi Bi_I(Aun - f)) .

Soient P}, P, Py les opérateurs de projection correspondant aux normes [ 1s
[ Js et ||| respectivement. Supposons que les itérations (1.9) soient plus rapidement
convergentes avec B; = B qu’avec B; = S, lesquelles sont plus rapides qu’avec
B; =1d.

On procedera alors comme suit:

1) Silopérateur Py est numériquement accessible on utilise les itérations

(110) un+1 =P§(un~QBB_1(Aun_f))'
Sinon on pose fy = u, — 05 B™'(Au, — f)
Si ffeX on a:

(1.11) Uy, = f2.

2) Si f2¢ X etsi PS est numériquement accessible on a les itérations
(112) Uyt =P§((un—QSS_1(Aun-—f))'

Si (1.12) sont inaccessibles on pose fy = u, — 05 S™'(Au, — f).
Si fSeX on a:

(1.13) Upyy = f5.
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3) Si f3 ¢ X alors les itérations
(1'14) Upyy = Px(”n - QI(A“)n - f))
sont toujours numériquement accessibles.
On montre facilement que la suite (u,) ainsi construite converge fortement vers u

solution de (1.5) quand n — oo.

2 — APPLICATION A LA RESOLUTION NUMERIQUE D'UN PROBLEME
AUX LIMITES NON LINEAIRE

Soit Q un ouvert borné de R" de frontiere I' suffisamment réguliecre. On cherche
u € W§P(Q) solution de I'équation

(2.1) Au= =Y D(|Du|""? Du) — idu = f i>0, p=2
i=1

pour fdonné dans W~ "(Q) (dual de Wy(Q)) avec 1/p + 1/q = 1, D; = 8/dx,).

On sait (cf [6]) que ce probléme admet solution unique. Comme dans [6] on se
donne un paramétre h = (hy, ..., h,) € R h # 0 de discrétisation destiné a tendre
vers 0. Soit ¥, un espace de dimension finie associé au parametre h. Nous cherchons
alors u,, € V, solution de I’équation (cf [6]):

(22) Ay, = — Zlvi(lvi“h‘rl Viuy) — ;L‘ZlV?“h = Ju

ou f, est un discrétisé de fet V,u, défini par

Vyu(x) = zh@_t_él?li uix = bh)

et Viu, = V{(Viu,).

On sait (cf [6]) que le probleme (2.2) admet une solution unique u, qui converge
vers u solution de (2.1) quand h — 0.

On se propose maintenant de résoudre I’équation (2.2) & I'aide des itérations (1.2).
Plus précisément nous avons la

Proposition 2.1. La suite (u;',) définie par les itérations:
(2.3) up "t = uy = 0(2001 — 20S) (At — i), (up = 0)

converge vers u,, solution de (2.2) quand n — oo pour g, et ¢ convenables.
Auparavant nous démontrons le lemme suivant:
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Lemme 2.1. Soit S e L(#, #') # étant un espace de Hilbert on suppose

H.3 i) (Sw,w) = of|w|>Vwe # avec ¢ >0
i) (Sv, w) < s|ul |w| VYw, ve#s>0

Alors lapplication u — (I — g,S)u est strictement contractante pour g, =
= os* et Popérateur B = [I — (I — ¢,S)™]™* S est bien défini (m étant un entier
positif ou nul).

Démonstration. Posons Tu = (I — 0S) u. Nous avons

[T = Tof? = Ju — ol = 20o(Slu — o), — ) + eZ]S(u — o)
Drapres H. 3 on tire:

[T = T = (1 = 2000 + 3 Ju — off = (1= %) Ju = ol
pour g, = a/s%.

Si Test strictement contractante alors T™ I'est et (I — T™) ! existe. En effet posons:

I-Tus=f.
Ona

u=f+ T"u = Tyu

Tiu—Tyw=T"uy — T

|Tou = Ty < Lju — o] avee L<1, L= (1 - 2)’"'2.

| 9

N

Donc l'inverse de I — T™ existe et I'opérateur B est bien défini.

Démonstration de la proposition 2.1. Posons S = — Y Vi. Nous munis-
i=1 .
sons alors I'espace ¥}, de la norme ||u,|| = |u,]| .2, uy € V.
L’opérateur S définit alors une nouvelle norme
[u]s = (Su, u) = ¥ |Vu|? équivalente a || |. Nous avons en effet:
i=1
slul* 2 [w]* z ofu|

avecs = y 4/ h? et o est une constante dépendant de I’ouvert Q et donnée par I'inéga-
i=1

1ité de Poincaré. Nous allons étudier maintenant les itérations
(24) upt = uy — o B™Y (A — £,)
avec B = [I — (I — 0,S)*]™* S et 0 < g, < 20/s?
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Calcul du paramétre ¢. Nous avons cf [2]:
(A, — Aoy, uy, — v,) = Au, — v,]* .
Si [uy]s £ N,[v,]s SN ona

(Apuy, — Aoy, wy) < C(N) [uy, — v]s [Whls YWhe Vi, .
Avec

NP2

Calculons les constantes « et f telles que
(2.5) o[ul < [uli < B[uli avec [u]i = (Bu,u).
Posons Bu = g, ce qui donne successivement ‘
u = (20, — 035) g

[u]§ = (Su, u) = 403[g]s — 405(S . Sg) + 05(S%g, Sg)

ce qui donne
[u]s = aog|* avec ay = doog — 45705 + os%0f .
Par ailleurs

[u]z = 200]|g]|> — e3[9]5 < Bolg|* avec By = 200 — d0g
ce qui donne
% 4002 — 4503 + os%0;

(2.6) of[uls < [uls avec a= 5
0 200 — 0600

De méme nous avons

[uls = vollg|> avec v, = 200 — seg
et
[u]s < 400[g]5 < So|g||> avec o, = 4s05
ce qui donne

(2.7) [u]; < Blu]; avec B = 9 _ M
Yo 200 — Qo

439(2,

Les itérations (2.4) convergent donc d’aprés le théoréme 1.1 pour

(28) ¢ k % avee X o= (2 se0) . (40 — 45’0, + 05%07) .

TN B B2 1652 002 — o)

Pour que « et B soient positifs, il est nécessaire que 0 < g, < ofs?. Cette valeur
du parameétre g, convient donc pour appliquer le lemme 2.1.
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Remarque 2.1. En particulier la suite u; définie par (2‘4) converge quand
n — oo vers uy, solution de I’équations (2.2) pour u;, = 0, N, = 2/k[ f, — A,{0)]s

C = C(Ny) et o= CZ(IjVO) . ;gi .
De plus nous avons I'inégalité de contraction stricte:
(2.9 [ — u,)s < 05[uf — u,]i avec
(210)  O5=1— ~f:~y— avec y = « a et B donnés par (2.6), (2.7).
C*(No) B

Evidemment si on prend ¢, = a/s*> on aura toujours un coefficient de contraction
0p < 1 et le paramétre o convenable pour les itérations (2.4) donné par

(2.11) = kN 5 ( 9

Remarque 2.2. On peut aussi effectuer les itérations (2-3) avec un opérateur
B =[I — (I — ,S)"]"'S en posant:

(2.12) up™ ' = uh = 0B YAy — f,), (un =0 par exemple)

et ¢ convenablement choisi.
Sion fait m = 1 ona B = S cas déja étudié dans [2].

3 — RESULTATS NUMERIQUES

Nous reprenons I'exemple (2.1) et les itérations (2.3) en posant Q = 0,1 x ]0,1[,

A=1,p=3et S= —-4,= — ZVZ Le paramétre ¢, figurant dans la formule
i=1

(2.3) est estimé par la méthode de la Mire (Cf. M. Sibony [6]) dans linversion
de (—4) a la valeur g, = 0-255. 1072 pour les valeurs du parametre h = 1/10, 1/20,
1/30, 1/40. On peut alors procéder comme suit:

1) On effectue les itérations (2.3) avec un paramétre ¢ = g, variable avec les
itérations, ou
(3.1) 0, = (Apuy — Ay ', upy — ui "),
[By '(Auy — Ay D7

Les itérations. (2.3) s’écrivent alors:

(32)  uptt = uh — 0,(200I — 05Sy) (Auuh — f,) avec g, = 0.2551072

et nous avons alors les résultats suivants:
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Tableau n° 1

Wt — u |
h v e
’ TR '

. | e

‘ | s s
1/10 108 | 0-552. 10 0-132.10 |
120 2000 ‘ 0763 .10~ 0-195. 1072
1/30 1995 | 0-114.107% 0293.107% |
1/40 3186 0217.107% 0:563.107° |
|

u étant la solution exacte du probleme (1.1), connue & I'avance et f étant calculé
analytiquement de sorte que f = Au.

Dans lalgorithme (3-2) nous arrétons les itérations dés que la condition
[ Aui — flli2@) < 1071 est satisfaite.

2) On effectue les itérations (2.3) avec un paramétre ¢ déterminé a l'aide de la
méthode de la Mire, le paramétre g, ayant été déterminé auparavant par la méme

méthode. Nous avons alors les résultats suivants:

Tableau n° 2

P —
h 1 n oy — ull 2 l”*l ) | i A" — £ 2
| v Al |
- 1 ‘ o
1/10 1101 0-484 .1077 0:177.107% | 1:06s | 0:255.1072 10716 1
1/20 13000| 0-209.107% 0-540.1073 75085 | 0-255.1072 10716 1
1/20 1 500 0-122.10°% 0234.1073 |4463s | 0150. 1072 107° 1
1/20| 500| 06410.1075 | 0-126.1073 |47-11s | 0-150. 1072 10710 1/100
|

() — en secondes sur IBM 370— 165.

On constate sur le tableau n° 2 la contrainte ||Au" — f|| £ 107'¢ est réalisée
pour h = 1/20 seulement aprés n = 3000 itérations et dans ce cas on diminue I’erreur
|uZ -~ u],; de 0.209.107* & 0.122. 10™* par une augmentation de 2500 itérations.

Dans la derniére colonne du tableau nous avons traité le probleme de la régularisa-
tion elliptique. En effet, nous savons que la solution du u, probléme (2.1) converge
fortement quand /4 — 0 vers u € wy'?(Q) unique solution du probléme

(3.3)

. e L . . + 1
Les itérations (3-2) donneront dans ce cas la suite (uy, ;' ), et on a les convergences
suivantes:

Bu = Z D(|Du|""% D) = f
i=1

—sy

n
Un,a 557 Unas  Pultn,a =50~ Ua =550
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CONCLUSION

Les itérations du type (1.2) et plus particuliérement dutype (2-3) évitent I'inversion
numérique d’un opérateur linéaire a chaque itération (n) comme dans [2], [6] et [7].
Il en résulte une grande rapidité de convergence dans les itérations (2.3). De plus,
ce schéma permet la résolution numérique du probléme de la régularisation elliptique,
probléme qui n’a jamais €té réglé par les méthodes de gradian et approximations
successives. Ces derniéres supposent en effet un coefficient de contraction assez
loin de I'unité, alors que dans notre méthode, ce coefficient estimé a priori, peut
étre voisin de I'unité, ce qui se produira toujours dans le cas de la régularisation
d’un opérateur fortement non linéaire par une perturbation linéaire.
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Souhrn

O JEDNE ITERACNI METODE RESENI NELINEARNICH
ELIPTICKYCH OKRAJOVYCH PROBLEMU

Moise SIBONY

Necht A4 je operdtor (nikoliv nutng linedrni) z Hilbertova prostoru # do dudlniho
prostoru J#’. SnaZime se aproximovat feSeni u € # rovnice Au = f pro fe #'.
Vysetfujeme konvergenci ndsledujiciho itera¢niho schématu:

Upypy = Uy — Bml(Aun - f)
kde B je funkce samoadjungovaného operdtoru S zvoleného tak, aby inverse B byla
numericky proveditelnd; napf. B = [I — (I — ¢, S)"]™"' S s vhodn& zvolenymi kons-
tantami g, a m (m celé).
Vysledky aplikujeme na nelinedrni okrajovy problém s uvedenim numerickych
vysledk.
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