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EXPLIZITE KONSTRUKTION
VON LINEAREN MEHRSCHRITTBLOCKVERFAHREN

REINER VANSELOW

(Eingegangen am 21, Mirz 1980)

1. EINLEITUNG

An ein Verfahren zur numerischen Behandlung der Anfangswertaufgabe
(1.1) y'(t) = f(t, y(1)), te[0,T], y(0)= y,eR",

mit f:[0, T] x R™— R™ werden neben Konsistenz- und Konvergenzforderungen
auch gewisse Stabilitdtsforderungen gestellt. Betrachtet man z. B. eine konstante
Schrittweite & > 0 ein beliebig groBes Zeitintervall und ein lineares DGL-System
mit konstanten Koeffizienten, dann spielt dabei der von Dahlquist (s. [1]) ein-
gefiihrte A-Stabilitdtsbegriff eine bedeutende Rolle. Fiir die linearen Mehrschritt-
verfahren konnte gezeigt werden, dall A-stabile Verfahren hochstens die Konsistenz-
ordnung 2 besitzen (s. [1]). Es wurde deshalb nach Verfahrensklassen gesucht,
in denen A-stabile Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung existieren.

In den Arbeiten von Prdger, Taufer und Vitdsek (s. [2] und [3]), sowie Watts
(s- [4]) und Watts und Shampine (s. [5]) wurden Untersuchungen einer solchen
Verfahrensklasse angestellt, die aus einer Verallgemeinerung der lincaren Mehr-
schrittverfahren entstand und als Klasse der linearen Mehrschrittblockverfahren
bezeichnet werden soll.

Die vorliegende Arbeit stellt in Abschnitt 3. eine explizite Konstruktion von
linearen Mehrschrittblockverfahren vor. Dabei wird auf gewisse bisher bekannte
Ergebnisse zuriickgegriffen, die in Abschnitt 2. zusammengestellt sind. Die ent-
sprechenden Beweise dieser Sitze sind in den zitierten Arbeiten enthalten bzw.
konnen durch einfache Uberlegungen unmittelbar erbracht werden.

2. LINEARE MEHRSCHRITTBLOCKVERFAHREN UND
DEREN KONSTRUKTION

Zur Vereinfachung der Darstellung werde fiir die betrachtete Aufgabe (1.1) m=1
vorausgesetzt. Weiterhin sei die Funktion f so beschaffen, daBl Existenz und Ein-
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deutigkeit der exakten Losung im Intervall [0, T'] gewdhrleistet sind. SchlieBlich sei
zur Vereinfachung der Darstellung f, = f(tj, y])A

Definition. Vorgegeben seien eine natiirliche Zahl k > 0, die Blocklinge, und
ein Parameter se N mit 1 £ s £ k. Gegeben seien weiterhin eine reelle k x k-
Matrix C und ein reeller k-dimensionaler Vektor d so, dafi das lineare Mehr-
schrittverfahren (kurz 1MSV), das durch eine beliebige Zeile in (2.1) definiert
wird, die Konsistenzordnung k besitzt.

Gesucht ist die Losung der Gleichungssysteme

(2~1) Yn+1 Yn Jus1 dy

.‘yn+k — ..yn + hC ..fn+2 + hfn fi2

Yn+k Vn fn+k dk
mi: n = 0(s) [N]s] bei einem vorgegebenen Startwert y, und einer festen Schritt-
weite h > 0.

(2.1) definiert die Klasse der Linearen Mehrschrittblockverfahren (kurz (IMSBV),
bei der jeweils aus einem N&herungswert y, im Gitterpunkt ¢, k neue Naherungs-
Werte V,41> Vn+2s ---» Voex 1N den dazugehorigen Gitterpunkten f, 41, tysas «-vs tetn
bestimmt werden. Der Parameter s ist ein Steuerparameter. Ist s < k, so werden
die (k — s) bereits berechneten Werte ¥, 45+ 1> Vuts+2> -+ Vusx Nicht als Ndherungen
verwendet, stattdessen wird (2.1) mit y, ; erneut gestartet. Fiir k = 1 erhélt man eine
Teilklasse der bereits bekannten Klasse der 1IMSV, ndmlich die konsistenten Ein-
schrittverfahren.

Die durch (2.1) beschriebenen IMSBV lassen sich noch durch die Erweiterung
der Anzahl der Startwerte (s. [2] und [3]) sowie die nichtgleichabstéindige Wahl
der Stiitzstellen fiir die Naherungspunkte (s. [4]) verallgemeinern.

Die vorliegende Verfahrensklasse wird entsprechend ihrem Charakter auch als
Block Implizit One-step methods (s.[4] und [ 5]) bzw. Overimplicit Multistep methods
(s. [2] und [3]) bezeichnet. Fiir die weitere Darstellung gelten folgende Verein-
barungen:

e=(1,1,...,1)TeR" I...k x k-Einheitsmatrix, v...k-dimensionaler Null-
vektor,
1 0 1001t 1kt 11! 0
P S
0 k KO kUL ke 0 1/k!

Satz 1. Jedes IMSV, das durch eine Zeile des Verfahrens (1.2) mit vorgegebenem
C und d definiert werden kann, besitzt die Konsistenzordnung k genau dann,

2



wenn fiir C und d gilt

k
(2.2) i =d; +.§;cij Sir i=101)k
;5

k
it = 1Y et fir i=101)k 1 =2(1)k.
i=1

Satz 2. Es seien die Blocklinge k und der Parameter s vorgegeben. Dann st
die Klasse der durch (2.1) definierten 1IMSBV nicht leer; konkret: Jedem beliebigen
Vektor w e R* 1ift sich eineindeutig durch (2.3) ein IMSBV zuordnen.

(2.3) M?*V = CMV(I + M) + [v,...,v, (k + 1) w]
d = Me — Ce.

Bei der Untersuchung der A-Stabilitit von 1IMSBV spiclen die Polynome Q(H) =
=det (I — HC) und P(H), s = 1(1) k, eine wesentliche Rolle. Dabei ist P(H)
die Determinante derjenigen Matrix, die aus (I — HC) durch Ersetzen der s-ten
Apalte durch den Vektor (e + Hd) entsteht.

Satz 3. Der Parameter s sei fest vorgegeben, und es gelte Q(H) + 0 fiir alle
He C' mit Re H < 0. Dann ist das IMSBV (2.1) A-stabil genau dann, wenn fiir
alle He C' mit Re H < 0 (2.4) gilt.

(2.4) |P(H)[QH)| < 1.

Satz 4. Fiir eine Matrix C, die zusammen mit einem Vektor d ein 1MSBV
beschreibt, ist

O(H) = det (I — HC) ?i aH'

durch die Losung eines linearen Gleichungssystems berechenbar; konkret: Durch
(2.3) wird der Matrix C eindeutig ein Vektor w € R* zugeordnet, der aus C explizit
berechenbar ist. Aus diesem Vektor w lassen sich durch Liosung des linearen Glei-
chungssystems

ay

a,_ 1 1
2.5 = Sy -~ MR e,
23) MVN | : IR Y

a

die Koeffizienten ay, a,, ..., a, eindeutig berechnen, und es ist a, = 1. Damit ist
Q(H) fiir jedes H berechenbar.

Satz 5. Die Zuordnung zwischen einem Paar (C, d), wobei die Matrix C und
der Vektor d ein IMSBV (2.1) definieren, einem Vektor w, der durch (2.3) gegeben
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ist, und einem reellen Polynom
k
Q(H) =}, aiHl’
mit ag = 1 und Q(H) = det (I — HC) ist jeweils eineindeutig und durch (2.3) bzw.
(2.5) gegeben.

Satz 6. Sein eine Matrix C und ein Vektor d gegeben. die ein IMSBYV beschreiben.
Die Koeffizienten a; des Polynoms

Q(H) = det(I — HC) = iain

seien bekannt (es gilt ay = 1). Dann gilt fiir die Polynome P(H)

(2.6) PS(H)=V§ (i o ai> H fir s =1(1)k.

i=o0 \i=o (j - i)!

Satz 7. Die Polynome Q(H) bzw. P(H), s = 1(1) k, sind fiir ein beliebiges
IMSBYV (2.1) linear unabhdngig und die Koeffizienten vor H® sind jeweils gleich 1.

Satz 8. Fiir die Matrix C und den Vektor d gilt mit den Polynomen Q(H) und
P(H),s = 1(1) k,

P(H) — Q(H) fiir H %0
k H fiiri = 1(1)K,
(2’7) Q(H) d; + Z Pj(H) Cij =
=t lim _P"(H)I; o(H) fiir H =0

und der Grenzwert
lim Pi(H) _ Q(H)
H-0 H

existiert und ist endlich.

Satz 9. Sei die Blocklinge k fest vorgegeben. Fiir das 1MSBV, bei dem jedes
durch eine Zeile von (2.1) beschriebene 1MSV sogar die Konsistenzordnung
(k + 1) besitzt (dies ist genau dann der Fall, wenn in (2.3) w = v ist), sind die
eindeutig bestimmte Matrix C und der dazugehorige Vektor d explizit angebbar
und es gilt

(2.8) ¢y = Ry 0] ds fir i,j=1(1)k
g’(j) oS —J

) 1 i g(S) .. i
d‘ ’(O)J ~~ ds ful = 1(1) k
mit g(s) = S(S - 1) (S — k)
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Satz 10. Fiir jede Blocklinge k existieren A-stabile IMSBV (2.1), d. h. es existie-
ren A-stabile Verfahren mit beliebig hoher Konsistenzordnung.

Mit diesen Ergebnissen war es bisher moglich, auf 2 Wegen, ausgehend von einem
gegebenen Polynom

Q(H) =i§0a,~H"

mit a, = 1, eine Matrix C und einen Vektor d so zu konstruieren, daBl damit ein
IMSBV beschrieben wird und daB Q(H) = det (I — HC) gilt. Dabei sind C und d
nach Satz 5 eindeutig bestimmt.

Methode I. Ausgehend von den vorgegebenen Koeffizienten des Polynoms Q(H)
wird mit Hilfe des Gleichungssystems (2.5) ein Vektor w e R* und durch die an-
schlieBende Lésung des Gleichungssystems (2.3) die gesuchte Matrix C berechnet,
woraus sich ebenfalls nach (2.3) der Vektor d ergibt.

Methode Il. Zundchst werden aus dem gegebenen Polynom Q(H) mit Hilfe
von (2.6) die Polynome P(H), s = 1(1) k, berechnet. Durch die Vorgabe von (k + 1)
verschiedenen Werten H kdnnen durch die Losung des Gleichunssystems, dall aus
(2.7) entsteht, die gesuchte Matrix C und der Vektor d berechnet werden.

Bei beiden Methoden zur Ermittlung der Koeffizienten eines 1IMSBV (2.1) aus
vorgegebenen Koeffizienten eines Polynoms Q(H) sind jeweils lineare Gleichungs-
systeme zu l0sen.

3. EINE EXPLIZITE KONSTRUKTIONSVORSCHRIFT FUR IMSBV (2.1)

Die im Abschnitt 2. angegebene Methode 1 bildet den Ausgangspunkt fiir die
weiteren Uberlegungen. Es soll gezeigt werden, daB die Lésung der Gleichungs-
systeme (2.3) zur Betechnung der Matrix C aus einem belicbigen Vektor we R
explizit erfolgen kann. Damit wire, da w aus (2.5) bei vorgegebenen Koeffizienten a;
ebenfalls explizit berechenbar ist, eine explizite Berechnungsvorschrift der Ver-
fahrenskoeffizienten c;, und d; des IMSBV (2.1) bei gegebenen Werten a; gefunden.

Zunichst einige Vorbetrachtungen.
Die zu berechnende Matrix C werde in folgender Weise zerlegt
(3.1) C=C"+cC",

wobei C° durch M?V = C°MV(I + M) eindeutig gegeten ist. Nach Satz 9 ist C°
explizit angebbar und fiir C* ergibt sich aus (2.3) die Bezichung

(3.2) C*MV(I + M) = [v, .., v, — (k + 1) w] .
Auf Grund der speziellen Gestallt von (I + M) erhilt man sofort
(3-3) C"MV = [v,...,v, — w].



Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu

(3.4) CYMV = (0,...,0, —w,) fir i=1(1)k,

wobei C} die i-te Zeile der Matrix C” bezeichne.
Es sei nun ein Vektor T € R* definiert durch

(3.5) T,:= C/M.

Dann ist, da M eine Diagonalmatrix ist, C} aus bekanntem T; explizit berechenbar.
Fiir T; ergibt sich aus (3.4) und (3.5) die Beziehung

(3.6) T,V =(0,..., 0, — wy),

d. h. die Berechnung der Matrix C aus (2.3) ist bis auf andere explizite Berechnungen
auf die Losung eines linearen Gleichungssystems der Form T;V = (0, ..., 0, — w,-)
mit unbekanntem T; zuriickgzfiihrt worden.

Falls nun noch gezeigt werden kann, daB die Losung des Gleichungssystems T;V =
= (0,...,0, — w,) explizit angzbbar ist, dann 148t sich unter Beachtung von (3.1),
(3.5) und Satz 9 auch die Matrix C explizit konstruieren.

Lemma. Fiir k = 1 gilt

k=1 fir 1=001)k—2

(3.7) j;’( >( o= {( Dtk — 1) fir D=k — 1.

Beweis. Zundchst gilt fiir k = 1 folgende Umformung

P G [T T Gl B SRRV

=0 k j=o +1
Ry ; L& [k ;
S L) ey ey (e
Damit ist die Aussage des Lemmas dquivalent zur Aussags: Fiir k = 1 gilt
ko (k . 0 fir I=11)k —1
) 2 <J) =1y = {(-1)" K fir 1= k(.)
Der Beweis von (*) wird durch vollstindige Induktion iiber I und k erbracht.

Induktionsanfang: ,,l = 1, k beliebig, k > 2. Es ist wegen k = 2

,-;(?)(_l)jjz",.é(l; )( 1)'=kz( )( 1y =

=—kz( )( Y (+1)f71 = —k(—1 + 1}t =0,



Hier erhidlt man nun

Damit ist der Induktionsanfang erfiillt.
Induktionsvoraussetzung: ,,(*) gilt fiir alle [ und k mit

{l,§k§lz—lmit1:l<k }

k=k mit 1=5I<Isk=k

bei k = 2.
Induktionsbehauptung:,,(*) gilt fiir  und k*.

Induktionsbeweis: Es gilt zunédchst

£ (e eg (e

Da fiir die Binomialkoeffizienten bei n = (p + 1) und unter Beachtung vonn = 1
und p = 0 die Beziehung

n n n+1 n n+ 1\ .
(p) + (p + 1) = (p + 1> und auBerdem (n) = (n L 1) gilt ,

folgt mit k > 2 weiter

:1212 (f)(_x)J - ‘—kz ( )( 1yt

Der erste Term ist dabei nach Induktionsvoraussetzung fiir k =k und [ =1 — 1
gleich Null, und nach Induktionsvoraussetzung fiir k = k — 1 ergibt sich

- r 0 fir 1—1
B (=1t (k—1) fir J—1
womit die Induktionsbehauptung und damit () folgt.

Mit dem Lemma 148t sich nun unter Beachtung der speziellen Gestalt der Matrix
V die Losung des Gleichungssystems (3.6) explizit angeben. Es gilt

G8) - (I; _ 1) (-1y-!

=L —— (—w;) fiir i,j=1(1)k,
(—1)"1(k—1)!( ) j=101)
wobei T;; die j-te Komponente des Vektors T; bezeichne. Aus (3.5) ergibt sich damit
fiir die Matrix C* = (c}};)
_q\i-k+1
(39) R
jt(k = j)!

i

1)k -2,
k-1,

w, fir i,j=1(1)k,



d. h. damit ist nach den Voriiberlegungen die Matrix C und der Vektor d explizit
berechenbar.

Satz. Gegeben sei zu einer festen Blocklinge k ein beliebiges Polynom Q(H)
k-ten Grades mit den Koeffizienten a;, i = 0(1) k,und ag = 1.

Dann sind die nach Satz 5 eindeutig zugeordnete Matrix C und der zugehérige
Vektor d explizit berechenbar; konkret: Mit der in (3.1) gegebenen Zerlegung der
Matrix C lipt sich aus (2.8) und (3.9) die Matrix C berechnen, aus (2.3) der Vektor d.
Dabei ist w = (wy, Wy, ..., w,) der durch (2.5) explizit berechenbare Vektor.
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Souhrn

EXPLICITNI KONSTRUKCE LINEARNICH
SILNE IMPLICITN{CH MNOHOKROKOVYCH METOD

REINER VANSELOW

Cléanek uvadi postup explicitni konstrukce linedrnich silné implicitnich mnoho-
krokovych metod pro numerické feseni uloh s pocdte¢ni podminkou. Timto je mozné
vypocitat k danému polynomu stability koeficienty piislusné siln¢ implicitni metody
bez feseni linedrni soustavy rovnic.
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