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EQUATIONS DE VON KARMAN
II. APPROXIMATION DE LA SOLUTION

Jurius CIBULA

(Recu le 25 novembre 1983)

1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous utiliserons les désignations de [1]. Dans la suite, on pose:
(1.1) W= Wi*Q).

Les solutions variationnelles (excessives) [w,f/ eV x W du probléme (1.1)—(1.7)
dans [1] vérifient:

(1.2) w

Lw + Cy(f,w) + g* dans V,
(1.3) [ = —=Cy(w,w) dans W.

L’opérateur bilinéaire C,: ¥ x V — W est continu (cf. le Lemme 4.3 dans [1]).
Alors, il existe une constante “ C2|| > 0 telle que:

(14) [Ca(w, ®)lw < [ €2l [wlv [#]5 »

pour tout couple [w, W/ € V x V. | C,| est dite norme de I'opérateur C,.

2. CAS D’UNICITE

Nous donnerons quelques conditions suffisantes pour 'unicité locale et globale
de la solution du probléme.

Soient [w, f[ et [W, f| deux solutions variationnelles (excessives) du probléme et:
(2.1) w=w-+h dansV,

(22) - f=f+g dans W.



Grace a (1.2), (1.3), (2:1) et (2:2), on a:
(2.3) h = Lh + Ci(f, h) + C4(g, w) + Cy(g, h) dans V,
(2.4) g = —2C,y(w, h) — C,(h, h) dans W,

par la linéarité de I’opérateur L, la bilinéarité des opérateurs C;, C, et la symétrie
de C,. En faisant le produit scalaire par h dans (2.3) et par g dans (2.4), on obtient:

(2.5) |3 = (Lh, B)y + (Ca(h, h), S + (Co(w, h), 9)w + (Cahs h), g)w
(2.:6) lalt = =2(Ca(w, h), g)w — (Ca(h, 1), g)w »

grice a (4.1) dans [1]. On voit de (2.5) et (2.6) que:

(2.7) 203 + lali = 2Lk, h)y + 2(Cy(h, h), £y + (Co(h, h), @)y -

D’aprés [1], on sait que le couple [w, @/ eV x W*?(Q) est une solution varia-
tionnelle si:
(2.8) ?=f+F,

ol [w, f[ € West une solution variationnelle excessive et F est une fonction de W*%(Q)
vérifiant (2.7), (2.8) dans [1].

Théoréme. 1. (i) Soit [w, &/ € V x W>(Q)une solution variationnelle du probléme
vérifiant:

(2.9) B(®;h,h) £ 0,

pour tout he V. Alors:

(2.10) |7 —wly z2y@) ||,
(1) |~ @y = 2]

pour toutes solutions variationnelles du probléme [W, B + |w, ®/.
(ii) Le probléme posséde une solution unique si Iinégalité (2.9) est satisfaite
pour toute solution variationnelle [w, ®] €V x W?*(Q) et tout he V.

Démonstration. (i) Par (3.7), (3.13) et (3.15) dans [1], on a:
(Lh, h)y = B(F; h, h),
et donc:
(2.12) (Ca(n, h), f)w + (Lh, h)y = B(®; h, h),
d’apres (2.8). Les relations (2.9) et (2.12) reportées dans (2.7) donnent:

2nly + gl = (Calh, 1), @)



En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.4), on obtient:
(213) 2 a7 = el 13 lallw + lols < 0
On déduit de (2.13) que:

[nly z2v@) 7" et alw 2 2] 7
Grice a (2.1), (2.2) et (2.8), on conclut (2.10) et (2.11) avec:
(2.14) F=F+F.

(ii) Soient /w, ®/ et [w, &/ deux solutions variationnelles du probléme satisfaisant
(2.9). Alors, on a (2.12) et:

(2.15) (Co(h, 1), F)w + (Lh, h), = B(®; h, h),

(2.16) (Co(hy 1), f)w + (Ca(hs h), g)w = (Ca(hs 1), F)y

par (2.2). Les égalités (2.12), (2.15) et (2.16) reportées dans (2.7) donnent:
(2.17) 2||h)3 + g% = B(®; h, h) + B(®; h, h).

Par (2.9), on a:

(218) 2[#]}7 + Jlall¥ < 0-

On conclut de (2.18) que:
h=0 dansV, g=0 dans W,

et donc:
w=w dansV, ® =& dans W>?*(Q),

par (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14).
Remarque 1. Avec la condition suffisante:
(2.19) (i) 9,20, &,20 et 9.9, 2[d,]*,

presque partout dans Q, ou:
.. 52(1’ 2 2
(2.20) (ii) poie o . m; + 20 mm, + d,m; = 0,
m

presque partout dans Q, pour tout vecteur unitaire i = (m,, m,), on a (2.9). En effet,
on a:

(2.21) B(®; h, h) = f [- @b + 20, hh, — D,k ] dxdy,
2

par notation de B dans [1]. (i) Il découle de (2.19) que:
l(p.\'.vl é I:@xx]l/z [q‘)yy]I/Z sur Q 5



et, par conséquent, on obtient:
- @, h) + 20, hh, — &, 02 <
< =90+ 2[0, ]2 [2,,] |h || — PhE S0 surQ.

Cette inégalité avec (2.21) fournit (2.9).
(i) Sih, = h, =0, on a(2.9)évidemment. Si h, = 0 ou h, % 0, on pose:

m,=[hi+ h}]"*"?h,, my=—[hi+ h}]""*h, surQ.

Par ces égalités, (2.20) et (2.21), on a (2.9).

Théoréme 2. (i) Soit [w, [ e V x W**(Q) une solution variationnelle du problé-
me vérifiant:

(2.22) max |@| < L=y,
Alors: ’

() [ = wly 2 2cs]
(229 |8 = o]y = Ca]

pour toutes solutions variationnelles du probléme |, ®] + [w, ®/.
(ii) Le probléme posséde une solution unique si Pinégalité (2.22) est satisfaite
pour toute solution variationnelle |w, ®[ € V x W>*(Q).

Démonstration. (i) Grace au Lemme 4.7 dans [1] et par la formule de Green,
on a:

(2.25) (Lh, By + (Ca(h, ), f)y < J [, h]  dx dy .
11 est facile de voir que: :

(2.26) J [h, 1] @ dx dy < max || | h]fgs -
Puisque: ’ ’

(1 = &) Wi < I3

(cf. [4], p. 287), il découle immédiatement de (2.22), (2.25) et (2.26) que:
(2:27) (Lh, B)y + (Cy(h, h), f)w < 3|17 -
Les inégalités (1.4) et (2.27) reportées dans (2.7) donnent:

[l = 2l (815 lallw + ol < 0,

1y Par w22(Q2) Q C(&), on a: & € C(Q). o est le coefficient de Poisson.



et on déduit que:

Iy 2 21Ca|* et gl = fCal -

Grice a (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14), on conclut (2.23) et (2.24).

(i) Soient /w, @/ et [W, B] deux solutions variationnelles du probléme satisfaisant
4(2.22). On a (2.27) et:

(2.28) (Lh, )y + (Calh, h).7)w < 3|B[2 -
Les relations (2.16), (2.27) et (2.28) reportées dans (2.7) donnent:

2[5 + lols = |5 -
On conclut que:

h=0 dansV, g=0 dansW,
et donc:

w=1w dansV, & =& dans W»*Q),

par (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14).

3. INTRODUCTION D’UN PARAMETRE

Nous nous intéresserons aux équations:

(3.1) w=Lw+ Cy(f,w) + Ag* dans V,
(3.2 f= —Cy(w,w) dans W,
ol:

1e<0,1>

est un parametre. On désigne:
(3.3) H=VxW.

L’espace H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

(34) (Juss v4], [u2, 02 )u = (g, uz)y + (01, 02)w
et la norme:
(3.5) s ol = {Jul + ol

pour tous u, Uy, u, € Vet v, vy, v, € W. Il est clair que les équations (3.1) et (3.2)
sont équivalentes a 1’équation:

(3-6) P;/w,f| = 0,0/ dans H,



ou l'opérateur P,: H — H est défini par:

(3.7) Pifw, f| = [2w — 2Lw — 2C,(f, w) — 22g*. f + Cy(w, w)/,

pour tout couple [w, f| € H. Par définition de la différentielle de Fréchet, on a:

(38) Pifw. f; [, g]) = |
= [2h — 2Lh — 2C,(f, h) — 2Cy(g, w), g + 2Ca(w, h)[ ,

(39)  Pi(fws]: b gf. [ 3f) = [~2C:(g. b) - 2C.(0. F). 2C,(F B

gréce a la linéarité de L, la bilinéarité de C, et C,, pour tous [w, f/, [h, g et [k, g € H.
Par (4.1) dans [1], (3.4), (1.4) et I'inégalité de Hélder, on a:

(Pi/w. 13 [ gl [B; G])s [, o)) =
= —2(Cy(h, u), g)w — 2(Cy(h, u), g)w + 2(Ca(h, h), v)y =
< 2l {#llv [uly [glw + 1Rl [l lalw + [B]y (Bl o]} <
< 3| Ca| /hs gl |17 31 [ o
pour tous /w, f/, [h, g/, |k, G| et [u, v] € H. On déduit de cette inégalité que:
|PiCw. 11; [hs g (B gD = 3] /s 9 [ /R 6 ]a
et donc:

(3-10) |
pour tout couple /w, f € H.

Pifw.s[| = 3]c.

4, PROLONGEMENT CONTINU DE LA SOLUTION

Dans la suite, on désigne:
[w(2), f(A)] e H

une solution de I’equation (3.6) pour 4 € <0, 1). Il est clair que /w(0), f(0)/ = /0, 0/
et /w(1), f(1)] est une solution variationnelle excessive du probléme. En utilisant
la méthode de Newton-Kantorovitch (cf. [2]) sur I’équation d’opérateur (3.6),
on obtient: e
(41) /W"+1,f"+1/ = /W",f"/ _ [P;/Wo,fo/]_l Pl/Wn,f"/ s
pour n =0,1,2,... i

Soit [w(4;), f(A;)/ € H une solution connue pour ieN. Nous allons construire
une solution de I’équation (3.6) pour A = A;11, A;+1 > A;- On pose:

A= dpyy — K-



Théoréme 3. Soit:
(4.2") ,’wo,fo/ = /w(/l,-),f(/li)/ dans H ,

et:
@3 a1 < 2] a3

Supposons que I'inégalité (2.9)') ou (2.22) soit vraie pour A = A;. Alors, une suite
{w".f"]} = H définie par (4.1) converge vers [w(;41),f(Zi+1)] € H.

Démonstration. D’aprés (4.1) dans [1], (3.4) et (3.8), on a:
(44) (Pi(wo 1[5 [, g]), [y 9))u =
= 2| h][3 = 2Lk, h)y = 2Ca(h, B), f(Z))w + [ »
pour A = ;4 et tout [h, g € H. Il découle de (2.9) ou (2.22) que:

(4.5) (Lh, hYy + (Cah, 1), f(A))w < 0.
(cf. (2.12)) ou:
(4.6) 2(Lh, h)y + 2(Ca(h, h), f(2))w = || B3 »

(cf. (2.27)), respectivement. L’inégalité (4.5) ou (4.6) reportée dans (4.4) donne:

(P(Iw. £ [h, g]), [h o) 2 [B]7 + |g]w -
et donc:

(4.7) A )| P T P

par (3.5) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour A = ;4 et tout [h, g/ € H. On
déduit de (4.7) que:

(4.8) I[Pswe, o1 =1,
pour A = A;41- Puisque [w(2;), f(;)] € H est une solution de I’équation (3.6):
P,[w° 1° = P;/w(2), f(2;)] = [0,0] dans H,

pour A = A; et donc:
P;[w°, f°| = |-242g*,0/ dans H,

pour A = 2;41, grce a (3.7). Par (3.5), on a:
(4.9) [P2/we, 1%l & = 242]q*y

pour A = Z;4;- Une suite de Newton-Kantorovitch définie par (4.1) converge si
(cf. [2]):

(4.10) [C23wos £ 2 [2afws S | P £ < £

pour A = A;44. Par (3.10), (4.3), (4.8) et (4.9), on a (4.10).

1y Pour la condition suffisante, cf. l]a Remarque 1.



Remarque 2. On pose:
Ay =0

Soit I'inégalité (2.9) ou (2.22) est satisfaite pour [w(0), f(0)/ = /0, 0/. Si nous mar-
chons par 44, nous allons prolonger continuement de [w(4,), f(1;) dans [w(Ay),
f(Ax)] = [w(1), f(1)] qui est une solution variationnelle excessive du probléme

(1.1)—(1.7) dans [1].

Remarque 3. Dans la pratique, la formule (4.1) n’est pas utilisable, parce que
opérateur P est abstrait. Mais, la formule (4.1) est équivalente a:

Pi(w, £ w2 17 ) = PAwe, fL; W f]) = Pafw”, £
et grice a (3.7), (3.8), on obtient:
(4.11) wth— L't — C(f°, wtt) — ¢y (1", W) =

= —Cy(f° w") — Cy(f", w°) + Cy(f", w") + Ag* dans V,
(4.12) I 4 2C,(w0, wrtt) = 2C, (W0, w") — Cy(w", w") dans W.

En faisant le produit scalaire par tout h € ¥ dans (4.11) et par tout g € W dans (4.12),
on obtient:

(wn+1’ h)V — B(F, W"+l, h) - B(fO, wn+1’ h) . B(fn+1; WO, h) —
= —B(f% w", h) — B(f"; w°, h) + B(f"; w", h) + + lj ghdxdy + Ap(h),
2

pour tout h e ¥ et:
(/" g)w + 2B(w"**; w, g) = 2B(w"; w°, g) — B(w"; w", g),

pour tout g € W, grace a (3.13)—(3.16) dans [1] et par notation dans [1].

5. ESTIMATION PAR EXCES DE [ C,|

Soient w at W des éléments de Vet g un élémént de 9(9) En appliquant la formule
de Green et par (3.15) dans [1], on obtient:

(5.1) (Ca(w, W), g)w = B(w; W, g) = f [w, W] gdxdy.
Q
Par (4.12) dans [1] et I'inégalité de Holder, on a:

(5.2)

f [w, W] g dx dy! < max |g|‘[ |[w, #]| dx dy =
Q 2 Q




5 ma o] [ (17l + V) Il V) [Tl + i 5} 0y 5

< max |g] [wlwer [#]wee-
Q

Puisque Q est un ouvert borné de E,, il existe un rectangle:

R =<a, by x {c,d),
tel que:
QcR.
On définit une fonction g sur R par:

(53) CORS

On a:

g(a,y) =g(x,¢c) =0,
et:

x My
f j gxydxdy = g(x, ),

pour tout (x, y) € R. En utilisant I'inégalité de Hélder, on obtient:

X My b rd
lg(x, )| £ J J |.y| dx dy < j Jlaxyl dxdy =

| oo} oo}

(5.4) 13(x. )| = M7 { J (@ ax dy}m ,

pour tout (x, y) € R, ou:
(5-5) M=(0b-a)(d-c).
On déduit de (5.3) et (5.4) que:

1/2
lo(x, y)| = M2 { j (g,)? dx dy} ,
0

et donc:
M 1/2
(56) max|g| = () ol
o 2
Par (5.1), (5.2) et (5.6), on a:

(5) (€t 76w = (5) " Ivlveas [7hwees Lol



La densité de 2(Q) dans I’espace W5'*(Q), implique que (5.7) est satisfaite pour
tout g € W5°*(Q). On pose:

(5.8) g = Cy(w, w).
11 découle de (5.7) que:

_ 3 M 1/2
(59) Jestn 7 = () Il [l wens
Pusique:

(1 = ) ol < Il
(cf. [4]), on déduit de (5.9) que:

_ M\!/? _ _
O S R

pour tous w, w € V. Par définition, on a:

el = (5) 0 -o
avec (5.5).
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Sdihrn

ROVNICE VON KARMANA
II. APROXIMACIA RIESENIA

JurLius CIBULA

V ¢ldnku st uvedené postacujiice podmienky pre lokdlnu a globdlnu jednoznaénost
rieSenia ulohy. Variané rieSenie ulohy je konStruované Newton-Kantorovicovou
metédou a metédou spojitého prediZovania riesenia pri uvedenych postatujiicich
podmienkach.
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