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SVAZEK 30 (1985) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

EQUATIONS DE VON KÂRMÂN 

II. APPROXIMATION DE LA SOLUTION 

JULIUS ClBULA 

(Reçu le 25 novembre 1983) 

L INTRODUCTION 

Dans cet article, nous utiliserons les désignations de [1], Dans la suite, on pose: 

( M ) W= W2
0>

2(Q). 

Les solutions variationnelles (excessives) /w,//eVx W du problème ( l . l ) —(1.7) 
dans [1] vérifient: 

(1.2) w = Lw + Cx(f w) + q* dans V, 

(1.3) f = -C2(w,w) dansW . 

L'opérateur bilinéaire C2: Vx V-> W est continu (cf. le Lemme 4.3 dans [1]). 
Alors, il existe une constante |C2 | | > 0 telle que: 

(1.4) \\C2(w,w)\\w= ||C2|| H | F | | w | | F , 

pour tout couple /w, w/ e V x V. ||C2|| est dite norme de l'opérateur C2. 

2. CAS D'UNICITE 

Nous donnerons quelques conditions suffisantes pour l'unicité locale et globale 
de la solution du problème. 

Soient /w,f/ et /w, / / deux solutions variationnelles (excessives) du problème et: 

(2.1) w = w + h dans V, 

(2.2) / = f + g dansW . 



Grâce à (1.2), (1-3), (2.1) et (2.2), on a: 

(2.3) h = Lh + Cx(f, h) + Ci(g, w) + C,(g, h) dans V, 

(2.4) g = -2C2(w, /i) - C2(h, h) dans W, 

par la linéarité de l'opérateur L, la bilinéarité des opérateurs Cu C2 et la symétrie 
de C2. En faisant le produit scalaire par h dans (2.3) et par g dans (2.4), on obtient: 

(2.5) \\h\\v - (Lh, h)v + (C2(h, fc),/)^ + (C2(w, h), g)w + (C2(h, h), g)w , 

(2.6) ||g ||âr - -2(C2(w, h), g)w - (C2(h, h), g)w , 

grâce à (4.1) dans [ l ] . On voit de (2.5) et (2.6) que: 

(2.7) 2\\h\\v + \\g\\2
w = 2(Lh, h)v + 2(C2(/Î, h),f)w + (C2(h, h), g)w . 

D'après [1], on sait que le couple /w, $j G V x W2,2(Q) est une solution varia-
tionnelle si: 

(2.8) <2> = f + F , 

où jw,fl e West une solution variationnelle excessive et F est une fonction de W2'2(;Q) 
vérifiant (2.7), (2.8) dans [1]. 

Théorème. 1. (i) Soit jw, <f>/e V x W2,2(Q)une solution variationnelle du problème 
vérifiant: 

(2.9) B($; h, h)^0, 

pour tout he V. Alors: 

'2\\ 
1-1 (2.10) | | w - w\\v^2y/(2)\\C2 

(2-11) \\$ - *||iT2.a £ 2IIC2I"1, 

pour toutes solutions variationnelles du problème jw, $j + jw, $/. 

(ii) Le problème possède une solution unique si Vinégalité (2.9) est satisfaite 
pour toute solution variationnelle jw, $j e V x W2 2(Q) et tout h e V. 

Démonstration, (i) Par (3.7), (3.13) et (3.15) dans [1], on a: 

(C2(h, h),f)w = B(h; h,f) = B(f; h, h), 

(Lh, h)v = B(F; h, h) , 

et donc: 

(2.12) (C2(h, h),f)w + (Lh,h)v = B(d>; h, h) , 

d'après (2.8). Les relations (2.9) et (2.12) reportées dans (2.7) donnent: 

2||/Ï||K + IglW S (C2(h, h), g)w . 



En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.4), on obtient: 

C2-13) 2IHIV - I N I \\h\\v \\g\\w + \\g\\w ^ o . 
On déduit de (2A3) que: 

| | / i | | K ^ 2 V ( 2 ) | | C 2 | | - 1 et ||a||^ = 2 | |C 2 | | - 1 . 

Grâce à (2.1), (2.2) et (2.8), on conclut (2.10) et (2.11) avec: 

(2.14) # = / + F . 

(ii) Soient jw, $\ et jw, $j deux solutions variationnelles du problème satisfaisant 
(2.9). Alors, on a (2.12) et: 

(2.15) (C2(h, h)J)w + (Lh, h)v = B($; h, h) , 

(2.16) (C2(h, h),f)w + (C2(h, h), g)w = (C2(h, h)J)w , 

par (2.2). Les égalités (2.12), (2.15) et (2.16) reportées dans (2.7) donnent: 

(2.17) 2\h\2
v + \\g\\w = B((P; h, h) + B($; h, h) . 

Par (2.9), on a: 

(2.18) 2||h||2 + \\g\\w ^ 0 . 

On conclut de (2.18) que: 

h = 0 dans V, g = 0 dans PV, 
et donc: 

w = w dans V, 0 = $ dans PV2,2(0), 

par (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14). 

R e m a r q u e 1. Avec la condition suffisante: 

(2.19) (i) <^x = 0 , < 2 > ^ 0 et <Pxx<Pyy^[$xyf, 

presque partout dans Q, ou: 

(2.20) (ii) — - = <Pxxm
2
x + 2<Pxymxmy + $yym

2 ^ 0 , 
ùmz 

presque partout dans Q, pour tout vecteur unitaire m = (mx, my), on a (2.9). En effet, 
on a: 

(2.21) B(<Z>; h,h)=[ [-$xxh
2
y + 2$xyhxhy - 0yyh

2] dx dy , 
J Q 

par notation de B dans [1]. (i) Il découle de (2.19) que: 

K l = [*,,]1/2 [*„]1/2 ^r fi, 



et, par conséquent, on obtient: 

- <Pxxh
2
y + 20xyhxhy - $yyh

2 g 

S ~$xxh
2

y + 2[<Pxxf!
2 \$yyY

12 \K\ \hy\ - $yyh
2

x ^ 0 sur Q . 

Cette inégalité avec (2.21) fournit (2.9). 
(ii) Si hx — hy = 0, on a (2.9) évidemment. Si hx + 0 ou hy + 0, on pose: 

mx = [h2 + ft2]"1'2 h, , my= - [ h 2 + h2]"1/2 fc, sur Q . 

Par ces égalités, (2.20) et (2.21), on a (2.9). 

Théorème 2. (i) Soit jw, $\ e V x W2'2(.Q) une solution variationnelle du problè
me vérifiant: 

(2.22) max|*| £ * - ^ x ) . 

Alors: 

(2-23) ||w - w||K £ 2IC2I"1 , 

(2-24) 19 - 0\\w2t2 ^ | | C 2 | | - \ 

TOur toutes solutions variationnelles du problème jw, $\ + jw, #/. 
(ii) Le problème possède une solution unique si Vinégalité (2.22) est satisfaite 

pour toute solution variationnelle jw, <PJ e V x W2,2(Q). 

Démonstration, (i) Grâce au Lemme 4.7 dans [1] et par la formule de Green, 
on a: 

(2.25) (Lh, h)v + (C2(h, h),f)w S f [h, h] <f> dx ây . 

Il est facile de voir que: 

(2.26) f [h, h] <P dx dv S max |<f>| ||h||^02,2 . 

Puisque: 

(1 - ex) ||/t||^o2,2 ^ \\h\\V9 

(cf. [4], p. 287), il découle immédiatement de (2.22), (2.25) et (2.26) que: 

(2.27) (Lh, h)v + (C2(h, h),f)w ^ ilhjl2 . 

Les inégalités (1.4) et (2.27) reportées dans (2.7) dorment: 

W - l|c2|| |*||FWIIT+ hlw^o, 
*) Par W2'2(Q) Q C(.Q), on a: <P e C(Q). a est le coefficient de Poisson. 
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et on déduit que: 

«%M|C2 |r et ||g«^«C2||-. 

Grâce à (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14), on conclut (2.23) et (2.24). 
(ii) Soient /w, #/ et /w, $j deux solutions variationnelles du problème satisfaisant 

à (2.22). On a (2.27) et: 

(2.28) (Lh9 h)v + (C2(h9 h)J)w = i||/i||2 . 

Les relations (2A6), (2.27) et (2.28) reportées dans (2.7) donnent: 

2\\h\\ï+\\g\\wï\\h\\2
r. 

On conclut que: 

h = 0 dans V, g = 0 dans W, 

et donc: 
w = w dans V, # = $ dans W2'2(Q), 

par (2.1), (2.2), (2.8) et (2.14). 

3. INTRODUCTION D 'UN PARAMETRE 

Nous nous intéresserons aux équations: 

(3.1) w = Lw + d ( / , w) + A#* dans V, 

(3.2) / = - C 2 ( w , w) dans W, 
où: 

A e <0,1> 
est un paramètre. On désigne: 
(3.3) H = Vx W. 

L'espace H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire: 

(3.4) (jul9 v^ \u29 v2j)H = (ul9 u2)v + (vl9 v2)w , 
et la norme: 

(3.5) IMU'iMy + Mw}112. 

pour tous M, ul9 u2 e V et v, vl9 v2 e W. Il est clair que les équations (3.1) et (3.2) 
sont équivalentes à l'équation: 

(3.6) P,/w,// = /0,0/ dans H, 



où l'opérateur PÀ: H -> H est défini par: 

(3.7) Px\wJ\ = \2w - 2Lw - 2d(f, w) - 2Xq*9f + C2(w, w)\, 

pour tout couple \w,f\ e H. Par définition de la différentielle de Fréchet, on a: 

(3-8) P'x(lw,fl;\h,gl) = 

= \2h - 2Lh - 2Cx(f, h) - 2C1(g, w), g + 2C2(w, h)\, 

(3.9) P%\w,f\; \h, g\, /*, gj) = \-2Cx(g, /,) - 2Cx(g, h), 2C2(h, h)\ , 

grâce à la linéarité de L, la bilinéarité de Ct et C2, pour tous \w, / / , \h, g\ et \h, gj e H. 
Par (4.1) dans [1], (3.4), (1.4) et l'inégalité de Hôlder, on a: 

(Pl(\w,f\;\h,g\,\h,g\),\u,v\)H = 

= -2(C2(h, u), g)w - 2(C2(h, u), g)w + 2(C2(h, h), v)w ^ 

g 2|C2 | {\\h\y \u\\v \\g\w + | | % ||u||F ll^l^ + Ihlv \\&\v \v\w} û 

è?>\C2\\\h,g\\H\\h,g\\\H\\u,v\\H, 

pour tous \w,f\, \h, gj, \h, g\ et \u, v\ e H. On déduit de cette inégalité que: 

i r a * , / / ; /*, 9\, IH, SDU ^ 3||C2|| 1/*, g\\H ||/*, g\\\H , 
et donc: 

(3.10) \\P>Jl\\ = 3||C2|| , 
pour tout couple /w, f\ e H. 

4. PROLONGEMENT CONTINU DE LA SOLUTION 

Dans la suite, on désigne: 
\w(X),f(X)\eH 

une solution de l'équation (3.6) pour X e <0, 1>. Il est clair que /w(0),f(0)/ = /0, 0/ 
et /w(l), f(l)/ est une solution variationnelle excessive du problème. En utilisant 
la méthode de Newton-Kantorovitch (cf. [2]) sur l'équation d'opérateur (3.6), 
on obtient: 

(4.1) /w+ i , /"+v = \w",r\ - [p./w0,/0/]-1 px\w»,r\, 
pour n = 0,1, 2, . . . 

Soit \w(Xl),f(Xi)\ eH une solution connue pour ieN. Nous allons construire 
une solution de l'équation (3.6) pour X = Xi+1, Xi+1 > Xt. On pose: 

AX = Xi+i — Xt. 



Théorème 3. Soit: 

(4.2) /w°,f0/ = /w(A,.),f(A,.)/ dans H, 

et: 

(4.3) AA < {12||C2|| Ug*!^}" 1 . 

Supposons que l'inégalité (2.9)1) ou (2.22) soit vraie pour X = Af. AlOrs, une swile 
{/wrt,frt/} cz H définie par (4.1) converge vers /w(A/+1),f(AJ-+1)/e H. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après (4.1) dans [1], (3.4) et (3.8), on a: 

(4.4) (P'A.\™°,f°\;\h,g\),\h,g\)H = 

= 2||h |£ - 2(Lh, h)K - 2(C2(h, h),f(X))w + \\g\\w, 

pour A = A, +1 et tout jh, g\ e H. Il découle de (2.9) ou (2.22) que: 

(4.5) (Lh, h)v + (C2(h, «),/(A,.)V = 0 • 

(cf. (2.12)) ou: 

(4.6) 2(LA, h)v + 2(C2(h, h),f(X))w û \\h\v , 

(cf. (2.27)), respectivement. L'inégalité (4.5) ou (4.6) reportée dans (4.4) donne: 

(P'x(\W\n,\h,g\),\h,g\)H^\\h\\v+\\g\w, 

et donc: 

(4-7) \\P'l\w\f°\;h,g\)\\H^\\\h,g\\\H, 

par (3.5) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour A = A,-+i et tout jh,gjeH. On 
déduit de (4.7) que: 

(4-8) IIC-'-K/0 /]"1!^-. 

pour A = A/+i- Puisque /w(A/),f(A/)/ e H est une solution de l'équation (3.6): 

PA/w°,J0/ = P,/w(A,),f(A,)/ = /0, 0/ dans H , 

pour A = Xi et donc: 

PA/w°,f0/ = \-2AXq*9 0/ dans H , 

pour A = Xi+u grâce à (3,7). Par (3.5), on a: 

(4.9) | | P > 0 , / ° / | | H = 2AA| |^ | | F , 

pour X = A i+1. Une suite de Newton-Kantorovitch définie par (4.1) converge si 

(cf. [2]): 

(4.io) Itn/w0,/0/]-1! 2||p>°,/°/|U \\P>J\\\ < i . 

pour A = X,+l. Par (3.10), (4.3), (4.8) et (4.9), on a (4-tO). 

*) Pour la condition suffisante, cf. la Remarque 1. 



Remarque 2. On pose: 

At = 0 

Soit l'inégalité (2.9) ou (2.22) est satisfaite pour /w(0),/(0)/ = /0, 0/. Si nous mar
chons par AX, nous allons prolonger continuement de \w(X1),f(X1)l dans \w(XN), 
f(XN)\ = \w(l), / ( ! ) / qui est une solution variationnelle excessive du problème 
(1.1)—(1.7) dans [1]. 

Remarque 3. Dans la pratique, la formule (4.1) n'est pas utilisable, parce que 
l'opérateur P est abstrait. Mais, la formule (4.1) est équivalente à: 

P2(/w0,/0/; /w"+1,/"+1/) = P2(/w0,/0/; /w",/"/) - P2/w»,/»/ 

et grâce à (3.7), (3.8), on obtient: 

(4.11) w"+1 - Lwn+1 - C^f0, w"+1) - C!(j"+1, w°) = 

= -Ct(f°, w") - d( j" , w°) + C.(f, w") + Xq* dans F, 

(4.12) fn+1 + 2C2(w°, w"+1) = 2C2(w°, w") - C2(w", w") dans W. 

En faisant le produit scalaire par tout h e Vdans (4.11) et par tout g e Wdans (4.12), 
on obtient: 

(w"+1, h)v - P(P; w"+1, h) - B(f°; w"+1, h) - B(fn+1; w°, h) = 
/• 

= - B ( / ° ; wn, h) - B(fn; w°, h) + B(/n; w", h) + + A qh dx d.y + Xp(h), 
J« 

pour tout he V, et: 

(Zn+1> gV + 2B(w" + 1; w, g) = 2B(w"; w°, g) - B(w"; w", g) , 

pour tout a e W, grâce à (3.13) — (3.16) dans [1] et par notation dans [1]. 

5. ESTIMATION PAR EXCES DE ||C2 | | 

Soient wativ des éléments de Vet a un élément de @(Q). En appliquant la formule 
de Green et par (3.15) dans [1], on obtient: 

(5.1) (C2(w, w), g)w = B(w; w, g) = [w, w] g dx dy , 
J n 

Par (4.12) dans [1] et l'inégalité de Hôlder, on a: 

(5.2) [w, w] ø dx dy ^ max |g| |[w, w]| dx dy < 



rg max 
ß 

M \ íhx| K\ + V(2) K l V(2) h , | + |wj |w„|} dxdy = 
JQ 

max|a| Qгv||Жo>.> Цwfl^i.i 
ß 

Puisque Q est un ouvert borné de F2, il existe un rectangle: 

R = <a, b> x <c, d> , 

tel que: 

£ c R. 

On définit une fonction g sur R par: 

y) sur .Q 
sur K — Q . 

On a: 
g(tf, y) = g(x, c) = 0 , 

et: 

(5-3) * (*, у) = { ^ ' 

gxy dx dy = Ű(X, >>) , 

pour tout (x, y) G K. En utilisant l'inégalité de Hôlder, on obtient: 
*y rb fd 

\g(x, y)\ = f f )gxy\ dx dy = f f | ^ , | dx dy ^ 
J a J c J a J c 

( fb fd }1/2 r /•& S{J>'>'H íl 
>d 1 1/2 

dx d>! 

i.e.: 

(5-4) |g(x, y)\ = M 1 ' 2 1 f ( ^ ) 2 dx dj,V/2 , 

pour tout (x, j>) e R, où: 

(5.5) M = (b- a)(d- c). 

On déduit de (5.3) et (5.4) que: 

|a(x,3;)| = M1/2|f(^)2dxdj;V/2, 

et donc: 

(5.6) max|fl|^y/2||a|h 

Par (5.1), (5.2) et (5.6), on a: 
/MX1'2 

(5.7) (C2(w, w), g)w = ( — \ \\w\\Wo2,2 \\w\\Wo2,2 \\g\\w. 



La densité de @(Q) dans l'espace Wl'2(Q), implique que (5.7) est satisfaite pour 

tout g e WQ'2(Q). On pose: 

(5.8) g = C2(w, w). 

Il découle de (5.7) que: 

/ M \ 1 / 2 

(5.9) ||C2(w, w)\\w = ( —} |!w||^o2,2 |w||^02,2. 
2t 

Pusique: 

(1 - o) ||w||^02,2 = | |w | | 2 , 

(cf. [4]), on déduit de (5.9) que: 

|c2(w,w)M(|)1/2(i-<xr 
pour touš w, w e V. Par définition, on a: 

IN|S(f)"V«)-, 
avec (5.5). 
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S ú h r n 

ROVNICE VON KÁRMÁNA 

II. APROXIMACI A RIEŠENIA 

JULIUS ClBULA 

V článku sú uvedené postačujúce podmienky pre lokálnu a globálnu jednoznačnost' 

riešenia úlohy. Variačné riešenie úlohy je konstruované Newton-Kantorovičovou 

metodou a metodou spojitého predlžovania riešenia pri uvedených postačujúcich 

podmienkach. 
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