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UBER DIE KONVERGENZ EINES SYMMETRISCHEN
ITERATIONSVERFAHREN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER
(Angegangen am 12, 12. 1987)
Zusammenfassung. In der Arbeit wird ein gewisses dreiparametriges symmetrisches Iterations-
verfahren fiir die Losung des linearen Gleichungssystems der Form x = Bx -+ b mit einer
schwach zweizyklischen Matrix B untersucht. Die Arbeit befasst sich mit der Konvergenzopti-

mierung dieses Iterationsverfahrens in zwei Féllen, die sich durch die Wahl der Parameter unter-
scheiden.
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Die Arbeit befasst sich mit einer gewissen Variante des, in der Arbeit [2] definierten
Iterationsverfahrens fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems der Form

(1) x=Bx+b,
WO
0, U
@ 2=(20)
. eine schwach zweizyklische Blockmatrix mit quadratischen Diagonalblécken ist;

I — B ist dabei eine nichtsinguldre Matrix. Ahnlicherweise, wie in der Arbeit [2],
definieren wir das Iterationsverfahren durch die Beziehungen

(3) Xy1 = Sy, aa, ) x, + Loy, o3, B) by + by, 5 \
dabei sind o, =+ 0, @, + 0, § drei reelle Parameter und es gilt
(4) S(ab 02, ﬂ) = L(ala aZ’ ﬁ) U(ab aly ﬁ) >
_foqd, O -1 (oc1 -1NI,U
(5) L(Olu 02 .B) = (BL; oc21> ((ﬂ + 1) L, (“z _ 1)1 s

_(oul, O -1
b= <BL, oc21> b,
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(6) Ulay, o3, ) = (oczl, /3U>“1 ((azz -1, (B +1) U) ,

0, ol L, (ay — DI
_ (ad, BU\T!
by = (0’ aII) b
Aus (3), (4), (5), (6) folgt, dass man die Iterationsformel auch in der Form
Xy+1/2 = U(“u %2, .B) x, + by,

Xyy1 = L(“x, “z,ﬂ) Xy41/2 + b,

schreiben kann. Der Unterscheid zwischen dieser Methode und der Methode von
der Arbeit [2] liegt in der abweichenden Definition der Matrix U(x,, o, ) und
des Vektors by, wo die Parameter o, o, gegenseitig umgetauscht sind.

Es ist klar, dass das System (1) mit dem System

x = S(oty, 00, B)  x + Loy, &z, B) by + by,

genau dann #quivalent ist, wenn die Matrix I — S(«,, «, B) nichtsingulir ist. Es
gilt dabei folgender Hilfssatz.

Hilfssatz. Die Matrix I — S(«y, oy, B) ist genau dann nichtsinguldr, wenn die
Matrix \

((oz1+oc2—1)1, B+1)U )

B+1)L, (g + 0y — 1)1
nichtsinguldr ist.

Der Beweis des Hilfssatzes folgt sofort aus der Tatsache, dass die Matrix
I — S(oy, &5, B) in der Form

ad, O\ f(ay + 0 — 1)L, (B+ 1)U ayI, BU\™!
BL, a,I B+ 1)L, (g + 0, — 1)I)\O, oI)
I, -U
\N-L, I
geschrieben werden kann und die Matrizen

o, O a,l, pU I, -U\ I_B
BL, a,I)’ \O, o)’ \-L, 1)
nach der Voraussetzung nichtsinguldr sind.
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Man fihrte jetzt folgende Bezeichnungen ein:

a =B+ oy + ) — ayu,(L + B),
b =oy(e; — 1) (B + oy + a3),
(7 ¢ = 2da) — ajay(oy — 1) (ap — 1),
d= =B+ ay+ ay),
e =ao, — 1)(B + o + ay),
f=0B+a)B+ o+ a) — ol + p).

Die Beziehung zwischen den Eigenwerten A der Matrix S(o,, o5, §) und den
Eigenwerten u der Jacobi-Matrix B beschreibt der folgende Satz.

Satz 1. I. Es sei A ein Eigenwert der Matrix S(aty, &, B) und die Zahl i =+ 0 geniige
der Gleichung

(8) (ap® — c)(fu* — ¢) — bp*(dp®> + €)= 0.

Fiir jeden Eigenwert p;, i = 1,...,n der Matrix B gelte die Beziehung c* #
+ ppiaios(1 + ). Dann ist die Zahl p ein Eigenwert der Matrix B.

I1. A. Es seien p ein Eigenwert der Matrix B und 1 eine Wurzel der Gleichung (8).
Dann ist 1 ein Eigenwert der Matrix S(oy, oy, B).

Bemerkung. Im Fall, dass B einen Eigenwert g = 0 besitzt (d.h. B singular ist),
ist die Gleichung (8) der Form ¢* = 0, so dass die Zahl A = (1 — 1/a;) (1 — 1/a,)
ein Eigenwert der Matrix S(oy, o,, f) ist.

Der Beweis der Satzes 1 lauft dhnlicherweise wie der Beweis des Satzes 1 aus
der Arbeit [2].

Angesichts dessen, dass B eine schwach zweizyklische Matrix ist, kann man den
folgenden, die Beziehung zwischen Eigenwerten der Matrix S(ay, o5, B) und Eigen-
werten u® der Matrix B? beschreibenden, Satz beweisen.

Satz 2. 1. Es sei die Zahl p? ein Eigenwert der Matrix B*. Dann ist jede, der Zahl
u? entsprechende Wurzel A der Gleichung (8), ein Eigenwert der Matrix S(a, %5, f).
II. Es sei ) ein Eigenwert der Matrix S(uy, o,, f). Dann ist mindesiens eine
von den, der Gleichung (8) entsprech enden Zahlen y?, ein Eigenwert der Matrix B>.

Der Beweis dieses Satzes kann analogisch, wie der Beweis des Satzes 2 aus der
Arbeit [2] durchgefiihrt werden.

In folgendem Teil dieser Arbeit befassen wir uns mit der optimalen Wahl der
Parameter. Wir setzen dabei speziell voraus, dass fiir die Eigenwerte der Matrix B?
die Ungleichungen

0<m?=ming? < u? Smaxpl=M?*<1

i
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gelten und dass fiir den Parameter § die Gleichheit § = —1 gilt. Wegen der Regulari-
tat der Matrix I — S(cxl, oy, ﬂ) muss man voraussetzen, dass o; + o, — 1 % O ist.
Es gilt dann folgender Satz.

Satz 3. Es sei § = —1, o) sei eine beliebige Zahl mit

of #(1+ (1 —=M?»))2, of 0, of +1

und es sei

) oy = (o = (1 + 1 = M)[[2e] — {1 + (1 - M?))].
Dann ist .

(10) [gyi;:]a(s(an o, —1)) = o(S(at, 03, 1)) =

=[1 -V =M1+ (1 - M}].

Beweis. Aus den Sitzen 1 und 2 folgt, dass jedem Eigenwert A der Matrix
S(ay, &y, B) ein gewisser Eigenwert u? der Matrix B> entspricht (dieses gilt auch
in der umgekehrten Richtung), wobei zwischen den Zahlen A und u? die Beziehung (8)
besteht. Im Folgenden werden wir also die, den Eigenwerten pu? der Matrix B2
entsprechende Wurzeln A der Gleichung (8), untersuchen.

Die Gleichung (8) stellt eine quadratische Gleichung fiir A dar, die im Allgemeinen
zwei Wurzeln
(11) A12(B?) = {(B + oy + #3)? 1 = 20,0,(1 + B) p* +

+ 20505 (ay — 1) (2 — 1) £ /D(p?)}[2aa3
wo
(1) DG =+ + )l
AB + ay + ay)? = doyon(1 + B) P + dogoy(ay — 1) (o — 1)}
besitzt. Fiir § = —1 folgt aus (11) und (12)
(13) A2(1?) = {(oy + oy — 1)? p® + 20y05(0ty — 1) (; — 1) %
+ /D(u?)} [20303
wo
(14) D(p?) = (o + oy — D)* u* + 4p?(ory + oy — 1) agory(oy — 1) (2 — 1)
ist.
Es sei0 < p® < 1 und es sei D(u?) < 0. Die Gleichung (8) hat dann zwei komplex

konjugierte Wurzeln, bzw. eine zweifache reelle Wurzel. Aus (13) und (14) folgt,
dass

(15) M) = (1 = 1]oy)? (1 = 1)

unabhingig von p? gilt.
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In der Ebene a,, o, suchen wir jetzt einen Bereich Q(u?), wo D(p?) < 0 gilt.
Die Grenze dieses Bereiches ist die Kurve deren Gleichung D(u?) = 0 ist.
Nach (14) ist also

(g + o — 1)? i + doyoy(oy — 1) (2, — 1) = 0
und nach einer Berechnung ergibt sich fiir «, die quadratische Gleichung
a3l p® + doy(oy — 1)] + 20a[u2(ey — 1) — 2a4(y — )] +
+ @y, — 12 =0
mit den Wurzeln
(16) o5V (w?) = [=(e = 1) (1 — 2ay) + 2oty = 1] Jar,| (1 = )] :
([p? + oy (o — 1)],
o () = [= (e = 1) (1 = 2a0) = 2oty = 1 [ora] (1 = )] :
[w? + doy(ay, — 1)].
Aus (16) folgt nach einer Umformung
bt 2y 2 (= D+ (=) ir o und o
(W) = o Ji ) o SOunda =,
o = = D= =) o
(17) () = 2 — (= I ) fir 0<a, <
<31-J@—=4Y)) und (1 -JLl-p}))<a, =1,
) (u?) = (0 = 1) (1 = J(1 = %) Nr o
) 2“1_(1_\/(1_#2)) fi 1
N R VR (% R
“ W) = 20, — (1 + (1 = 1)) w05 a<
<31+ J@ =4¥)) und H1+J(1 = p?)) <
Definiere man die Funktionen a$"(u?), o5?(1?) wie folgt:
aD(12) = (@ =1+ J(1 =)
18) R e e PN ()
aD(y?) = (0 = 1) (1 = /(1 - #?)
Rl vy

Der Graph der Funktion a$"(u?), bzw. of?(u?) ist in Abb. 1 mit einer starken,
bzw. feinen Linie gekennzeichnet. Die Graphe beider Funktionen gehen fiir jede
Zahl p? durch die Punkte [0, 1] und [1, 0]. Der Graph der Funktion a$"(u?), bzw.

<Ounda; =1,

IIA

fir o, + 31 + /(1 — 1?)),

fir o, + 31 —/(1 — p?)).
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o2(u?) hat die senkrechte Asymptote a; = H(1 + /(1 — u?)) bzw. o, = I(1 -
— /(1 — p?)) und die waagrechte Asymptote a, = 4(1 + /(1 — 4?)) bzw. a, =
= }(1 = /(1 — #*)). Der Bereich Q(u?) ist in Abb. 1 schraffiert.

o, /
s Iy
WA

4

Ay

I
4Z ;
1

Abb. 1.

Es sei jetzt m* < p?> £ M? und D(M?) < 0. Dann kann man leicht beweisen,
dass D(m?) < D(¢*) < D(M?) gilt und dass offensichtlich

Q(M?) = Q(p?) = Q(m?)

ist. Der Beweis besteht aus einigen Teilen.

a) Es sei [0, a,] € Q(M?) und man suche die Zahl min max  |A(u?)|
fiir m? < u? < M2 Esist [a1,221eQ(M?) m?<p?s M2
2\[2 ) 2 2
(19) PGl _ o LA Iy PR 2oy — 1) (o — 1)?[aies ,
aocl 50(1 oy 2]

o) _9 [(1 — —1—>Z<1 - i>2] =20ty — 1) (ay — 1)faja3 .
oo, 0oy 0y o,

Aus Abb. Listklar, dass der Bereich Q(M?) aus vier, in den Intervallen I, = (1, o0) x
x (0,1), I,,=(0,1) x (1, ), I; = (=0, 0) x (0,1), I, = (0,1) x (—oo, 1) lie-
genden Teilen, besteht. Aus dem Vorzeichen des Ableitungen (19) in den einzelnen
Intervallen folgt, ddss der Minimalwert des Ausdruckes |4(u*)|*> an der Grenzlinie
a$V(M?) des Bereiches Q(M?) liegen muss. (Die Punkte [o,a,] = [0, 1] und
[o, @] = [1,0] and der Linie «”(M?) kommen als Parameterwerte nicht in
. Betracht, da sonst nach dem bewiesenen Hilfssatz angesichts f = —1 die Matrix
I — S(y, oy, B) singuldr wire.)
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Durch Einsetzung in (15) kann man leicht feststellen, dass fiir die Punkte der
Linie o§"(M?) mit a;, # 0, a; % 3(1 + /(1 — M?)), «; + 1, der Ausdruck [A(z?)]?
einen konstanten, von u? nicht abhiingigen, Wert hat und es gilt

)P =1 = (= M)P[1 + 1 - M),
so dass

min max |A(y?)] = min [A(u?)] =
[01,021eQ(M2) m2Su2< M2 o a2leQ(M2)

- (- M+ (1 )
fiir einen beliebigen Parameterwert oy mit Ausnahme ay = 0, o, = 3(1 + /(1 — M?)),
a0y =1 und o, = (a; — 1) (1 + /(1 = M?))/[22, — (1 + /(1 — M?))] gilt (siche
)

b) Es sei [ay, o] ¢ Q(M?) und [ay,a,]e 11 ul,ul;ul,. Man untersuche
zuerst den Fall, wenn [a;, a,] €I, und o, > of”?(M?) gilt. Man kann leicht fest-
stellen, dass eine solche Zahl p? (0 < u* < M?) existiert, fiir die a, = a$"(1?) gilt.
An der Linie a5"(4?) sind dann die, der Zahl M? entsprechende Wurzeln der Glei-
chung (8), reell. Aus (13) und (14) folgt fiir die Wurzel mit dem Vorzeichen (+) und
fiir «, = a5"(u?) die Beziehung ,

A08) = 4% — 2+ 20 — A1 — (1 - ) >
> 1 = (1 = ML+ (1 = M. |

Man untersuche den Fall, wenn [o;, o, ] € I; und a, < o5”(M?) gilt. Dann existiert
soeine Zahl p? (0 < p* < M?), dass a, = o3 (u?) ist. Fiir die Wurzel A(M?) der
Gleichung (8) mit dem Vorzeichen (+) und fiir «, = a$*(¢?) gilt dann

AM?) = [2M? — p? + 2J/(M* = M*2)][(1 = (1 = u?)* >

> [2M7 = 2 2 (U = M1+ (L - ) >

> [1 = (=M1 + (1 - M?)]. |
_ Analogisch kann man beweisen, dass auch fiir die Bereiche I, — QM?), 1, —
C— Q(M?), 1, — Q(M?) eine solche reelle Wurzel der Gleichung (8) existiert, die fiir
alle Punkte dieser Bereiche grosser als [1 — /(1 — M?)]/[1 + /(1 — M?)] ist.

Dadurch ist bewiesen, dass im Bereich Q, U Q, U Q; U Q, der Spektralradius
der Matrix S(ay, &, —1) and der Linie a, = a$”(M?) seinen Minimalwert

- J = M3»][1+ /(1 - M?)] annimmt.

c) Wir beweisen jetzt, dass in den Intervallem Iy = (1, ) x (1, ), I =
=(=0,0) x (1, 0), I; =(-00,0)x (—00,0). Iy =(1,©)x (-0,0), I,=
=(0,1) x (0,1) (siche Abb. 1) die Ungleichungen 1,(M?) = M? >
> [1 - /(1 = MH][1 + (@ — M?)] gelten. Wir beweisen zuerst leicht, dass

9
A = 1fo; + 1)a, — 1jay0, < 1 fiir jeden Punkt [0y, 2, ] € U I; gilt. Es sei [y, a,] €
j=5s

els. Wenn 4 = 1, d.h. 1)e; + 1o, — 1foj0, = 1 gelte, wiire angesichts o« + o, —
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— 12 a0, a0 >0 und ay(l — o) 21— o, a0, <1, was ein Widerspruch
ist. Ahnlicherweise kann man den Beweis in den Intervallen Ig bis I, durchfiihren.
Man schreibe jetzt die Wurzel A,(M?) in der Form

M(M?) =14°M* + 1 — 4 + \/(lA‘*M“ — M2A4% + M?4%).

Wir beweisen, dass fiir jeden Punkt [ay, o,] € U I; die Ungleichung 4,(M?) 2 M?,
d.h. die Ungleichung

(20) JEAM* — M?A® + M?4%) = —14°M* + 4 — (1 — M?)
gilt. Es ist leicht zu beweisen, dass folgende Ungleichungen gelten:
—34°M> + A — (1 = M?*) <0 fir
A< [1 = J(1-2M*(1 — M?))]/M?
—3AM* + A-(1-M*)>0 fir [1-/(1-2M*1-M?)]:
M*< A<,
(21) (1 —M>»/(1 + M) <[t - /1 -2M*(1 — M?))]/M?.
Fiir 4 < [1 — /(1 — 2M*(1 — M?))]/M? ist also die rechte Seite der Ungleichung
(20) nichtpositiv, so dass die Ungleichung gilt. Fiir [1 — /(1 — 2M?(1 — M?))]/M*<
< A < 1ist die rechte Seite der Ungleichung (20) positiv und nach der Umformung
bekommt man aus (20) die Ungleichung
1-M)(1+M)< A,

die mit Riicksicht auf die Ungleichung (21) gilt.

d) Es bleibt die Punkte an den Grenzgeraden der Gebieten I, bis Iy, d.h. an den
Geraden oy =0, a; =1, a; =0, a; = 1 zu untersuchen. Die Geraden o, = 0,
@, = 0 kommen nicht in Betracht, da nach der Voraussetzung &, + 0 und o, % 0 ist.
Wenn ferner z. B. a; = 1 ist, folgt nach (13) und (14) fiir die Wurzel mit dem Vor-
zeichen (+) und fiir u*> = M?> die Bezichung A(M?) = M* > [1 — (1 — M?)]:

:[1 + /(1 = M?)]. Der Fall o, = 1 kann dhnlich behandelt werden.

Wenn die Matrix B singuldr ist, d.h. wenn u = 0 ist, folgt aus (13) und (14)
H0) = (L = 1Jay) (L — 1/ar), so dass im Punkt [af, 23] (siehe (9)) A(0) =
= —[1 -1 =M1+ J1 = M?)] gilt.

Dadurch ist der Satz 3 bewiesen.

Jetzt wenden wir uns zu dem Fall, wenn B = —(x; + a,) gilt. Es gilt folgender
Satz:

Satzd4. Es sei B+ —1, = —(oy + ;). Dann gilt fiir jedes Paar von Para-
metern o, o5

(22) W+ 1—m?+M?), of £0, af 1,
2= (= 1) (2= mt — M2 — (2~ = 23]
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die Beziehung
(23) min o(S(x, 2, — (2 + @) = e(S(#, a2, —(o + 03))) =

[o1,22]

= (M? — m?)|2 — m? — M?).

Beweis. Es folgt aus den Beziehungen (11), (12) und B - —(oy + a,), dass fiir
jede u? D(p?) = 0ist, so dass nur reelle Wurzeln der Gleichung (8) der Form

(24) Mp?) = {=2ay0,(1 — oy — o) p? + 205005 (0t; — 1) (2, — 1)} /20202

existieren.
Bezeichnet man wieder A = 1fa; + 1Jo; — 1/oaya,, bekommt man nach der
Umformung der letzten Beziehung

(29) Mp?) =1 = AL = p?).
Angesichts der Tatsache, dass fiir [oy,0,] €1, j=5,6,7,8,9, 4 <1ist, gilt
AM?) =1 — A1 — M?) > M? > (M* — m?)[[2 — (m* + M?)].

Man untersuche jetzt die Punkte [y, o] €1, j = 1,2, 3, 4. Hier gilt die Un-
gleichung 4 < 1, wovon man leicht beweisen kann, dass fiir 0 < puj < p? die
Ungleichungen A(uf) < A(3), A(M?) > 0 gelten. Es ist klar, dass der Ausdruck
|A(#?)| angesichts o, o, seinen Minimalwert im Punkt [«f, )] annimmt, in dem

—1+A(1—m2)=1—A(1—M2)
gilt, wovon nach einer Umformung
(26) = (ot — 1) (2 = m? — M))[[22; — (2 — m* — M?)]

folgt. Fir ay = 1 — 4(m* + M?) existiert die entsprechende Zahl o, nicht. Fiir
a; # 1 — ¥(m® + M?) bekommt man also infolge (26), (24) nach einer Umformung
die Beziehung

0 < AM?) = (M* — m?)|(2 — m* — M?)
(siehe (23)).

Es bleibt die Grenzpunkte der Bereiche I,,...,I5, d. h. die Geraden a; = 0,
o, = 0,0, = 1, , = 1 zu untersuchen. Die Geraden «; = 0, , = 0 kommen nach
der Voraussetzung nicht in Betracht. Im Falle «, = 1, bzw. a, = 1 folgt aus (24)
fir 4> = M? die Beziehung A(M?) = M? > (M? — m?)[(2 — m* — M?).

Dadurch ist der Satz 4 bewiesen.

Zum Schluss kann man die optimale Spektralradien der Matrix S(ay, ay, f) fiir
B = —1und fir B = —(a; + ;) * 1 vergleichen. Es gilt

0<(M? = m?))(2—m? = M) < [1 = (1 = MYJI[1 + (1 = M?)]
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fir 1 — /(1 — M?) £ m? und
[ = (= MY+ (L = M) < (M2 = m2)J(2 = m® — M?) <
< M?

fir m* <1 — /(1 — M?).
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Souhrn
O KONVERGENCI JISTE SYMETRICKE ITERACNI METODY
PRO SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC
MIROSLAV SISLER ‘
V préci je studovéna jistd symetricka iterani metoda pro YeSeni soustavy rovnic tvaru x =

= Bx -+ b, kde B je slab& dvojcyklicka matice, zavisla na tfech parametrech. Je zkouména opti-
malni konvergence této metody ve dvou ptipadech, liSicich se volbou parametri.
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