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Ü B E R D I E K O N V E R G E N Z D E R ORTHOGONAL-
P O L Y N O M R E I H E E I N E R F U N K T I O N MIT 

B E S C H R Ä N K T E R VARIATION. 

GEZA F R E U D , B U D A P E S T 

: Eingegangen am 27. März 1965 

Nach dem bekannten Dirichlet-Jordanschen Satze ist die Fouriersche 
Reihe einer Funktion mit beschänkter Variation in jedem Punkte 
konvergent, und die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Teil eines 
offenen Stetigkeitsintervalles der Funktion gleichmäßig. Die erste Über
tragung dieses Satzes auf Orthogonalpolynomreihen rührt von J. P. 
N a t a n s o n [5] her. Sein Ergebnis lautet wie folgt: 

Es sei weL[—1, +1] 

(1) 0 ^ w(x) < —-^~ 1 < x < 1, 
j / l - * 2 

die zur Gewichtsfunktion w(x) gehörende normierten Orthogonalpoly
nome seienpn(w; x) (n = 0, 1, 2, . . . ) . Dann konvergiert die Orthogonal-
polynomentwickelung 

+ 1 

(2) f(x) ~ 2 h(f) Pk(w'> XY> ck(f) = / f(x)Pk(w'> x) w(x) dx 

~ l 
einer Funktion f(x) mit beschränkter Variation in [—-1, -f-1] fast überall 
in [—1, +1] gegen f(x). Später zeigte P. L. Uljanoff [6], daß unter 
den erwähnten Voraussetzungen die Reihe (2) sogar bei jeder Umordnung 
der Glieder fast überall konvergiert. Das Problem der gleichmäßigen 
Konvergenz wurde vom Verfasser schon einmal in seiner Arbeit [4] 
behandelt. Es wurde gezeigt, daß die Reihe (2) in jedem abgeschlossenen 
Teil eines offenen Stetigkeitsintervalles der Funktion mit beschränkter 
Variations f(x) gleichmäßig gegen f(x) konvergiert, falls 

(*) w(x) ^ cx(l — x2)^ 

und 
\pn(w;x)\ g c 3 ( l - ^ 

für passende positive Zahlen ct (i == 1, 2, 3, 4) befriedigt ist. 
Obwohl Bedingung (*) für die normierten Jacobischen Polynome 

befriedigt ist, und nach einer Vermutung von V. A. Stekloff eine 
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Konsequenz von w(x) 2: m > 0 (—1 ^ # § 1) sein sollte, scheint diese 
Bedingung — wenigstens solange die Stekloffsche Vermutung nicht 
geklärt ist — recht einschränkend. Ziel vorliegender Arbeit ist, einen 
Satz zu beweisen, welches die Anwendbarkeit des Dirichlet- Jordansehen 
Kriteriums sichert, ohne dabei irgendeine Abschätzung der einzelnen 
normierten Orthogonalpolynome vorauszusetzen. 

Satz: Es sei w e L[—1, +1] , es sei (1) befriedigt, und es sei für ein 
tti,*dc(-l,+l) 

(3) 0 < m S w(%) för fx £ x S fa-

Ist dann die in [—1, +1] definierte Funktion fQ(x) von beschränkter 
Schwankung und ist sie stetig im offenen Intervall (t-x, £2), dann ist die 
Orthogonalentwicklung (2) von f(x) in jedem abgeschlossenen Teilintervall 
von-.(£l9 | 2 ) gleichmäßig konvergent gegen f(x). 

Wir wollen vor dem Beweis dieses Satzes einige Hilfssätze einschieben: 
A. Es sei 

und 

dann ist 

g( ) = /(coв ) ~ -Ҙ- + ^ a t ooвШ, 

(max / | g( + h) - g( ) |« d )г = afitø, ô), 
| A | è ð - n 

w z-w-^Si-^M^ЮГ 
k=n fc=-n 

Das folgt aus der Zusammensetzung zweier Ungleichungen von 
J . Alexi t s [1] und [2]. 

B. Ist f(x) stetig und von beschränkter Variation V in [—1, + 1 ] , 
dann ist auch g(0) = /(cos 0) in [—jr, JZ], stetig und von beschränkter 
Variation V, es ist also (vgl. A. Zygmund [7], Bd. I, S. 242) für 

| Ä | < i 
n 

. n n—1 n 

j I g(& + *) - giß) |2 ̂  - J j\g(9+\k + 1] h) - g(0 + 
&--0 - « 

теn—1 

-4- ÄÄ) |- d й — max | g( + h) - gr( ) | Г Y | g-ţø + [jfe + -]*) 
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- g(0 + hh) | d<9 < ̂ - max | g(& + h) - g(0) | = 0 {-) , 
n i \ n I 

1 ' n 

also ist unter den erwähnten Voraussetzungen 

<5) ™ < ? K H ( F ) 
C. Aus (3) folgt 

n 

<6) 2-?l(^«) = 0(w)f1 < * < f2 
k=o 

und diese Abschätzung ist in jedem abgeschlossenen Teil des offenen 
Intervalls (fj, £2) gleichmäßig. 

Aus (1) und (3) folgt, daß die Fejerschen Summen an(f;x) von (2) 
gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Teil des offenen Intervalls 
(£i> £2) gleichmäßig gegen f(x) konvergieren (G. F r e u d [3]). 

Es sei f0(x) die Funktion, welche die Bedingungen unseres Satzes 
befriedigt, und es sei 

/(*) = 

Dann strebt die Differenz 

/0(fx) für X < fx 

f0(x) füг fx й x й fг 

/0(f.) für x è f, 

n—1 n—1 

2 ^(/o) Pk(w>x) - 2 c*tf) Pt(w'>x) 
&=0 &=-0 

gleichmäßig bezüglich x in jedem echten Teilintervall von (fx, | 2 ) gegen 
Null (G. F r e u d [4]). Es genügt also, die Teilsummen von f(x) zu 
untersuchen. 

Beweis des Satzes: Es sei | x < £' < £" < f2. Nach C. konvergieren 
die de la Vallee Poussiii-schen Summen 

Vn(f;x) = 2a2n(f;x)-an(f;x) = 

n - l In— 1 

£ -*(/) P..(w. *) + 3 ]£ (l - -^-) ck(f) pk(w; x). 
fc=-n /fc-»n 

tegenf(x). 
Es genügt also zu zeigen, daß die zweite Summe rechts gleichmäßig 

k=n /fc-»n 

gleichmäßig gegen f(x) 
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in [£', f"] gegen Null strebt . Nun ist, unter Beachtung von (4), (5) und (6) 

oo 2n—1 

12 (1 ~ i ) c*(/) Mw] x) | - ü ' c*(/)''̂  x)'§ 
&=n L*=n 

-, /2n—1 2n—1 -, / oo 2n—1 

= 1/ 2 c*^ 2 P>;XÎ = ľ 2 c*tf> 2 &»;*) ѓ 

f k=n k=n f, k=n k—Q 

ѓ ]/Ш~ o>W (g; -Ц l / Ş * PÎ(w;x) =0 U=-\ ]/Õ&) -* 0 

W. z. b. w. 
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