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UBER DIE KONVERGENZ DER ORTHOGONAL-
POLYNOMREIHE EINER FUNKTION MIT
BESCHRANKTER VARIATION.

G¥za FrREUD, BUDAPEST

Eingegangen am 27, Marz 1965

Nach dem bekannten Dirichlet-Jordanschen Satze ist die Fouriersche
Reihe einer Funktion mit beschiankter Variation in jedem Punkte
konvergent, und die Konvergenz ist in jedem abgeschlossenen Teil eines
offenen Stetigkeitsintervalles der Funktion gleichméBig. Die erste Uber-
tragung dieses Satzes auf Orthogonalpolynomreihen riihrt von'J. P.
Natanson [5] her. Sein Ergebnis lautet wie folgt:

Es sei'we L[—1, +1]

W——— —l<x<l,
Vl — x?
die zur Gewichtsfunktion w(x) gehorende normierten Orthogonalpoly-

nome seien p,(w; z) (n = 0, 1, 2, ...). Dann konvergiert die Orthogonal-
polynomentwickelung

+1
@ @~ Sahpesns ol = [ f@ pws 2) we de

) 05 we) <

einer Funktion f(x) mit beschrankter Variation in [—1, 1] fast iiberall
in [—1, +1] gegen f(x). Spater zeigte P. L. Uljanoff [6], daBl unter
den erwihnten Voraussetzungen die Reihe (2) sogar bei jeder Umordnung
der Glieder fast iiberall konvergiert. Das Problem der gleichmiBigen
Konvergenz wurde vom Verfasser schon einmal in seiner Arbeit [4]
behandelt. Es wurde gezeigt, daB die Reihe (2) in jedem abgeschlossenen
Teil eines offenen Stetigkeitsintervalles der Funktion mit beschrinkter
Variations f(x) gleichmiBig gegen f(x) konvergiert, falls

*) w(x) = ¢yl — 2?0
und :
[ Pp(w; ) | = cy(1 — a?)~%

fiir passende positive Zahlen ¢, (i = 1, 2, 3, 4) befriedigt ist.

Obwohl Bedingung (*) fiir die normierten Jacobischen Polynome
befriedigt ist, und nach einer Vermutung von V. A. Stekloff eine
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Konsequenz von w(z) =2 m > 0 (—1 < x £ 1) sein sollte, scheint diese
Bedingung — wenigstens solange die Stekloffsche Vermutung nicht
geklart ist — recht einschrdnkend. Ziel vorliegender Arbeit ist, einen
. Batz zu beweisen, welches die Anwendbarkeit des Dirichlet-Jordanschen
Kriteriums sichert, ohne dabei irgendeine Abschidtzung der einzelnen
normierten Orthogonalpolynome vorauszusetzen.

Satz: Es set we L[—1, +1], es ser (1) befriedigt, und es sei fir ein
[51, 62] < (—’ls +1)

3) 0<mguw@ fir E<z<b,

Ist dann die in [—1, +1] definierte Funktion fo(x) von beschrin kter
Schwankung wnd ist sie stetig im offenen Intervall (&, &,), dann ist die
Orthogonalentwicklung (2) von f(x) in jedem abgeschlossenen Teilintervall
~von (&, &,) gleichmifig konvergent gegen f(x).

- Wir wollen vor dem Beweis dieses Satzes einige Hilfssétze einschieben:
A. Es sei

9(0) = f (c0s ) ~ > + Z a cos kO,

und

(max [ |g(@ + k) — g(O) 2 dO) = wi(g, J),
lhl 20 —n : ]

b))
2 a n
Das folgt aus der Zusammensetzung zweier Ungleichungen von
J. Alexits [1] und [2].

B. Ist f(x) stetig und von beschriankter Variation V in [—1, 41],
dann ist auch g(®) = f(cos @) in [—=x, &), stetig und von beschrankter
Variation V, es‘ist also (vgl. A. Zygmund [7], Bd. I, S. 242) fiir

Bl s

dann ist

@) i gg}Zﬁ

k=n =N

IIA

f!y(@+h)’g(@)lz<~z flg(9+[k+1]h)—g(@+
k=0 —mx
ntn—1
: + kh) 2d6O < <-— max |g(9+h)—g(6)[f Zlg(@+[k+1]h),_
" s 5 Jar

[
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2nV 1
— 0@+ )[40 = 277 max 1900 + 1) —g(0)| =0 (%),
bl — ‘

also ist unter den erwihnten Voraussetzungen

ot -ol)

C. Aus (3) folgt

Eod
I%E
<

(6) PE(w,2) =0(n) & <z < &

und diese Abschitzung ist in jedem abgeschlossenen Teil des offenen
Intervalls (&, £,) gleichmaBig.

Aus (1) und (3) folgt, daB die Fejérschen Summen ¢,(f;z) von (2)
gleichméfig in jedem abgeschlossenen Teil des offenen Intervalls
(&1, &,) gleiehmaBig gegen f(x) konvergieren (G. Freud [3]).

Es sei fy(x) die Funktion, welche die Bedingungen unseres Satzes ‘
befriedigt, und es sei :

v Sfo(&y) fir x < &
f(x) = fo(x) fiir 51 fx=2é,
fo(&s) fiir z = &,

Dann strebt die Differenz

n—1 n—1

> cul(fo) pe(w; @) — 2 () pip(w; )
k=0 k=0

gleichmiBig beziiglich z in jedem echten Teilintervall von {£,, &,) gegen
Null (G. Freud [4]). Es geniigt also, die Teilsummen von f(z) zu
untersuchen.

Beweis des Satzes: Es sei & < &' < &” < §&,. Nach C. konvergieren
die de la Vallée Poussin-schen Summen . :

Valf; ) = 205,(f; 2) — 0,(f; 2) =

n—1 2n—1
~2%mmww+22( )%mmww
k=n k=n ‘

gleichméBig gegen f(x).
Es geniigt also zu zeigen, daBl die zweite Summe rechts gleichmaBig
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in [£’, £”] gegen Null strebt. Nun ist, unter Beachtung von (4), (5) und (6)

2n—1
ZIclfMp,lwx)l

2n—1 2n—1 2n—1

2 G@h 3 piwiz) Z A 3 Ao <

< VW o (i) ]/2"211%(@0 ) =0 (=) Vom0

W.z. b.w.

'2 1 ———) o) palws )| <
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