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LES DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 
DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION 

(pi/Y + qy = 0 

PAR MiLoâ R Â B , BRNO 

Présenté le 13 décembre 1965 

Dans un travail récent [9] j'ai déduit des formules asymptotiques 
concernant les solutions de l'équation 

y" + q{x)y - 0. 

Il s'agissait des formules de la forme 

y = <p{x){[cv + ex(x)] U[0(x)] + [c2 + e2(x)] V[0(x)]} 

où U, V forment un système fondamental des solutions de l'équation 

Y» + Q(x) 7 = 0, 

9?, 0 sont des fonctions qui remplissent certaines conditions et ex, e2 des 
fonctions continues qui tendent vers zéro pour x -> oo. 

Au point de vue numérique, il est important d'estimer la vitesse avec 
laquelle les fonctions ex, e2 convergent vers zéro, ou notamment.de déduire 
des formules asymptotiques concernant ces fonctions. M. G. Ascoli [1], 
[2] s'occupait de la majorisation des fonctions e{ pour l'équation 

U) V"+lq+q{x)]y = 0. 

M. U. R i c h a r d [11] a déduit des formules asymptotiques concernant 
les fonctions e{ dans la forme 

*i{x) = %(*) + r,(*), lim "ff,,. = 0, 
ay^oo SUp I e^t) I 

t>x 
d'une part pour l'équation 

y" + [l + y{x) + r(x))y^0 

sous les hypothèses t 

00 00 

f | tp'{x) | dx < oo, / | r(ic) | dx< oo, lim [1 + y(s)] > 0, 



/ 

et d'autre part pour l'équation 

(2) [p(x) y']' + q(x) y = 0 

sous les hypothèses suivantes: les fonctions p, q sont absolument conti-
X 

nues dans l'intervalle <0, oo), au moins une des intégrales jàtjp(t)r 

' i 

q(t) àt diverge pour x -> oo, la fonction œ = — [p(pq)*]' est à 

variation bornée dans < 0, oo) et remplit la condition —1 < lim œ(x) < L 
;r-*-co 

Un joli résultat est déduit dans le livre de M. G. Sansone [12]; les 
solutions de (1) sont exprimées, sous les hypothèses lim q(x) = 0,. 

a;-»»» 
oo 

J | q(x) | dx < oo, à l'aide des séries infinies qui rendent possible 
x0 

d'approximer les solutions avec une exactitude arbitraire sur tout 
l'intervalle <a, oo), a ^ x0. 

Le but de ce travail est de résoudre le même problème sous les hypo
thèses beaucoup plus générales pour l'équation (2) en se servant de la 
méthode de F u b i n i [4] et de la méthode de P e a n o - B a k e r [6], [3]. 
Comme cas spécial du théorème 4 on peut obtenir, au fond, les résultats 
de M. U. R icha rd . 

Conven t ions et n o t a t i o n s . Dans tout le travail J signifie 
l'intervalle <a, oo). Soit k un nombre naturel; Ck signifie le système 
de toutes les fonctions qui possèdent dans / les dérivées continues 
jusqu' à l'ordre k inclusivement. Là, où nous n'avons pas besoin de 
craindre de malentendu, nous supprimons la variable indépendante en 
écrivant par ex.peCliy= q>U(0),f>0 dansI, au lieu dep(x)eCx, y(x) = 

X X 

= q>(x) U[&(x)], f(x) > 0 pour x ^ a. Le symbole J f signifie f f(t) dt. 
a a 

Théorème 1. 

Nous supposons q,QeC0,p,PeCt,p> 0, P > 0 dans Vintervalle 1, 
Soient q>, & des fonctions qui satisfont aux conditions <p, 0 e C2, q> > 0, 
0 > 0, 0' > 0. Soient U, V des solutions indépendantes de Véquation 

(3) ( P l ^ t e f QY = 0, 
W = UV'—U'V. Posons 

1 
fc = T 0 g7çИ' 

p<pФ'W(Ф) 

W(Ф) 

1 [(p<p'Y + я<p- PfФ'гQ(Ф) P-ҢФ)l 



lV(0)[lU(0) - kÙ(0)]. V(0)[lV(0) - kV(0)]\l) 
W \U(0)[kÙ(0) — IU(0)], U(0)[kV(0) — IV(0)]J 

«l supposons 
oo 

<5) f\k |{! U(0)\ + | V(0)\}{\ Û(0)\ + | V(0)\} < oo, 
a 

00 

<6) f\l\{U*(0)+ V*(0)} < oo. 

Dans ces conditions Véquation (2) possède la solution générale 

00 

<7) y = <p(x) (U[0(x)\, V[0(x)])y (-l)»R«(z)c, 
0 

(8) */' = ({?(*) U[<2>(*)]}', {<p(x) V[0(x)]}') 2 ( - 1 )"RB(*) 
0 

où c signifie un vecteur constant non nul et 

<9) RO<*) = (o , î ) ' R " ( * ) = j A R - 1 . 

C , 

D é m o n s t r a t i o n . Envisageons les équations 

L P<P 
<10) Z" + (logp<p2)'.Z'+ \ ^ ÿ - + -i-l z = 0 

et 

dont la première vient de (2) par le changement 

(12) y = <pZ, 

et la seconde de (3) en y posant 

(13) z = Y[0{x)l 

Si nous supposons la solution Z de (10) dans la forme 

(14) Z^yxzx + y#%% x 

1 ) ' - - * . .= *-

' dx ' dФ 



zx, z2 étant des solutions indépendantes de (11), par ex. zx ' = U[0(x)]t 

z2 = V[0(a:)], nous obtenons pour yX9 y2 le système des équations 

yizi + yf2z% = o, 

«*+** - K^jV+**+[H! - - ̂  - f ] • 
(yizi + y&*)-

Le déterminant des coefficients étant le wronskien des solutions zxetz2, 
est différent de zéro et on peut remplacer ce système par 

(15) y' = Ay, 

A étant la matrice définie par (4). 
00 

On vérifie facilement que l'intégrale J || A ||a) converge pour x -> oo. 
a 

En effet, en tenant compte de l'inégalité | UV \ £ U2 + V2 et d'après 
(5) et (6) on a 

X X 

f H A || g / 1 k \{\ V(0)\ + | V(0)\} {| £7(*)| + | V(0)\] + 
a a 

x 

+ 4 f \l\{ U* (0) + V\0)} < oo. 
a 

Sous cette condition le système (15) possède la solution y = 
oo 

= 2 (—î)nRn(x) c, Rn étant définie par les relations (9) (cf. [10]). 
o 

En vertu de (12), (13) et (14) on a alors (7) et de y' = <p'Z + <pZ' = 
— 9'(yiz% + y^) + <p(yizi + y&'è = yi(<PziY + yé<pz%Y découle (8). L© 

théorème se trouve ainsi démontré. 

Note . Sous les hypothèses du théorème existe la limite 

Uni p(x) <p2(x)0'(x) P~x[0(x)]> 0. 
aj->oo 

En effet, de l'inégalité (| U | + | V |) (| W | + | F |) £ I UV — 
— JT/'F | = | W | et de (5) découle la convergence de l'intégrale 

00 (-

l o g^ф'J 
et alors l'existence de la limite lim p(x) <p2(x) 0'(x) P~x[0(x)] > 0. 

*) Sons la norme || A \\ on entend la somme des valeurs absolues des éléments * 
de la matrice A. 



Etant données les équations (2) et (3) nous allons nous occuper de la 
question si*l'on peut déterminer les fonctions q? et 0 de la manière que 
la série figurant dans les formules (7), (8) ne possède qu'un nombre fini des 
termes. Nous allons démontrer que l'on peut déterminer une constante 
£ >. a et des fonctions cp et 0 de la façon que la matrice A possède 
tous les éléments égaux â zéro en supposant que les équations (2) et (3) 
sont en même temps oscillatoires ou non-oscillatoires dans / . Dans ce 
cas les formules (7), (8) possèdent pour x > f la forme simple 

y = (p(x){cJJ[0(x)] + c2V[0(x)]}, 

y' = Cl{<p(z) U[0(x)]}' + c2{<p(x) V[0(x)]}'. 

Cette proposition découle des théorèmes 2 et 3 que nous allons démontrer. 

Théorème 2. 

Soient p, q des fondions définies dans Vintervalle I, peCx, qeC0. 
Soient u, v des solutions de Véquation (2), w = uv' — u'v. Soient 
£ >. a, A, B,C des constantes telles que la fonction a = Au2 + 2Buv + Cv2 

est positive pour tout x >. f. Posons dans cet intervalle g2 = a. Alors, on a 

(16) QB(PQ')' + qQ4 = (AC — B2) pw2. 

Démons t r a t i on . De la relation qq = Auu' + B(u'v + uv') + 
+ Cvv' vient (PQQ')' = PQ2, + Q(PQ')' = p(Au'2 + 2Bu'v' + Cv'2) — qq* 
et enfin, après un calcul simple, Qz(pq)' + qq* = p(Au'2 + 2Bu'v' + 
+ Cv'2) (Au2 + 2Buv + Cv2) — p[Auu' + B(u'v + uv') + Cvv']2 = 
= p(AC — B2) (uvf — u'v)2 = (AC — B2) pw2. 

Théorème 3. 

Nous supposons q, Q G C0. p. P e C\, p > 0, P > 0 dans Vintervalle I. 
Soient u, v des solutions de Véquation (2), w = uv' — u'v et U, V des 
solutions indépendantes de Véquation (3), W = UV — Uf V. Soient £ >. a, 
A, B, C des constantes telles que les fonctions 

a = Au2 + 2Buv + Cv2. y = AU2 + 2BU V + C V2 

soient positives pour x e J = {x : x ^ f}. Posons dans cette intervalle 

q2 = a, W2 = E, x = —— ( = constante). 

Dans ces conditions, quels que soient les nombres Ç, rj £ J, Véquation 

P(F) W2(F) 
(17) F' 

p(x) q2(x) 



6 

possède une solution et une seule F(x) qui, pour x = £, prend la valeur 
JP(|) == tj. Cette solution est définie dcms un tel intervalle j c: $ que, pour 
tout xÇj les inégalités 

t x t 

(18) inf / PHP"2 £ / xp-xQ2 ^ sup / P-i?P-2 

sont valables. 
ř€J V i łeJ t) 

Si nous posons pour x e j 
(19) f=oЧ>-ҢF) 
alors on a 

(20) pг^нĽll, 

(21) (pf'Y + [q-ўщpF'z]f=0. 

D é m o n s t r a t i o n . L'existence et l'unicité de la solution de (17) 
dans j est évidente, car il s'agit d'une équation à variables séparées 
(cf. par ex. M. E. K a m k e [5] p. 11). Alors, il suffît de démontrer la 
validité des formules (20) et (21). 

On a d'abord d'après (19) et (17) 

/2F ' = Q2W-2(F) xP(F) îP2(F) P-y2 = xP(F) p-1 

et ce n'est que l'équation (20). Des formules (19) et (17) on obtient 

/ ' -= Q'W-^F) — QW~*(F) W(F) F' = Q'W^F) — XQ'1W(F) P(F) p-\ 

et, en se servant de l'équation (16) et d'une équation analoque pour W9 

on a 
(PÎ'Y = [PQ'W~HF) - xP(F) W(F) Q-i]' = (PQ')'W^(F) -

—PQ'W-*(F) W(F) F'—X[P(F) W(F)]F'Q-1+ XP(F) W(F) Q~2Q' = 

= (PQ'YW-HF) — *2[P(F) W(F)j Q-1 . P(F) ¥*(F) p^Q-2 = 

= l-VQ + (-4C — B2) pw2
Q-*] W~\F) — x2[—Q(F) W(F) + 

+ (AC — B2)P(F) W2(F) W-*(F)]P(F) W2(F) p-l
Q-* = —qQW'^F) + 

+ x2Q(F) P(F) WHF)p-1Q-^ = ~ ^ / + Q(F) F'^pP-^F). 

Le théorème se trouve ainsi démontré. 
R e m a r q u e . De l'équation (20) on tire immédiatement que la 

fonction F est croissante, décroissante ou une constante selon que x 
est positif, négatif ou égal à zéro. Le dernier cas a lieu si le wronskien 
w est égal à zéro, alors si les solutions u, v de l'équation (2) sont dé-
pendentes. 



Dans le cas w =£ 0, la fonction F possède donc pour x tendant vers 
l'extrémité droite de l'intervalle j la limite propre ou bien impropre. On 
voit aussi immédiatement de l'équation 

F(x) x 

fP~*W-2 = xfp-iQ-2, 
v 

laquelle s'obtient en intégrant l'équation (17) de f kx, que cette limite 
est oo si et seulement si x > 0 et 

00 oo 

jp-iyy-2 g xfp-^2. 
v i 

Des inégalités (18) on tire aussi que l'extrémité droite de l'intervalle j 
est pour x > 0 égal à oo sil'on a 

oo ob 

fp-llp-2 ^ K fp~lQ~2 
v i 

Si les équations (2) et (3) ont le même caractère dans / , c'est à dire, si 
elles sont en même temps oscillatoires ou non-oscillatoires, on peut 

X 

choisir des sonstantes A. B, C de façon que les intégrales f p-"xQ-%
y 

p-iuy_2 soient divergentes pour x -> oo. Cf. par ex. [7] p. 338 et [9J / 
p. 212. 

Alors, en supposant x > 0, f p~xQ~2 = oo, J P--!?-2 = oo, toute 
* i 

solution de l'équation (17) peut être prolongée pour x ^ f et lim F(x) = 
x-»*oo 

= oo. Si nous posons 0 = F, <p = / = QW"1^), les fonctions l, k dans 
le théorème 1 sont identiquement nulles au moin pour x ^ f. 

Dans ce qui suit, nous allons déduire des formules asymptotiques 
concernant les solutions de l'équation (2) qui s'obtiennent du théorème 
1 en comparant cette équation avec l'équation Y" -f- sY = 0, e =• 
= 0, ± 1 . 

Théorème 4. 
Nous supposons q e C0, p e Cx, p > 0 dans Vintervalle I. Soient <p, 0 

des fonctions qui satisfont aux conditions ç?, 0 e C2, <p > 0, 0 > 0> 
0' > 0. Posons 

* = (logJP0>a0')', 

i= pxp0, [p<p®'2~-(P<p'Y — <i<pl 

h = yw+Y. 



k l 
Soit tp la fonction définie par les équations sin tp = — . cos ip = — pour 

h T£ 0 et tp — 0 pour h = 0. 

jSotts la condition 
oc 

Jh < oc 
a 

Véquation (2) possède la solution générale 

n 

(22) i/ = <p(;r) (sin <£(.r), cos <p(a:)) [ 2 ( — 1 )*&*(#) c -[- Sn(x)]> 

n 

(23) y' = ([tp(x) sin <&(*)]', [>(«) cos 0(x)Y)\J£(—l)kR*(x) c + *•(*)]• 
fc=0 

Dans ces formules Rk(x) signifie la matrice définie par (9), Ou il faut poser 

/24) A ^= h l cos ^ s m ^ ~~~ ^' cos ^ cos ^ — ^A 
\—sin 0 sin (<£ — ^ ) , —sin 0 cos (<2> — %p)j 

et 

(25) || S»(x) || g .-115.Ij x»+i(a.) e « W ; x(iC) = 4 J A . 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème est une conséquence du théorème 1 
pour P = 1, Q• = 1, U = sin .r, V = cos a;, W = — 1 . Dans ce cas 
la matrice (4) possède, la forme (24) et en posant 

Щ(~)f k^-.nì-l 

on obtient immédiatement les formules (22) et (23). Il reste encore 
à démontrer l'inégalité (25). 

OQ 

Posons, dans ce but, s(x) = f || A || et notons qu'on a —E'(X) = 
X 

= Il -4(a*) ||. Nous allons démontrer 

(26) !!**(*) Il ^ , k = l , 2 , .... 

On a 
00 00 

Il RH*)\\ = Il/A I I * / i l A || = «(>) 
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et en supposant la validité de (26) pour n = 1, . . -, k — 1, on obtient 

co oo k l 00 • -

H R-(.-) || = ||/AR*-i|| g / | | A || - / T — f „- = - Je' 
( * - l ) ! ~ І (*--)« 

= _ _ _ 

et par suite 

^«-»«lLІ.^-"-»^(1 + ̂ r + 
k=-S+i *l (w + 1) 

(«. + 2 ) ( W + 3) + • • • ; = " » (« + l ) ! 

E n tenant compte de l'inégalité £(#) = J |j A \\ g 4 J ft = *(#) on a (25) 
X x 

et le théorème se trouve démontré. 

Conséquence. 

Nous supposons valables les hypothèses et les notations du théorème 
précédent. Posons 

g(x)=y^n^a(ao 0'2(*T 

«?£ définissons la fonction o)(x) par les relations sin co = , cos eu = 

w 
~~ pour g ^ 0 et co = 0 p o w gr = 0. 

9 
Alors, la solution générale de Véquation (2) possède la forme 

00 

(27) y = Aç>(a!) {sin pp(a?) + a] — / A(t) sin [4>(a?) — <P(t)] sin [0(t) -
a; 

— v(t-) + a] dt + rh(.-), 

oo 

(28) y' = kg(x) {sin [0(x) + a>(.-) + a] — / h(t) sin [0(«) — y(«) + 
X 

+ a ] . sin [co(x) + 0(») — &(t)] dt} + %(a?) 
et 

(29) | Yix(x) | ^ | A | ç>(*) K2(Z) e*<*>, 
co 

(30) | V2(x) \ S 1 A 1 0(s) x2(z) e*<*>, «(a?) = 4 / ft. 
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D é m o n s t r a t i o n . Pour n = 1 nous obtenons du théorème précédent 
la solution générale de l 'équation (2) dans la forme 

y == (p(x) (sin 0(x), cos 0(x)) (c — R*(:r) c + àl(x)), 

(31) y ' = ([<p(x) sin 0(#)J', [<?#) cos 0(x)]') (c — R 1 ^) c + ôl(x)) 

où R 1 ^ ) c signifie la matrice 

00 

/ h(t) cos 0(1) {CJL sin [0(t) — y>(/)J + c2 cos [ 0 ( 0 — y>(0]} d* 
x 
00 

— / A(0 sin 0(t) {ct sin [0(1) — ip(t)] + c2 cos [ 0 ( 0 — y>(t)]} dt f . 
X 

Après un calcul simple nous obtenons 

QO 

y = <p(x) (Cj sin 0(x) + c2 cos 0(x) — / h(t) [sin 0(x) cos 0(t) — 
x 

— cos 0(x) sin 0 (01 {cx sin [ 0 ( 0 — y>(0] + c2 cos [ 0 ( 0 — tp(t)]} dt} + ^( .r) 

où nous avons posé 

Vi(%) = ç>(#) 0 m #(#) ^îfc') + c o s ®(x) à\(x)]. 

E n introduisant des constantes nouvelles définies par les formules 

X = ]/cl + c§, cos a = ~ , sin a = -™ , 

nous obtenons (27) et en vertu de (25) nous avons immédiatement (29), 
D'une manière analogue on obtient de la formule (31) en introduisant 

les constantes X, oc 
00 

y = X{<pf(x) sin [0(#) + aj — <?'(#)/ h(t) sin pp(a?) — 0(OJ sin [ 0 ( 0 — 

00 

— y>(t) + aj d* + ç?(a?) 0'(a?) cos [0(x) + aJ — ç?(#) 0 » f h(t) cos[0(a;) — 

— #(<)] sin [0(t) — tft) + a] dt} + *72(ar) = Xg(x) <sin [<?>(*) + 
00 

+ aj cos co(x) + cos [0(x) + aj sin co(x) — f h(t) sin [ 0 ( 0 — y>(t) + 

+ a] {sin [0(#) — 0 ( 0 ] cos OJ(X) + cos [0(x) — 0(OJ sin co(x)} dt) + 

3Ù nous avons posé 

V2(x) = [<p(x) sin 0(*)J ' <5J(s) + [<p(x) cos 0(a:)J' J |(«). 
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On tire d'ici facilement (28) et (30) et le théorème se trouve démontré. 

Théorème 5. 

Nous supposons qeC0, p eClf p > 0 dans l'intervalle I. Soient <p, 0 
des fonctions qui satisfont aux conditions <p, &eC2, <p > 0, 0 > 0, 
0' > 0. Posons 

k = — [log p<p*0J, i = ~^~0F [(P<P'Y + q<p + P<?^'2]-

Sous la condition 
00 

/ ( | H + |Ï|) < oo 
a 

Véquation (2) possède la solution générale 

n 

(32) y = <p(x) (e*<*>, e~*<*>) [2(—--)*«*(*) c + *»(*)], 
&=0 

n 

(33) y' = ([ç>(s) e*<*>]', [<p(x) e-*<*>]') [2(—!)***(*) c + ^n(*)]> 
fc=o 

oà R*(#) es£ la matrice définie par la formule (9) dans laquelle A signifie 
la matrice 

Il — h, e~20(l + h) 
\e™(h — l), —l — k 

Les composantes à^x), è%x) au vecteur Ôn(x) remplissent les inégalités 

(34) | ôf(x) I S ^ \ ) X [2x(x)]»+i exp {2x(x) - 2(n + 2 - i) 0(x)}, 

i = 1, 2. 

D é m o n s t r a t i o n . La proposition découle du théorème 1 pour 
P = 1, Q =. —ï, U = «•, V = <>-*, ff = _ 2 . 

Posons 

<36> «"«-CES $£)• 
co 

<36) «(«) = | *(*) | + | l(x) |, x(*) = / e e - * . 



Д2 

Nous allons démontrer les inégalités 
1 

2k (37) ;/•*,.(*); á -l i j[2.--*»-M~')] ř, 

(38) | 4-(a:) | g ^ - - e 2 * ^ ^ - 2 * ^ » ^ ) ] * , * = 1, 2. 

Pour k = 1 on a 
00 00 

I ru(x)\ =: l/(J —*0I ^ f8 è e~2(p(r>x(x), 
X X 

GO 00 

! rUx)\ : \fe-2*<*>(l + k)j g e-**lx>fe g e-2*<*^(a;), 

co 

!'_,(*); = |/e20(fc —Z)| _{ « w , 

OC GO 

ir?«(*)i = l/(—* — *)l _ . / « _ . *(*)• 
a? a; 

En procédant par induction on a d'après (9), (37) et (38) 
00 oc 

I r f rV)! = |/[(/ — k) r\t + e--*(I + *)rf/J| <: / e(| r*. | + e~-* | >f,. ;) ^ 
a; a? 

, c o gk °° 

g / £(2e-2*?0* ^ — e-2**<*> j exk _g 

Ok °p 1 
g 6-2(*+ij0(r> J e20eKk ___ [2e-2^)^(.r)1]*+1 

k! %v 2(k + 1)! 
et 

00 oc 

l»_.hl(~)l = |/[e**(i — .) 4 - (I + *) r î j | ^ /c-*e(|rf<| + e--*|r_ |)g 
a : .<• 

1 °° 2* * 
< '— / ee20(2 e~2*»)* <. -rr e"2k*<x> / e e20x* = 
~ k! J

x k\ i, 

——— -e2*<*>[2 e-2<*+1W*>*(s)]*+1. 
2 ( k + l ) ! 

En posant maintenant ô* = l^nl, où 

oo oo 

(39) djf = c. 2 (—1)* »_. + c2 2 (—1)M_. 
Jt=-n+l k=n+l 

oo ... oo 

(40) «g = c- 2 (—l)*rii + «2 2 (—l)*ri_, 
&=n + l &-»n+l 
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on obtient d'après (7) immédiatement (32) et pour les composantes 
£j, 8% on trouve en vertu de (39) et (40) 

00 

\*H*)\£ Il «Il I tl >£(*) I + I r&x) | ] . 
fc=w V-l 

En tenant compte des inégalités (37) et (38) on tire d'ici 

GO j 

1 <*?(*) I S II c H 2 ~rrl2 e-™Wx(x)]keWW> S 

< - 1 ^ - L [2 r M Wx(»)]» + 1 e^- 1 Wexp {2 e-wWx(*)} < 

= (i! + ï)i I2*<*Hn+1 exP(2*<*> - 2 < n + 2 ~*> 0<*>* 
ce qui achève la démonstration. 

Conséquence. 

Sottô les conditions du théorème précédent la solution générale de Véquation 
(2) possède la forme 

00 

(41) y = c^(a:){e*^ + /«-•<%«*<*> — e2*«>] [*(*) — ï(*)] d*} -f 

00 

+ cz<p(x) {e-*W + fe*W[e-*«*> _ e-i*(.i] [jfc(() + l(t)] dt} + ^(x), 

(42) 
ce 

y' == c-Xty'fc) + ç>(s) <P'(a:)] e*<*> + fe-*<*>{[<p'(x) + tp(x) 0'(x)] e2*<*> — 
X 

- [<p'(x) - <p(x) 0'(x)] e*»«>} [t(0 - l(t)]àt} + -,<[?'(*) -
00 " 

— <p(x) 0'(x)]e-*'<*> + fe*<*>{[<p'(x) — <p(x) 0'(x)] e~™<-x> — 
X 

— [<p'(x) + <p(x) 0'(x)] e-W>}[k(t) — J(f)] d<> + ^(-s) 
et 

(43) | ni(x) | £ 4 H c H <p(x)xi(x) et«<«)-»*C-), 

(44) | %(*) | ^ 2 H e ||{| <p'(x) + <p(x) 0'(X) | + | ?'(*) -
— ç>(«) 0'(x) |} *2(a;) e2*<*>- 8*<*> 

où la fonction x(x) est définie par (36). 
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Démons tra t ion. Pour n = 1 on obtient du théorème précédent 

(Ci — / M l - k) + c2 e-*"(l + k)] + ô\(x) 

c2 + / [e . *2<p(l — *) + c2(Z + k)] + <5|(x) 

et en posant 

m(x) = ç)(.x)[e»(^l(a;) + e-*<*tf|(.-)] 

on obtient après un calcul simple la formule (41). En vertu de (34) on a 

| >?.(*) | è <p{x)<fi*W i L | i i \2x(x)f exj>{2>e(x) — é0(x)} + 

_|_ c-*w . l i f i l [2;<(:r)]2exp {2x(x)-20(x)}} = 
Zi 

= 4 j | c 11 ç>(a,) x2(x) exp {2x(x) — 30(x)} 
ce qui est (43). D'une manière analogue on trouve aussi les formules (42) 
et (44). 

Théorème 6. 

Nous supposons q e C0, p e O1? p > 0 dans l intervalle I. Soient <p, 0 
des fonctions qui satisfont aux conditions OJ, 0eC2J cp > 0, 0 > 0, 
0' > 0. Posons 

k = (log p<p20')\ l = — —Q- [(pq)',' + q<pl 

Sous la condition 
oo 

/ ( | k | 0 + | l | 02) < ce 
a 

Véquation (2) possède la solution générale 

n 

(45) y = p(s) (<£(*), 1) [ 2 (—1 )***(*) c 4- «»(»)], 
fc-0 

n 
(46) y' = ([,*(*) 0(s ) ] \ ç>'(*)) [ 2 (—1)*-V(*) c + ô»(x)]> 

où Rk(x) est la matrice définie par la formule (9) dins laquelle A signifie 
la matrice 

110 — k, l \ 
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Les composantes b\(x), à"(x) dv vecteur ô"(x) remplissent les inégalités 

I à'i(x) | g l l l l l - 0 / : 1 ^ ! . ^ ^ ) ^ i(x)]"+U-xp{2y.(x)0 i(aj)}[l + * " - ( * ) ] , 

Xj 

(47) «(a:) =- }'(\k\0 + 1 l I 02). 

D é m o n s t r a t i o n . La proposition découle du théorème 1 pour P = 1,. 
Q -= 0, U = a?, V = 1, W -= — 1. 

Si nous nous servons encore de la notation (35) nous obtenons pour 
les composantes rt* de R* 

(48) 1 rf,(i-) | < - " " 2 ^ - - - [-«(*) «P"1^)]*, 

(49) | ri(.-) | < - 2fe; ' [2x(.e) 0-*(.-)]*, i = 1, 2. 

On a. en effet. 
00 

I ii(*) i = i / («P — *) I < »(*) ^ V ) , 
X 

00 

1 rî.t.r) | = | / 2| < x(x) 0-\x), 
X 

00 

I rUx) \=\flc0 — l0*\S *(x), 
X 

oo 

I r\2(x) | = | /.—ftp | < x(ar)*--(a:). 

En supposant maintenant vraies les formule (48) et (49) et en posant, 
pour simplifier, s = \k\& -\- \l\ 02, on obtient 

oo oo 

I »î+1(*) I = ! J[W> - k) r* + Ir|,] | < <p-i(.e) Je (| rj, | + <P"»1 r|, | ) g 
X X 

00 ^ 00 

< 0-*(x) / - ^ [2K0-1]* < -ri- <P-,'(*)[2<p-1(a;)]* / ex* = 
x H" Kl x 

.тф-<(ж)[2ф-1(^ттт = ш^)\{2ф)ф~Чх)ус+1 
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et d'une manière analogue 
00 | 30 

. I r$tx(x) | = | / [(k& — 102) rk
u — M>r*J | < -—— / e0li[2x&-l]k <. 

X *• X 

&*~Hx) 
^2Wrèl2x{X)0'i{X)]t+l 

En posant maintenant ô" = L M et en définissant les composantes 

ô'i, 0% par les formules analogues comme au cas précédent on obtient 
en raison de (7) immédiatement (45) et (46). Les fonctions <5f, i = 1, 2 
remplissent l'inégalité 

00 

I *?(*)! â | | c H y [\r}t(x)\ + \r^(x)\] 
k-xii+l 

et en tenant compte de (48) et de (49) on déduit immédiatement l'es
timation (47). 

Conséquence 

Sous les conditions du théorème précédent la solution générale de Véquation 
(2) possède la forme 

00 

(50) y = cx<p(x){0(x) + f[0(x) — 0(t)} [*(«) — l(t) 0(t)] dt} + 
X 

<*> 
+ cï9p(a;){l — / [0(x) — 0(t)] l(t) dt} + ni(x), 

X 

oc 

(61) y' = e^lfix) 0(x)]' + f{[<p(x) 0(x)}' — 
X 

— 0(t) <p'(x)} [*(*) — l(t) 0(t)] dty + 
oo , 

+ c2<,<p'(x) — f{[<p(x) 0(x)]' — 0(t) <p'(x)} i(t) dty + ,,(*), 
X 

(52) | Vl(x) | g 2 || c || 9>(a;) 0~*(x) x*(x) exp{2x(x) 0~l(x)}[l + 0~\x)], 

(53) l % ( * ) l â l|c||{|[ç>(a;)0(a;)]'| + 
+ | ç>'(a;) #(a;)|} x2(«) 0"2(a;) exp {2x(a;) fiM(x)} [1 + 0 l(x)]. 

D é m o n s t r a t i o n . Du théorème précédent on obtient pour n = 1 

( Cl - f[Cl(l0 - fc) + Cj] + ^(X) 

o o * 

Cs — /[<Ti(** — l^8) — Ctl®] + #&*), 
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et en posant 

щ(x) = <p(x) \Ф(x) ò\(x) + ò\(x)] 

on obtient facüement la forraule (50). En vertu de (47) on tire ďici (52). 
D'une manière analogue on trouve (51) et (53). 
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