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LES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
DES SOLUTIONS DE L’EQUATION

(py') + qy=0
Par MiLo§ RAB, Bryo
Présenté le 13 décembre 1965

Dans un travail récent [9] j’ai déduit des formules asymptotiques
concernant les solutions de I’équation

¥+ qlx)y = 0.

11 g’agissait des formules de la forme

y = p@){[c; + &()] U[D()] + [c; + &(x)] V[D()]}

ou U, V forment un systéme fondamental des solutions de I’équation
Y+ Q) Y =0,

@, @ sont des fonctions qui remplissent certaines conditions et ¢, €, des
fonctions continues qui tendent vers zéro pour  — co.

Au point de vue numérique, il est important d’estimer la vitesse avec
laquelle les fonctions g, , €, convergent vers zéro, ou notamment, de déduire
des formules asymptotiques concernant ces fonctions. M. G. Ascoli [1),
[2] s’occupait de la majorisation des fonctions ¢; pour I’équation

1) , Yy + g+ 9@)]y =0.
M. U. Richard [11] a déduit des formules asymptotiques concernant
les fonctions ¢; dans la forme
: ri(z)
e.(x) = n.(x r.(x), Im—————__ =0,
@) = o) + e, dme S
: Sz
d’une part pour I’équation
Y+ [+ y) + r@@)]y =0
sous les hypotheéses '

0

oflw’(x)|d2<oo. 0f|r(x)|dz,<oo, lim [1'+ ()] > 0,
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et d’autre part pour ’équation
2) () ¥]) + q@)y =0

"sous les hypothéses suivantes: les fonctions p, ¢ sont absolument conti-

x
nues dans l'intervalle <0, c0), au moins une des intégrales J dt/p(t),

*
1{ q(t) dt diverge pour z —> o0, la fonction w =—512—[p(pq)_%]' est a

variation bornée dans <0, o0) et remplit la condition —1 < lim w(x) <1.

T—+0

Un joli résultat est déduit dans le livre de M. G. Sansone [12]; les

solutions de (1) sont exprimées, sous les hypothéses lim g(z) =0,
x—+>

@
f | g(x) |dx < oo, & Paide des séries infinies qui rendent possible
Zo

d’approximer les solutions avec une exactitude arbitraire sur tout
I'intervalle <a, ), a = x,.

Le but de ce travail est de résoudre le méme probléme sous les hypo-
théses beaucoup plus générales pour I’équation (2) en se servant de la
méthode de Fubini [4] et de la méthode de Peano-Baker [6], [3].
Comme cas spécial du théoréme 4 on peut obtenir, au fond, les résultats
de M. U. Richard.

Conventions et notations. Dans tout le travail I signifie
Pintervalle <a, o0). Soit ¥ un nombre naturel; C, signifie le systéme
de toutes les fonctions qui possédent dans I les dérivées continues
jusqu’ & l'ordre %k inclusivement. L&, ol nous n’avons pas besoin de
craindre de malentendu, nous supprimons la variable indépendante en
+écrivant parex. peC,, y= @U(D),f>0dans I, au lieu de p(z)eC;, y(z) =

x x

= @(z) U[D(x)], f(x) > O pour z = a. Le symbole ff signifie ff(t) dt.

Théordme 1.

Nous supposons ¢, @ € Cy, p, Pe Cy, p > 0, P> 0 dans Uintervalle I.
Sotent ¢, D des fonctions.qui satisfont aux conditions ¢, D € Cy, ¢ > 0,
D >0, D >0. Sotent U, V des. solutions indépendantes de équation

(3) (PYY'4 QY =0,
W = UV’ — U'V. Posons

o P@) T
k=@ ["’g g ]

1 ‘)’ ’
= g W(D) [(p¢') + qp — peD2Q(D) PY(D)],




o A (V@UU@) —kU(®)). V(¢)[lV(¢)—~IcV(<D)]) Y
@ A= (U(qs)[w@) WD), U@EV(D) — LV (D)]

el supposons

(5) [1E {1 U@ + | V@ {l U@®@) + | V(®)]} < o,
{6) ‘ [11{Ux®) + V¥ D)} < wo.

Dans ces conditions Uéquation (2) posséde la solution générale

@

(7 y = o) (U[P()), V[<b(xm_}; (—1)"Rn(z)c,

8 ¥ = (o) Ud®), {px) V(d@)]}) _>03 (—1)"Rn(z) c,

0% ¢ signifie un vecteur constant non nul et

l 20

9) Ro(z) = (0 (1)) Rn(z) = [ AR™-1.

Démonstration. Envisageons les équations

. oy | 29 ] '
10 Z" + (log pg? + =0
(10) (log pg?)'Z BT
et
P(®) Q@) n, _

(11) 2"+ [1og & ] z' @) ———D'%
dont la premiére vient de (2) par le changement
(12) y = @2,
et la seconde de (3) en y posant
(13) z = Y[P(2)].

8i nous supposons la solution Z de (10) dans la forme
(14) _ Z = y12, + Y%a,
l) [ _9_ . d

& T @
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2., 23 étant des solutions in(iépendantes de (11), par ex. z, = U[D(2)],

z, = V[®D(z)], nous obtenons pour y;, ¥, le systéme des équations
y;zl + yézz =0,

’ o 0t . P Q ! , , Q(@) ,
Y121 + Yoz = | log ;%)‘F] (112 + ¥Y222) + [-}3(—5) D'z —

(121 + Y22s)-

Le déterminant des coefficients étant le wronskien des solutions z, et z,,
est différent de zéro et on peut remplacer ce systéme par

- (185) y = Ay,
A étant la matrice définie par (4).

(r9)  q ]
pp Pl

o

On vérifie facilement que l'intégrale f || A]|?) converge pour z - co.
a

En effet, en tenant compte de l'inégalité | UV | £ U2 4 V2 et d’aprés
(5) et (6) on a

fUAl s [1810 @) + | V@) U@ + | V@)} +

4 [ U (@) + VD)) < .
a
Sous cette condition le systéme (15) posséde la solution y =
= Z(wl')”R"(x) ¢, R* étant définie par les relations (9) (cf. [10]).
0

En vertu de (12), (13) et (14) on a alors (7) et de ¥y’ = ¢'Z + ¢Z' =
= @' (4121 + Yo22) + V(Y121 + ¥523) = i’/_l((sz)' + Ya(@z,)" découle (8). Le
théorédme se trouve ainsi démontré.

Note. Sous les hypothéses du théoréme existe la limite
lim  p(x) p¥z) D'(x) P D(x)]> 0.
x>

En effet, de linégalité (U |4+ |V)D(U | +tV' )2 |0V —
— U'V | = | W| et de (5) découle la convergence de I’intégrale

log ——

af [ £ pp'd _

et alors existence de la limite im p(z) @*(z) &'(z) P {D(z)] > O.
-+

%) Sous 1a norme || A|] on entend la somme des valeurs absolues des éléments

de la matrice A.
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Etant données les équations (2) et (3) nous allons nous occuper de la
question si‘l’on peut déterminer les fonctions ¢ ct @ de la maniére que:
la série figurant dans les formules (7), (8) ne posséde qu’un nombre fini des .
termes. Nous allons démontrer que 'on peut déterminer une constante
¢ 2 a et des fonctions ¢ et @ de la fagon que la matrice A posséde
tous les éléments égaux & zéro en supposant que les équations (2) et (3)
sont en méme temps oscillatoires ou non-oscillatoires dans I. Dans ce
cas les formules (7), (8) possédent pour & = £ la forme simple

y = p@){c,U|P(x)] + ¢, V[D(@)]},
Y = cip(@) U[D@)]} -+ co{p(@) V[D(2)]}.
Cette proposition découle des théorémes 2 et 3 que nous allons démontrer.
Théoréme 2.
Soient p, q des fonctions défintes dans Uintervalle I, pe Cy, qe C,.
Soient u, v des solutions de Uéquation (2), w = wv’ — w'v. Sotent

¢ = a, A, B, C des constantes telles que la fonction ¢ = Au?® -+ 2Buv 4 Cv?
est positive pour tout x = (. Posons dans cet intervalle 9> = ¢. Alors, on a

(16) o%(po")' + qo* = (4C — B?) pu®.

Démonstration. De la relation gp" = Auw' -+ B(uw'v + wv’) +
+ Cwv’ vient (poo’)’ = po’® + o(po’) = p(Au'? 4 2Bu'v’ - Cv'?) — go?
et enfin, aprés un calcul simple, p3(pp’)’ + qo* = p(4u'? 4+ 2Bu'v’ +
+ Ov) (4w + 2Bup + Cv?) — plAuu’ + Blu'v 4+ w') + Cov']F =
= p(AC — B?) (wv' — u'v)? = (A(' — B?) pu?.

Théoréme 3.

Nous supposons q. Qe Cy. p. Pe Cy, p > 0, P > 0 dans Uintervalle I.
Sotent u, v des solutions de Uéquation (2), w = uv’' — u'v et U, V des
solutions indépendantes de Véguation (3), W = UV' — U'V". Soient 2 a,
A, B, C des constantes telles que les fonctions

o = Au? + 2Buv + Cv?, z = AU? 4 2BUV + CV?

soient positives pour xeJ = {x:x 2 L}. Posons dans ceite intervalle

p’=90, ¥Y2=2X x= ;);:-/ (= constante).

Dans ces conditions, quels que sotent les nombres &, n e J, Uéquation
P(F) Y*(F)

o M= e
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posséde une solution et une seule F(z) qui, pour x = &, prend la valeur
F(§) = . Celte solution est définie dams un tel intervalle j = & que, pour
tout €7 les inégalités

(18) mfj p-1yp-2 <fxp"g 2 < sup fP‘“P—

teJ 1
sont valables. e«

St nous posons pour x € j
(19) f= 0¥ UF)
alors on a
20) pr = 28
p
- QF) .1,

(21) orY + |a— S ere|r=o

Démonstration. L’existence et l'unicité de la solution de (17)
dans j est évidente, car il g’agit d’une équation & variables séparées
(cf. par ex. M. E. Kamke [5] p. 11). Alors, il suffit de démontrer la
validité des formules (20) et (21).

On a d’abord d’aprés (19) et (17)

f2F = @?W-2(F) xP(F) W¥(F) p-g-* — xP(F) p-*
et ce n’est que l’équatiori (20). Des formules (19) et (17) on obtient
f' = @' PUF) — oW-XF) V(F) F' = o'W\ (F) — g "¥(F) P(F) p,

et, en se servant de ’équation (16) et d’une équation analoque pour ¥,
on a

(2f) = [pe’ ¥-4(F) — =P(F) Y’(F) 07l = (po") ¥ UF) —
—po' P-A(F) Y(F) F'— »[P(F) ¥(F )] F'o=14 xP(F) W(F) 0% =
= (po') W-UF) — »2[P(F) W(F)] o1 . P(F) WF) p~to—2 =
=[—qo + (40 — B?) pw?p~3) ¥-Y(F) — »*}[—Q(F) P(F) +
+ (AC — B?) P(F) W¥F) ¥-3(F)] P(F) Y¥F) p~'p% = —qo¥1(F) +
+ #*Q(F) P(F) W3(F) p~29~% = —qf + Q(F) F’*fpP~X(F).

Le théoréme se trouve ainsi démontré.

Remarque. De I'équation (20) on tire immédiatement que la
fonction F est croissante, décroissante ou une constante selon que x
est positif, négatif ou égal & zéro. Le dernier cas a lieu si le wronskien
w est égal & zéro, alors si les solutions u, v de l(quatlon (2) sont dé-
pendentes.
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Dans le cas w # 0, la fonction F posséde donc pour z tendant vers
Iextrémité droite de I'intervalle j la limite propre ou bien impropre. On
voit aussi immédiatement de 1’équation

F(x)
f P2 = 5 ] plp?
"
laquelle s'obtient en intégrant I'équation (17) de £ x, que cette limite
est oo si et seulement si % > 0 et

f(;)—ly/-z < x!';--le—z‘
7

Des inégalités (18) on tire aussi que I’extrémité droite de I'intervalle j
est pour » > 0 égal & oo gil'on a

fp 15U2>,{[p—1 -2
"
Si les équations (2) et (3) ont le méme caractére dans I, c’est a dire, si
elles sont en méme temps oscillatoires ou non-oscillatoires, on peut

choxsxr des sonstantes A. B, C' de fagon que les intégrales ! P78,

f P-1P-2 soient divergentes pour x — oo. Cf. par ex. [7] p. 338 et [9]

Alors en supposant x > 0, f p ot = oo, f P-1Y¥-2 = o, toute
£

solution de I’équation (17) peut etrc prolongée pourx = &etlim F(z) =
X—0

= 00. Sinous posons @ = F, ¢ = f = og¥W=Y(F), les fonctions I, k dans

le théoréme 1 sont identiquement nulles au moin pour « = &.

Dans ce qui suit, nous allons déduire des formules asymptotiques
concernant les solutions de I’équation (2) qui s’obtiennent du théoréme
1 en comparant cette équation avec I'équation Y” 4 ¥ =0, ¢ =
=0, +1.

Theoréme 4.

Nous supposons g€ Cy, pe Cy, p > O dans Vintervalle 1. Sotent ¢, D
des fonctions qui satisfont aux conditions ¢, @eC,, ¢ >0, ® >0,
@' > 0. Posons

k = (log pp*®@’)’,
1
l=——[pp®? — (pg') — q@],
o [rg . (29") — q¢]
b=k 412



Soit y la fonction définie par les équations sin y = 7 ©0S Y = - pour

h#0et yp=0 pour h =0.

Sous la condition

o2

[h <

U'équation (2) posséde la solution générale

(22) ¥ = @) (sin B(x), cos D(x)) [ 2(—1)RE) ¢ 4 ()],
E=0

(23) y:(W@nm¢WWAwmﬂmmmng§wnm%wc+muﬂ

Dans ces formules R¥(x) signifie la matrice définie par (9). o il faut poser

_ " cos @ sin (D — p), cos @ cos (D — y)
(24) A=h (*sin @ sin (@ — p), —sin D cos (P — w))
et

" H ¢ "’ nt (T F
(25) | 8%() || = (;'_‘{ 1)‘ x" I x) e, () = tj h.

Démonstration. Le théoréme est une conséquence du théoréme 1
pour P=1, Q=1 U=sinz, V=cosaz, W= —1. Dans ce cas
la matrice (4) posséde, la forme (24) et en posant

" — 6){(3?)) - <i 1 )VRA(-
5W”QWMU$&”““°

on obtient immédiatement les formules (22) et (23). Il reste encore
4 démontrer I'inégalité (25).
@0
Posons, dans ce but, gx) = f || A]l et notons quon a —¢&'(x) =
x

= || A(z) |{|. Nous allons démontrer

()
kL

(26) I R¥x) || £
On a

k=1,2,....

IR@)| = 1Al = Il All = e@)
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et en supposant la validité de (26) pour n = Lo k — 1, on obtient
81:-1 ® , k-1 B
| R¥ @) |} = HfAR‘ i g H' Al = — ¢ gy =
8"(27)
TR
et par suite
Toogk n+1 elx
< el > = le Gy (1+ 225+
= & (.): e < _ff.l_(:f)__euﬂ
BRSO )*"') s el

En tenant compte de I'inégalité e(x) = j h Al

u/\
\s
u
s
Q
=3
o
—~
N
&

ot le théoréme se trouve démontré.

Conséquence.

Nous supposons valables les hypothéses et les notations dw théoréme
précédent. Posons

z) = 9”@ + ¢¥(x) O%@)
et définissons la fonction w(x) par les relations sin w = -%— , COS @ =

’

:_(S-—pourggéOet ® =0 pour g = 0.

Alors, la solution générale de Uéquation (2) possede la forme

(27) y = Ap() {sin [D(*) + a] — [ A(t) sin [D(x) — D(t)] sin [D(t) —
— 9(t) + o] dt 4 (),

(28) ¥ = Mglx) {sin [D(z) + w(x) + a] — | h(t) sin [D(t) — p(t) +

+ o] . sin [w(2) + B(z) — B(E)] At} + ()
et

(29) (@) | £ | 4] pla) x3(x) @, i
(30) | ma(@) | < | 4] g(x) 2¥(x) 4®), x(x) = 4 1’ k.
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Démonstration. Pour » = 1 nous obtenons du théoréme précédeni
la solution générale de I’équation (2) dans la forme
¥ = () (sin B(2), cos D(x)) (c — RY(z) ¢ + 4(z)),

(Bl) ¥ = ([p(z) sin D@)]', [@(x) cos D(z)]') (c — RY(z) ¢ - 6'(x))

ot RY(z) c signifie la matrice

— [ h(t) sin D(t) {c, sin [D(E) — ()] + c, cos [D(E) — p(t)]} de

Aprés un calcul simple nous obtenons
Yy = @(z) (¢, 8in D(x) + c, cos DP(x) — f k() [sin D(x) cos D(t) —
— co8 D(z) sin D(t)]{c, sin [D(t) — p(¢)] + c, cos [D(t) — p(t)]} dt> - ny(x)
ol nous avons posé
n(x) = @) [sin P(x) d}(x) + cos D(x) d(x)].
En introduisant des constantes nouvelles définies par les formules
Co

c2 1 ¢2 ‘@ i
:Vcl + ¢3, cos a =7 smaz:—l—,

nous obtenons (27) et en vertu de (25) nous avons immédiatement (29).
D’une maniére analogue on obtient de la formule (31) en introduisant

les constantes 4, «

¥ = Mg'(z) sin [D(=) + 2] — ¢'(z)[ h(t) sin [@(z) — B(t)] sin [D(t) —

— p(t) + a] dt + @(z) D'(z) cos [D(z) + «] — @(z) D'(2) f h(t) 008[(15(55)—
— @(t)] sin [D(t) — p(t) + o] dt} + n5(x) = Ag(x) {sin [D(x) +

+ a] cos w(z) + cos [D(z) +. al sin w(x) — f h(t) sin [D(t) — p(t) +

+ o] {sin [P(x) — D(t)] cos w(z) + cos [P(x) — D(t)] sin w(x)} dt) +
. + n5(x),

olt nous avons posé

7(x) = [@(z) sin D(x)]’ di(z) + [p(x) cos D(z)]’ o§(=).
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On tire d’ici facilement (28) et (30) et le théoréme se trouve démontré.

Théoréme 5.

Nous supposons q € Cy, p € Cy, p > 0 dans Uintervalle I. Sotent ¢, D
des fonctions qui satisfont aux conditions ¢, DeC,y, @ >0, & > 0,
@' > 0. Posons

1 —1
k — 205’1 — B Y 2 )
5 llog pp?@’Y, | Sped [(p¢") + q9 + ped"?]
Sous la condition
Q0
JakI+11) <
a
Véquation (2) posséde la solution générale

(32) Y = p(x) (e2@, 6=0@) [Zé—l)"R"(x) ¢ + 8(x)],
k=

63) ¥ = ([9(@) T, [pl@) @) [2(—1*RK@) € + 8@)],
ou R¥(x) est la matrice défime par la formule (9) dans laquelle A signifie
la matrice
(l —k, e 2 + Ic))
ek —1), —l—k.

Les composantes 0%(x), 0%x) du vecteur 6"(x) remplissent les imégalités

(34) 181(@) | S L (2@ exp (24(e) — 2n + 2 — ) D@}

1=1,2.

Démonstration. La proposition découle du théoréme 1 pour
P=1,Q=—1U=¢eV=e¢2W=—2

Posons
(36) R(z) = (”f‘(x)  T1al®) ),

Tgl(x ) ’ "gz(“’)

(36) &(@) = | k@) |+ | U2) |, x(@) = [ ce®.
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Nous allons démontrer les inégalités

(37) ) LS, 2 n(a)),

= 2k
(38) ki) = ;k, 2P| 2e- 2P On()|F, & = 1, 2.

Pour k= 1ona
‘r{l(fr) }(l———k)i < fg < e—z(h(z)%( ),
| rial)] 3."" 2] 4 k)| S 0200 [£ < e P@(x),

IIA

{rd () [[e”’k——l)l

IIA

(),

[so}

) = U‘H — k)| = v_t'e < x(a).

En procédant par induction on a d’apres (9), (37) et (38)

@) = 10— by + e Ry S [ el | e ) <
x z
< _{* ?E(‘)e—z"’x)k < 2_ke--2kd>(r) f&%k <
= kg = k! s =
< .2}1 ¢—-2(k+1)d(r) fjez”’sx" _ ,Al,_‘_ [26-20@) ()1 k41
= k! o 2(k + 1)! :
et
| rbit@) | = 12k — U rdy — (4 Ry k) | = [exoe(rky |+ e k) <
< ~_£, fgezd)(o e~2Px)k < Eﬁe-zkw(x) f& e2P5k
=k 3 -
1
2D g—2(kt1)d(z) K+l
2(k+1)!e [2e n(x) )AL,
En posant maintenant 6* = ( 6'1‘)’ ou
2
(39) O =¢; 2 (—L)krk ey D (—1)kr,,
k=n+1 k=n+1
(40) =0 2 (— 1)’21+°2 Z (L,
" k=n4l
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on obtient d’aprés (7) immédiatement (32) et pour les composantes
4%, 0% on trouve en vertu de (39) et (40)

|8 | < llell > k@) |+ | @) 1]

=nt+1

En tenant compte des inégalités (37) et (38) on tire d’ici

n “L 1
(@ < el 2 4y
< el
T (41!

I eil
= (n+ 1)

ce qui achéve la démonstration.

[2 e-22@)x(x)]ke26 VO <

[2 ¢-20x(z)]+1e26-19lexp (2 e~ 20Bx(2)} <

[22(x)]"** exp {2x(x) — 2(n + 2 —1) D(x)}

Conséquence.

Sous les conditions du théoréme précédent la solution générale de I'équation
(2) posséde la forme

(41) y = cyp(afe®® + [e-®@[ervw — e200] (k(t) — U¢)] dt} +

+ (@) {e~0@ 4 [eP@e-200)  e-2000] [k(t) + U(t)] At} + my(x),
(42)

¥ = o(9'@) + px) B'@)] ™ + ﬁ-w{[w'm + pla) @'(x)] 2 —
—[¢(@) — g(@) D'()] O} k) — UDD + ex(9'(@) —
— Pl0) D)) 0 4 [P0 — ple) D) -2 —
— g/ + ple) B (@)] O} k() — )] A + 7,00

et
(43) [ (@) | < 41| € || p(x)x?(z) (730,
(44) I72) | = 2|1 e [l{] ¢'(@) + @(x) P'(2) | + | ¢'(2) —

— @(x) D'(x) |} x¥(x) e2x(0)30(2)
ou la fonction x(x) est définie par (36).
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Démonstration. Pour » =1 on obtient du théoréme précédent

o — [lel — &) + ¢y e 22l 4 k)] + S}(x)
© Y = @(x) (e2®), e P) “
ey + [Tey el — k) + eyl + K)] + S4(x)
et en posant
nmx) = g)le?@0j(x) 4 e~*Mo)(z)]

on obtient aprés un calcul simple la formule (41). En vertu de (34) on a

WM|wmmw”mm%@mm~ww+
el
Z

+ e—P@) L _ [‘);4 ]2 exp {2% 2@(1‘)}> =

= 4| c|| p(x) #*(r) exp{2:x(x) — 3D(x)}

ce qui est (43). D’une maniere analogue on trouve aussi les formules (42)
et (44).
Théoréme 6.

Nous supposons ge Cy. pe ;. p > 0 dans Uintervalle I. Soitent ¢, @
des fonctions qui satisfont aux conditions ¢, PeCy, 9 >0, ® >0
@’ > 0. Posons

1

k= (log pg?®@). 1 =— —— [(pg’, -+ q¢l.
(log pp*®@’)'. pod [(pg q9p]

’

Sous la condition

[Uk1®+ 1@ < =

«

Véquation (2) posséde la solution générale

(45) ¥ = gla) (D). 1) [k_ZO (—1)*R¥(z) ¢ + 6"(z)],

(46) ¥ = () ® ]¢@NZ~“W)%JW&

ou R¥(x) est la matrice définie par la formule (9) dans laquelle A signifie
la matrice

Id — &, l ) "
(kqb—zqrz, —i9].
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Les composantes 6%(x), 05(x) du vecteur 6"(x) remplissent les inégalités
it HC I 4 l( P+l o DIwe -1 ] -d1
| 6p(=) | §~2_”(Vn ) [2x(x) @ 1(x)]"*! exp {2x(x) P (x)}lrl + @ ()],
(47) @) = [k D41 B),

Démonstration. La proposition découle du théoréme 1 pour P =: 1,
Q=0,U=2,V =1 W =—1.

Si nous nous servons encore de la notation (35) nous obtenons pour
les composantes r¥; de R*

(48) k@) | < -2 (o) i,
2k!
(49) i@ | = -2 i) o, =12

On a, en effet,

| (@) | = 1f (D —k) | < xlx) DY),
| i) | = 1f 1] £ () O%a),
| (@) | = | fmk¢~—l®2l < (@),

| rh(@) | = | [ —ID | £ ()P Y2).

En supposant maintenant vraies les formule (48) et (49) et en posant,
pour simplifier, ¢ = | k| D 4 | 1| @2, on obtient

1rk+l<x)|~1f[z<b—k P4 ]| S DY) [e(| T 4+ Dk |) <

< o) [ —keT [2%P 1 < —];l—@“(z)[2@‘1(x)]" ! ext =

1 & . ¥ (x) D1 (x) _ "
=77 D(z)[2D V() ]* P12k T 1)1[291(3:)(15 L)t
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et d’une maniére analogue

3 1 3 .
@) | = | { [(k® — 10%) rf; — 1Prf] | < = zf e [2x D1} <

S s [2e(a) D)

"
En posant maintenant 8" = (gi) et en définissant les composantes

2
d%, 03 par les formules analogues comme au cas précédent on obtient

en raison de (7) immédiatement (45) et (46). Les fonctions 6%, ¢ = 1, 2
remplissent 1'inégalité

[6%=) | s [l el] 2 [Irh@) | + [ rh@) (]
k=n+1

et en tenant compte de (48) et de (49) on déduit immédiatement 1'es-
timation (47).

Conséquence

Sous les conditions du théoréme précédent la solution générale de I'equation
(2) posséde la forme

(650) ¥ = c,p@)}{D(x) + [[D(x) — D()] [k(t) — Ut) B(t)] de} +
+ 6@l — [ [D(@) — D)] Ut) At} + ny(x).

(61) ¥ = e{pl) D)) + f?[sv(x) D(x)) —
— B) (@)} () — Ut) D)) ey +
+ (@) — f{[«p(z) B@)]' — D) ¢/ (@)} 11) de + my(z),
(62) |m@) | = 21| ¢ || g(x) D) x¥(=) exp {2x(x) @)} 1 + B~X(x)],

(63) [ 7o) | £ 1l € {|[p(x) P@)]'| +
+ | ¢'(@) D)} #*(x) P~*(x) exp {2x(2) P~Hz)} 1 + P ()]

Démonstration. Du théoréme précédent on obtient pour n =1

o — [les(l® — k) + e5l] + 8(=)
¥ = @) (D(x), 1) w"
‘ ¢s — [ [ey(kD — 1D?) — c D] + Sk(x)
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et en posant
Mne) = ¢) [D(z) di(z) + 03(x)]

on obtient facilement la formule (50). En vertu de (47) on tire d’ici (52).
D’une maniére analogue on trouve (51) et (53).
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