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SUR UNE APPLICATION DE LA THÉORIE DES 
CORRESPONDANCES DÉVELOPPAB LES DE E. ÔECH 

K A R E L SVOBODA, BRNO 

Présenté le 14 Septembre 1965 

Le but de ce mémoire consiste dans des études plus détaillées des 
correspondances développables entre deux congruences de droites 
plongées dans des espaces symplectiques à une dimension impaire 
quelconque. Ces études ont pour base la théorie développée par M. E. 
Cech dans son travail [1] dans le cas des congruences non-paraboliques 
d'un espace projectif à trois dimensions. Dans ce qui suit, nous nous 
proposons de montrer qu'il est possible de définir, même pour les con
gruences de droites dans des espaces symplectiques à une dimension 
quelconque, les déformations spéciales, qui ont été considérées par 
E. Ceeh dans le cas mentionné, et de déduire leurs propriétés essentielles. 

Ce travail prend pour point de départ les résultats du mémoire 
antérieur [2] qui a été consacré à l'étude de la déformation symplectique 
du second ordre des congruences en question. 

1. Soit L une congruence non-parabolique de droites plongée dans 
un espace symplectique Sp2nX à 2n — 1 dimensions (n ^ 3). On peut 
associer, à une droite quelconque de L, un repère mobile formé de 2n 
points linéairement indépendants A1? . . . , A2n de manière que les 
équations fondamentales de la congruence L ont la forme 

(1.1) <\A; = <o\Aj (i,j = 1, ...%,2n), 

les coefficients co\ étant exprimés, d'après les résultats du mémoire [2], 
par les relations 

(1.2) co\ = 0, oÂ = 0, (4 = 0, col = °> 
o)§ = ao)x, to\ = bco2, 
co\ = ocxcox — a0co2, co\ = $xco2 — $0cox, 

aa2cox — axCOg, cof = b/32co2 — Pxcox, ,.4 = -

co% = освсох — ba2co2, co\ = fl3co2 — af}2cox, 

,_! = 0, o4a = 0 (a = 1, 2; /9 = 2a + 3, .. ., 2n), 

w{ = yj

bcox, co{ -= y{co2 (j = 7, . .., 2n), 
ou 

(1.3) <DX 
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On a, en outre, les relations symplectiques 

(1.4) co\ + col = "<>, <4 + co\ = 0, co| + col = 0, 
OJ| = —co2 , co\~ —<°n <°î " — ^ 2 » ^6 ~ —aco1, 

co| = 0 , co\ = 0, co| = 0 , co| = 0 , 

(of-i = 0, a>** = 0 (a = 1, 2; 0 = 2a + 3, . . . , 2n), 
w* = y&fyû>2> ">? = — y f e ^ i (i> * = 7, . . . , 2n). 

Il faut supprimer, dans les systèmes précédents (1.2) et (1.4), les équations 
qui expriment les formes cof pour i, j > 6, si n = 3. 

Toutes les considérations qui suivent s'appuient sur la supposition 
que les fonctions a, b, a ,̂ fc (i = 0, . . . , 3) soient différentes de zéro. 

Les équations de Pfaff (1.2) ont pour conditions d'iritégrabilité les 
relations extérieures quadratiques 

(1.5) [coiída + a . co} — 2cof — cof)] = 0, 

[co2(d6 + b . co| — 2co|— ~coJ)] = 0, 

[co^dai + ^ . co| — o)l)] — [co2(da0 + a0 . 2col — co\ — co\)] = 0, 

a[co1(da2 + o^ . co\ — co|)] — [co2(dax + ax . co\ — cof)] = 0, 

[co^dag + a3 . co\ — co| — co| + co%)] — b[co2(da2 + a2 . co\ — cof)] = 0, 

[toxm» + Po • 2co} -co f -Vf ) ] - [a>a(d& + pt . CQJ=^OJ)] = 0, 

K(d& + px. co} - co\)] - 6[co2(dI32 + ft . cof - co|)] = 0, 

alatiW, + 0,.a4 — col)] — faiffl» + A • «1 — «4 + .®8 — «4)1 = » 

et, en outre, dans le cas de n > 3, les relations ultérieures 

(i.6) K W + A- < - <"i - H + yg«>t)1 = o. 

[»»(dyJ + y{.<4-<-~ < + v>m = o 
(j,fc = 7, . . . ,2«). 

Comme d'habitude, nous introduirons le symbole ô pour indiquer 
une différentiation relative au changement des paramètres secondaires 
et nous poserons cof(<5) = ef. Cela étant, on a, d'après (1.3) et (1.5), 
en particulier 

(1.7) èco1 = (e} — ef) co1, èco2 = (e| — ef) co2, 
ôa = —(e} — 2e| — ef) a, ôb = — (ef — 2e| — ej) 6, 

âa0 = - ( 2 e | - e î - e f ) a 0 , «& = —(2e} —ef —e§)0o, 
*«! = — (e| — ef) a1; dfc = -(e} — e£) A, 
cta2 = —(ej - ej) a2? àpt = -(ef - eg) /J2 
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et il en résulte, d'après (1.2), 

(1.8) ôco\ =(e\ — el)co\, ôco\ = (e\ — e\) co\, 
ôcoi = (ef - e£) cof, ôco\ = (e£ - ef) cof. 

Les équations (1.7) et (1.8) montrent que les formes différentielles 
quadratiques 
(1.9) cp = cofco|, y> = cofco? 4 ' 

CO20j\0)\ (^CO^Co! 
Ji — 7" > ./2 ~ 

COi co. 

01 = 

2 

co2cof co^col 
Oytof 

sont invariantes. En suivant les idées principales de E. Cech [1] nous 
appelerons cp la forme ponctuelle, tp la forme planaire, fx la première 
et / 2 la seconde forme focale, gx la première et c/2 la seconde forme asymptoti-
cale de la congruence L. En outre, nous appelerons élément linéaire 
symplectique de la congruence L l'ensemble des formes cp, tpt fl9 fz, 
0 1 , 0 2 ' 

Comme les formes en question sont liées par les identités 

(1.10)- <PY=fif*> / i = Wi = 7 - . / » = - 7 - = W i » 
02 01 

l'élément linéaire symplectique est déterminé parfaitement par trois 
des formes considérées. 

2. Une congruence L d'un espace symplectique Sp2nmmX se trouve 
définie, d'après (1.2), (1.3) et (1.4), par le système suivant d'équations 
différentielles 
(21) dA1 = co\A1 + cof̂ 42 + coxA^, 

àA2 = co\A1 + co|A2 + oj2Aé, 
dA2 = — co2At + co|A3 + co|AU + acoxAby 
dA± = — coxA2 + co|A3 + Ojf44 + 0C02AHt 
dA5= — bco2Az + co|A5 + co%A% + yja.v.1,, 
cL46 = — acoxA4 + co|Ai5 + co|A6 + Y^tAp 
dA( = y J 0 ; ^ 2 ^ 5 ~ 750^1^6 + C0l-4f 

( t , j==7,- . . - ,2n) , 

dans lesquelles il faut supprimer, dans le cas de n = 3, les membres 
qui contiennent les points A7, . . . , A2n et de substituer à cof, co|, co|, 
cof, cog, col d'après (1.2). 
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Outre la congruence L, nous allons considérer une autre congruence 
non-parabolique L' qui se trouve plongée dans un espace symplectique 
Sp'2n_1. La congruence L' soit déterminée par un système d'équations 
différentielles qui s'obtient de (2.1) en y désignant par un accent toutes 
les expressions relatives à L''. 

Supposons que les droites des congruences L et L' se correspondent 
dans une correspondance développable C portant chaque surface 
déVeloppable de L dans une développable contenue dans L'. En posant 

(2.2) TJ = ro'î —«>î (i , j = l, . . . , 2 n ) 

on peut définir, sans restreindre la généralité, la correspondance envi
sagée C par les équations différentielles 

(2.3) тf = 0, т | = = 0 

qui entгaînent. ďaprès [2], les relatíons 

(2.4) т i _ 
т i -

- r 2 — т 3 . 

т2 — т3 -
= --_• 

En vue des recherches suivantes, considérons tout d'abord une 
transformation symplectique H entre les espaces Sp2n_1 et $I>2„._.i» 
qui réalise un contact analytique du premier ordre des congruences 
L et L'. Il est démontré dans le mémoire [2] que, pour chaque couple 
de droites correspondantes des congruences L et L', ils existent des 
transformations symplectiques H jouissant des propriétés énoncées et 
que ces transformations tangentes à la correspondance C sont exprimées 
par les équations 

(2.5) HAX = QA[, HA2 = Q-^A'Z, HAZ = QA%, HA^ = D ^ , 

HA• = a\A'} (i, j = 5, . . . , 2n), 

où Q est une fonction différente de zéro et les a\ satisfont aux relations 

(2.6) a\a)grs = gi/} (i, j , r, s = 5, . . ., 2n). 

Maintenant, nous allons borner les transformations tangentes à C 
en démandant qu'elles réalisent un contact analytique du premier 
ordre des systèmes réglés engendrés par les droites [A3A4] et [A3A4]. 

On a, d'après (2.1), 

d[A.3__4] = — ̂ [ A j A J + co1[_42_48] + bco2[AsAQ] — aco^A^] 

et il en résulte, en vertu de (2.5), 

(2.7) _T_3_4] = [A3Aa 
H d[_3_4] = d[AâA;] + obcoji&A^A;] — b'œ2[A^] -

— Q^acojailA'^] + a ' w ^ A g ] (j = 5, . . . , 2w). 
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Les suppositions faites au sujet des transformations tangentes H 
entraînent donc les relations 

(2.8) aa\ = Qa\ a% = 0, aj = 0, af = 0, ba% = Q-W, a | = 0 
(j = 7,.. . .„2»), 

les équations qui expriment a\, a | étant à supprimer si n = 3. En 
tenant compte de (2.6), on peut spécialiser les repères associés aux 
congruences L et IJ de manière que 

(2.9) a = a, b' = 6. 

Cela étant, les transformations symplectiques H qui réalisent un 
contact analytique du premier ordre des congruences L et L' et simul
tanément des systèmes réglés ([J3J4]) et ([^3A4]) se trouvent déter
minées, d'après (2.5), (2.8), (2.9), par les équations 

(2.10) HAX = QA[, HA% = Q-iAi, HA3 = QA'S, HA, = Q^A^ 
HA5 = QAI HA, = g-MJ, HA, = a{A; (i,j = 7, . . .,2n), 

le groupe d'équations écrites en dernier lieu étant a supprimer si n = 3. 
Pour abréger, nous appelerons la transformation tangente H qui jouit 
des propriétés mentionnées transformation canonique tangente à la 
correspondance C. 

3. Au sens des recherches de E. Cech, nous introduirons les définitions 
suivantes: 

Une correspondance développable C entre deux congruences L et L' 
s'appelle \° déformation ponctuelle, 2° déformation planaire, 3° déformation 
focale de première resp. seconde espèce, 4° déformation asymptoticale de 
première resp. seconde espèce, si les congruences L et L' jouissent de la 
propriété d'avoir la même 1° forme ponctuelle, 2° forme planaire, 
3° première resp. seconde forme focale, 4° première resp. seconde forme 
asymptoticale. 

Dans ce qui suit, nous allons nous occuper des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que les congruences L et L1 en question soient en 
déformation d'un des types mentionnés. Pour cela, considérons les 
correspondances ponctuelles At->A'1, A2-* A'2, A$ -> A'%, A4->A^ 
déterminées par la correspondance C entre les surfaces engendrées 
par les points en question. 

On a, en vertu de (2.1) et (2.10), pour une transformation canonique 
tangente quelconque 

(3.1) HAX = QAI HÛAX = d(QAi*) + (.)Ai + (Q^cof- Qto'{) A^ 
H dA2 = d ( ^ 4 ) + (.)Ai + (QCOI- r ^ ' I M u 
H dA9 - d(QA'B) + .(;) A'z + (r*co£- QCO'D .4*, 

HA, = Q-Ul tfdi4 = die-Ù'à + (.)Al+ (Qco*-rW*)4g. 

HAX = QAl 
HA, = Q~1ЛÍ 
HAt = Qлś> 
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Cela étant, on voit immédiatement que cp = cp' si et seulement si les 
deux premières équations du système 

(3.2) co'l = Q~2CO\, co'l = çfco\, co'l = Q-2CO$, a ) ' ! = Q2(0l 

sont vraies et que les conditions nécessaires et suffisantes pour l'égalité 
des autres formes invariantes (1.9) peuvent être exprimées par les 
couples convenables de relations (3.2). Or, on a, d'après (3.1), <p = cp' 
si et seulement si une transformation canonique tangente réalise un 
contact analytique du premier ordre entre les surfaces (Ax) et (A[), 
(A2) et (A£). Comme les résultats analogues sont valables même pour 
l'égalité des autres formes (1.9), on peut caractériser les déformations 
signalées plus haut par les affirmations suivantes: 

Une correspondance développable C entre les congruences L et U est 
une 1° déformation ponctuelle (cp = cp'), 2° déformation planaire (y) = ip'), 
3° déformation focale de première espèce (fx = /x) resp. de seconde espèce 
(f2 = jfg), 40 déformation asymptoticale de première espèce (gt = g[) resp. 
de seconde espèce (g2 = g2), si et seulement si, pour un couple quelconque 
de droites correspondantes de L et L', il existe au moins une transformation 
symplectique canonique, tangente à la correspondance C (c'est-à-dire une 
transformation tangente aux correspondances [AXA2] -> [-4 ̂ 4 g], [^3^4] ~* 
~> [^gilj), qui est simultanément tangente aux correspondances 1 ° Ax ->A^, 
A2 -*A'2, 2° A% ->A'3, A4 ~> A'é,3° Ax -> A[, A4 -> A'4resp. A2->A2, 
Az -> Aç, 4° At -> A'x, Az ~> A'z resp. A2 -> A'2, A4 -> A'é. 

Remarquons qu'il est possible de remplacer la surface (Az) resp. (A4) 
par la surface (Ax) resp. (.42) considérée comme enveloppe des plans 
focaux [AXA^A^\ resp. [4^42^44]. Cela permet de formuler les résultats 
précédents sous une forme qui ne diffère pas essentiellement des résultats 
relatifs aux congruences de droites dans des espaces projectifs à trois 
dimensions (v. [1]). 

Nous décrirons encore une autre signification géométrique des dé
formations focales et asymptoticales. 

On obtient de (1.5) par un calcul facile 

(3.3) d[AtAz] = (co\ + col) [AXAZ] + co&A^,] + aco^A^] + co\[A2A^ 
d[AxA4] = -cox[AxA2] + col[AxAz] + (co{ + col) [AtA4] + 

+ bw£AxA%] + co\[A%A4] + cox[A3A4] 

de sorte que l'on a, d'après (2.9), pour une transformation canonique 
tangente H quelconque 

(3,3) H[AXA3] = Q*[A;A'3], tfdOM,]- d{Q*[AiA'3]) + (.)[A[A'3] + 
+ (<oi - QW*) [AiA'J + (o>? - Q*œ'l) [A'%A'3], 

< ^ t - M J = \4iAZ\, Hd[4i-4J = AA'^] + (.) [A'^l] + 
+ ( e M - a>'*) [A{A'S] + (e-*a>l - œ'f}[A^. 
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Les relations précédentes (3.4), ainsi que les relations analogues pour 
les systèmes réglés engendrés par les droites [-42-44] et [̂ 42-43] permettent 
donc d'énoncer les théorèmes suivants: 

Une correspondance développable C entre les congruences L et L' est 
une 1° déformation focale de première resp. seconde espèce, 2° déformation 
asymptoticale de première resp. seconde espèce, si et seulement si, pour 
un couple quelconque de droites correspondantes de L et L', il existe au 
moins une transformation symplectique canonique, tangente à la correspond 
dance C} qui est simultanément tangente aux correspondances 1° [AtAé]-^ 
-> [A[A'é] resp. [A2AZ] -> [A'2A'3], 2° [AtA3] -> [A[A'Z] resp. [A2A4] ~> 
~>[A^A',]. 

4. Il a été démontré dans notre mémoire antérieur [2] que les 
congruences L et L' se trouvent en déformation symplectique du second 
ordre si et seulement si l'on a (2.9) et s'il existe une fonction o ^ 0 
qui satisfait aux équations (3.2). On en obtient immédiatement le 
résultat suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour la déformation symplectique 
du second ordre d'une congruence non-parabolique d'un espace symplectique 
à 2n — 1 dimensions est Vinvariance de son élément linéaire symplectique. 

En comparant les conditions nécessaires et suffisantes pour les dé
formations introduites dans ce travail et celles pour la déformation 
symplectique on obtient l'affirmation qui suit: 

Les congruences L et L1 étant en déformation symplectique du second 
ordre, elles sont en même temps en déformation ponctuelle, en déformation 
planaire, en déformation focale de première et de seconde espèce et en 
déformation asymptoticale de première et de seconde espèce. Inversement, si 
les congruences L et L' sont en trois de ces six déformations, elles sont 
aussi en déformation symplectique du second ordre. 

5. Les conditions analytiques pour les déformations étudiées consistent 
dans l'existence d'une fonction Q ^ 0 qui satisfait à un couple convenable 
de relations (3.2). Cherchons les conditions d'intégrabilité de ces deux 
relations et, pour cela, écrivons les différentielles extérieures des équationa 
(3.2). 

On obtient, en vertu de (2.4), les relations extérieures quadratique» 
que l'on peut ramener par un calcul facile à la forme 

(M, [•»ï(^+,;)]=o, [„s(^+IÎ)]_o, 

Pour chacune des déformations en question, nous ne considérons dans ce 
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qui suit que le cas général exprimé par la supposition 

(5.2) - ^ - + x\ 4. 0. 

Rappelons que les courbes, qui se trouvent situées sur la surface 
focale (Ax) resp. (A2) et appartiennent au complexe absolu K, sont 
déterminées par l'équation différentielle o){ = 0 resp. œ>\ = 0. Les 
courbes en question s'appellent, d'après [2], courbes compleetiques 
des surfaces focales de la congruence L. On voit facilement de (2.1) en 
vertu de (1.2) que les tangentes des courbes a>| = 0 resp. OJ| = 0 sur 
la surface (A3) resp. (A4) appartiennent aussi au complexe K. Les 
courbes mentionnées apparaissent ainsi comme courbes compleetiques 
des surfaces en question. Cela étant, nous nous proposons de démontrer 
les résultats suivants: 

Les congruences L, qui admettent la déformation 1°ponctuelle, 2° planaire, 
3° focale de première resp. seconde espèce, 4° asymptoticale de première 
resp. seconde espèce, jouissent dans le cas considéré de la propriété que 
les courbes compleetiques situées sur les surfaces 1° (Ax) et (A2)} 2° (,4g) et 
(AJ, 3° (Ax) et (A,) resp. (A2) et (AL3), 4° (At) et (.A3) resp. (A2) et (Aé) 
se correspondent, les unes aux autres, dans une correspondance ponctuelle 
qui se trouve déterminée entre les surfaces en question par la congruence L. 

La démonstration de la proposition précédente découle facilement 
de (5.1) et (5.2). En effet, les congruences L et L' étant, par example, 
en déformation ponctuelle, les relations écrites dans la première ligne 
de (5.1) ont lieu. On en déduit, en se basant sur (5.2), que [cofeD|] = 0. 
Or, cette dépendance des formes cof, col entraîne que les courbes 
compleetiques des surfaces focales (Ax) et (A2) de la congruence L se 
correspondent mutuellement. La démonstration des affirmations relatives 
à une des autres déformations considérées est tout-à-fait analogue. 

En terminant, nous allons prouver le théorème suivant qui concerne 
la question de la généralité et de l'existence des congruences admettant 
une des déformations envisagées: 

Les congruences L qui admettent la déformation 1 ° ponctuelle, 2° planaire, 
3° focale de première resp. seconde espèce, 4° asymptoticale de première 
resp.'seconde espèce existent et elles dépendent d'une fonction arbitraire 
de deux variables. 

Pour abréger, nous démontrerons le résultat précédent dans le cas 
de la déformation ponctuelle en laissant de côté la démonstration des 
affirmations résiduelles. D'après ce qui précède, on a, pour une congruence 
L qui admet la déformation ponctuelle, [o>fco|] = 0 de sorte que les 
formes cof, co| sont liées par une relation linéaire. Or, on vérifie facilement 
en vertu de (1.2) que cette relation a la forme 

(5.3) a0O4 + &c»! = 0. 
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La congruence L en question se trouve ainsi définie par le système 
d'équations différentielles (1.2), (1.4), l'équation qui exprime la forme m\ 
étant remplacée par la relation (5.3). Les conditions d'intégrabilité 
du système mentionné sont exprimées par les relations extérieures 
(1.5), (1.6), la relation qui se produit par la differentiation de l'équation 
exprimant la forme col dans (V2) étant remplacée par la relation 

[col «o(^i + Pi • «>i — *4) — A(d*o + *o • 2<*>| — coj — «4)] = ° 

déduite par la differentiation extérieure de (5.3). Il en, résulte que le 
système considéré est en involution et que sa solution la plus générale 
dépend d'une fonction arbitraire d'une variable. 
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