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FIXPUNKTSATZ UND MONOTONE LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG '

ym) + B(.’I:, Y, y’, cee y(n—l)) Yy = 0
MARKO SVEC, BRATISLAVA

(Eingegangen am 27. Jénner 1966)

Die vorliegende Arbeit hat zwei Teile. Im ersten Teil ist eine Ver-
allgemeinerung des Schauderschen Fixpunktsatzes gegeben. Im zweiten
Teil ist mittels dieses Fixpunktsatzes die Existenz der monotonen
Losungen der Gleichung (E) bewiesen.

I

Wir fithren zuerst einige Definitionen ein und beweisen einige Hilfs-
sitze und Sétze und zum SchluB vier Fixpunktsétze.

Definition 1. S, moge die Menge aller Funktionen bedeuten, die auf
einem Intervall J stetige und beschrdnkte Ableitungen bis zu der n-ten
Ordnung inklusive haben. Istf(z) € S, so sei || f(z) || = max {qup [ FO)}

0<isn

die Norm von f(x). Bei dieser Norm ist 8, ein Banachscher Raum.
Definition 2. Seien f,(z), k = 1, 2, ..., f(x) die Funktionen, die auf J

stetige Ableitungen bis zu der n-ten Ordnung inklusive haben. Wir

werden sagen, daf die Folge {fy(x)}i>, zu f(x) auf J quasi-gleichmiBig

konvergiert (kurz: g-konvergiert), wenn fiir jedesz € Jund< = 0,1, .. .,n
lim /(@) = f(z)
k>0

ist. Wir werden schreiben: f(z) % f(x) auf J.

Bemerkung 1. Es ist lelcht zu ersehen, daf jede Teilfolge einer
zu f(x) g-konvergenten Folge selbst zu f(x) g-konvergiert.

Bemerkung 2. Aus der Konvergenz nach der Norm || || in 8,
folgt die g-Konvergenz.

Definition 3. Die Menge M < S, heilt quasikompakt (kurz: g-kom-
pakt) in 8,,, wenn jede unendliche Teilmenge von M eine in S, g-konver-
gente Folge enthalt.

Definition 4. Die Funktionen der Menge M < S, heiflen glelchgradlg
stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine nur von ¢ abhangende Zahl () > O
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derart gibt, daB fir |x—2a'| < d(¢), #, 2 €J und jede Funktion
f@)eM
[fO(x) —f2') | <6, ©=0,1,...,n

ist. Die Funktionen der Menge M < §, heiBien gleichmiig beschrinkt,
wenn es eine solche Zahl K gibt, daf3 fiir jede Funktion f(z) € M und fiir
jedesze Tund ¢ = 0, 1, ...m, |f¥=)]| S K ist.

Definition 5. Ist M eine Menge der auf J definierten Funktionen und
{a, b ein Intervall aus J, so bedeute M {a, b)> die Menge aller partiellen
Funktionen, die durch M und das Intervall {a, b> bestimmt sind.

Hilfssatz 1. M sei eine unendliche Menge von S,,. Sei weiter M<a, b)
fiir jedes abgeschlossene Intervall {(a, b aus J C-kompakt, d. h. im Sinne
der Norm: ist g(x) € M{a, by, so ist || g(x) |l = max{ma,;: | gP() }

0sis

die Norm wvon g(x). Dann kann man aus M eine Folge { f,c(x)}k 1 aus-
waihlen, die auf J zu irgendeiner Funktion v(x) g-konvergiert. Ist M
beschrdnkt, so ist v(x) € S,, also M ist g-kompakt.

Beweis. Man bildet die Folge der Intervalle {a;,b,>,j = 1,2,
so, daB <{ab;> < <@;+1, bj+1), lim a; gleich dem linken Randpunkt und

1>

llm b; gleich dem rechten Randpunkt von J ist. Nach der Voraussetzung

181; M <a;, b;> C-kompakt. Man kann also die Teilfolgen {f;x(x)}21,
Jj=1,2,...,aus M so auswihlen, daB {f;(x)};., auf <a;, b;> nach der
Norm C und darum auch g-konvergiert und daB {f,+, x(%)};-, eine Teil-
folge von {f;(x)};-, ist. Bildet man die Diagonalfolge {f;;(*)};.; aus
den Folgen {f(#)}i.1, j=1, 2, ..., so sieht man leicht, daB dlese
Diagonalfolge zu irgendeiner Funktion v(z) auf J g-konvergiert.

Wenn M beschrinkt ist, d. h. wenn || f(z) || < K fiir jede Funktion
flx)e M, soist |v¥(x) | < K firzeJ undi = 0,1, ...,n Das bedeutet,
daB v(z) € S, ist. Also M ist g-kompakt.

Hilfssatz 2. Die Funktionen der Menge M < S, seien gleichmipig
beschrankt und gleichgradig stetig. Dann ist M q-kompakt.

Beweis. Aus dem Satz von Arzels folgt, daB M {a, b> fir jedes
Intervall <{a, b)> aus J C-kompakt ist. Die Behauptung des Hilfssatzes 2
folgt dann aus dem Hilfssatz 1. |

Definition 6. Ein Operator T auf 8,:8,—8,, heilt quasistetig (kurz
g-stetig), wenn aus fi(x) L f(x), fil x) f(a:) eS folgt daB hm || Tfix) —
Tf(z) || =0 ist.

Hilfssatz 3. Ist T auf S, g-stetig, so st T auf S, stetig.

Beweis. Nach der Bemerkung 2, aus lim || fy(z) —f(2) || = 0 folgt,

. k—+o
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daB fi(x) 4 f(x) und daraus, da T g¢-stetig ist, lim || T'f\(x) — Tf(z) || = O
ist. k—>

Satz 1. Sei F ein Funktional auf 8, X S, und T ein Operator auf S, .
Es sei

1. F q-stetig, d. h. aus f (x) 4 f(z), 9:(%) & g(x) folgt lim {F[f(x),g,(x)]—
— F[f(), 9(33)]} =0; k>

2. Flf(z), f(z)] = 0;

3.l Tfl(x)—sz | £ F[fy(x), fol2)]-

Dann ist T q-stetig und darum auch stetig.

Beweis. Aus f,(z) 4 f(x) folgt ’lcim Ff(x), f(x)] = F[f(x), f(x)] =

und daraus nach 3. lim || Tf () — T'f (x) || = ’}im Fifi(x), f(x)] = 0.

k>0

Hilfssatz 4. Sei M < 8, eine g-kompakte Menge und T ein auf S,
g-stetiger Operator. Dann st TM kompalkt.

Beweis. Sei {g,(%)};-; irendeine unendliche Folge aus TM und
{f1(@)}i-, die zu ihr gehdrige Folge aus M, so daB Tfy(x) = gi(@), k = 1,
2, ..., ist. Da M g-kompakt ist, kann man aus{f,(z)}s-, eine in S, q-kon-
vergente Folge {f,.(x)}5-1 auswihlen. Nun aber aus der q-Stetigkeit von T'
folgt die Konvergenz von {Tf,(x)}f., nach der Norm. Die Folge
{9:(x)}., enthilt also eine Teilfolge, {g,(x)} = {Tf,(*)}, die nach der
Norm konvergiert.

Satz 2. Sei T' ein g-stetiger Operator auf S,,. Set M < 8, eine konvexe,
abgeschlossene und q-kompakte Menge und set TM < M. Dann hat T
mindestens einen Fixpunkt in M.

Beweis. Da T g-stetig ist, ist er auch stetig. Nach dem Hilfssatz 4
ist M kompakt. Die Existenz wenigstens eines Fixpunktes von 7'
in M folgt aus dem Fixpunktsatz von Schauder.

Fixpunktsatz von Schauder. Set M eine konvexe, abgeschlofene Teil-
menge des Banachschen Raum R. Set T ein stetiger Operator auf M.
Set TM kompakt und TM < M. Dann hat T mindestens einen Fiz-
punkt in M.

Hilfssatz 5. Sei M < S, die Menge der gleichmifig beschrinkten und
gleichgradig stetigen Funkttonen. Dann:

a) Die Konvexe Hiille M von M ist ebenfalls eine Menge der gleich-
mdssig beschrinkten und gleichgradig stetigen Funktionen von S,,.

a) Die abgeschlossene Hiille M von M ist ebenfalls eine Menge der
glewhmaﬁzg beschrdankten und glewhqradzg stetigen Funktionen von S,,.

Beweis. a) Die konvexe Hiille M besteht aus allen Funktionen f(x)
der Form
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m m
) fl) =,_Zl % f @), g ux=1  az0,
wo fi(x) € M sind. Gilt fiir jede Funktion fy(x) € M, daB | f(x)| £ K,
J = 0,1,..., n ist, so sieht man gleich, dafl
m m
1fP@) s 2 o |fP@)]S 2 K=K
" i=1 i=1
ist.

Sei nun M die Menge der gleichgradig stetigen Funktionen, d. h. zu
jedem ¢ > 0 g1bt eine nur von ¢ abhingende Zahl d(¢) > 0, so daB
| f@) —fP@) | <e §=0,1,...,n, fur[a,——a:|<6()und]ede
Funktion f;(x) € M. Dann aber erhalten wir fiir die Funktlon f(z) aus (1),

daB | fo(x) — (@) | Z o | fP(x) —fP(x) | < Z xe=¢ j=0,
i=1

1,...,n, fir |z —2'| < d(¢). Das bedeutet, daB M eine Menge der
gleichgradig stetigen Funktionen ist.

b) Fiir jede f(z) e M gelte nun, daB |f(z)?| = K, j = 0,1..., n.
Es sei g(z) € M g(x) € M. Dann gibt es eine Folge{ f,(2)};-, aus M derart,

daB lim Hf,‘, gx) || = 0 ist. Also lim | fP(x) —g¥(x) | = 0,
j=01...,n Nun aus | gN(@) | S | fP@)] + | fP(x ——g"’(x) | <K+
+ |f‘7’ ——-g‘”(x) | erhalten wir fiir & — oo, dass [gD(x) | < K,
j=0]1, ..., n, ist.

Sei nun M eine Menge der gleichgradig stetigen Funktionen. Also zu

& > 0 gibt es eine nur von & abhingende Zahl d(¢) > 0 derart, dal

fiir | x — 2’ | < d(¢) und fiir jede Funktion f(x) e M undj = 0,1, ..., n

gilt: | fP(x) —fP«') | < €/2. Sei nun hA(x)e M beliebig gewihls.

Es gibt dann eine Folge {f,(2)}¢-, in M derart, daB lim || f,(z) — h(z) || =0
k

ist. Nun aber fiir | « — &' | < d(&) erhalten wir, dal | A?(x) — AP(2') | £
< | (@) — k@) | + | fP@) —fP@) | 4 | fP) —hO() | <

< | fx) —hD(x) | + €/2 + | fP (') —RhIE')|, j=0,1,..., n, ist.
Daraus erhalten wir durch Limesbildung, daf | A9(x) — hO)(x') | < &,
j=0,1,...,n,ist.

Hilfssatz 6. (Sieke [1], 8. 351.) Ist M < S, eine konvexe Menge, so
st die abgeschlossene Hiille M von M ebenfalls konvex.

Satz 3. T' sei ein g-stetiger Operator auf S,. Sei weiter M < 8, eine
konvexe, abgeschlossene Menge und TM eine Menge der gleichmdfig
beschrinkten und gleichgradig stetigen Funktionen und ses TM < M.
Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M.

Beweis. Sei TM = M, und M, = N die konvexe Hiille von M,.
Nach dem Hilfssatz 5 ist N eine Menge der gleichmiBig beschrinkten
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und gleichgradig stetigen Funktionen. Sei weiter N die abgeschlossene
Hiille von N. Nach dem Hilfssatz 5 ist N ebenfalls eine Menge der
gleichmédBig beschrédnkten und gleichgradig stetigen Funktionen, also
nach dem Hilfssatz 2 ist sie g-kompakt. Da N konvex ist, ist N (nach
dem Hilfssatz 6) ebenfalls konvex. Also, N ist konvex, abgeschlossen
und ¢-kompakt.

Nun, TM = M, < M. Da M konvex ist, ist M Nc Mund da M
auch abgeschlossen ist, ist N < M. Daraus folgt daB TN <« TM =
=M,c M,=N < N c M ist. Nach dem Satz 2 hat 7' mindestens
einen Fixpunkt in N, und darum auch in M.

Satz 4. T sei ein Operator auf 8, solcher Art, daf aus

2)  file) 4 f@), fi@) €8,, f@) e, {Ilfix) |1}i-, beschrinkt

lgt
Jolg | Tf ) — Tf(@) || >0 fiir k> 0.

Sei M < 8, eine konvexe, abgeschlossene Menge und TM eine Menge
der gleichmdfiig beschrinkten und gleichgradig stetigen Funktionen und
set TM < M. Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M.

Beweis. Man sieht leicht, daB aus der Bedingung (2) die Stetigkeit
von T auf S,, folgt. M, N, N sollen dieselbe Bedeutung wie im Beweise
des Satzes 3 haben. Wir haben dort gezeigt, da N eine konvexe, abge-
schloBene und g-kompakte Menge ist und da3 TN < N ist. Wir brauchen
nur zu beweisen, dal TN kompakt ist. Sei.D = TN irgendeine unendliche
Teilmenge von 7'N. Dann gibt eine Teilmenge C' < N, daB TC = D ist.
Da N g-kompakt ist, kann man in C eine Folge {g,(x)};., und eine
Funktion g(x) in S, a.uswahlen, daB g(x) & g(z). Da N gleichmiBig
beschrankt ist, ist {||9,(®)|}5.; beschrinkt. Dann aber nach (2)
hm || Tg.(x) — Tg(x) || = 0 ist. Dannt ist bewiesen, daB TN kompakt

lst Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem Schauderschen Fix-
punktsatz, den man auf N verwendet.

Definition 7. Eine Menge M < S heifit g-abgeschlossen, wenn aus
ful®) €8,,.f@) 5. fyla) folgt f()

Satz 5. Se: s S, eine konvexe und q-abgeschlossene Me'nge Sez T -
ein auf M deﬁmerter und q-stetiger Operator, d. h. aus fi(x) 4 f(x),
Ji@) € M, f(@) < M folgt lim | Tfy(a) — Tf(z) || = 0.

Sei weiter TM eine Menge der gleichmifig beschrinkten und gleich-
gradig stetigen Funktionen und ses TM < M.

Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M.

Beweis. Man beweist leicht folgende Behauptungen: Ist M g-abge-
schlossen, so ist M abgeschlossen Ist T auf M g-stetig, so ist er auf M
stetig.
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Nun habe N dieselbe Bedeutung wie im Beweise des Satzes 3 und 4.
Also N ist konvex, abgeschlossen und g-kompakt und TN < N. Wir
haben nur zu beweisen, da T'N kox_I_{pakt ist. Sei D = T'N eine beliebige
unendliche Menge. Dann gibt in N eine unendliche Menge C derart,
da8 TC = D ist. Da N g-kompakt ist, existiert eine Folge {g:(x)}f_;
in O, daB g,(x) 4 g(x). Da g, (x)e N = M und M g-abgeschlossen ist,

ist g(x) e M. Nun aus der ¢-Stetigkeit von T' folgt, dafl hm || Tgk(x) —

— Tg(x) || = 0 ist. Also D enthilt die Folge {T'g,(» },, 1s dJe nach der
Norm konvergiert, d. h. TN ist kompakt

Die Sétze 2—5 gelten auch fiir einige andere Banachrdume als S,,.

Definition 8. S=i 4, die Menge aller Funktionen, die auf J stetige
Ableitungen bis zu der n-ten Ordnung inklusive haben. Sei R, < 4,
ein Banachscher Raum mit solcher Norm || || », daB aus der Konver-
genz nach diesser Norm die g-Konvergenz folgt.

Satz 6. Ersetzt man S, durch R,, so gilt folgendes:

I. Der Satz 2 bleibt mchtzg

I1. Gilt der Hilfssatz 2, so gelten auch die Satze 3, und §. Wenn noch
aus der gleichmdfigen Beschriinkheit die Beschrinkheit nach der Norm
|| llg folgt, so gilt auch der Saiz 4.

Der Beweis ist leicht. Wir werden ihn nicht durchfiihren.

1I.

Im diesen Teil werden wir uns mit der Differentialgleichung

(E) 3/"” + (___1)n+IB(x’ Y, y” sy y‘”'l)) y= 0

beschéftigen. Wir fithren zuerst einen Hilfssatz ein.

Hilfssatz 7, Es sei Q(x) eine auf dem Intervall (a, o0), —oo =< a,
stetige, michtnegative Funktion, die in keinem Teilintervall von (a, o)
tdentisch verschwindet. Dann hat die Qleichung

y® + (=1)""Q) y =0
eine Losung u(x) mit den Eigenschaften:
(—1D)*u®(z) > 0 oder (—1)k+1u®(z) > 0,
E=0,1,...,n—1,
v) lim u®(z) =0, k=1,2,...,n—1,

X0

lim u(x) existiert und ist endlich.

lim u(z) = 0 dann und nur dcmn, wenn j 2 1Q(x)dx = oo.

\
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Wenn [ a2 1Q(z)dx < oo ist, dann existiert genau eine (bis auf die line-
are Abhdingigkeit) Losung u(x) mit den Eigenschaften (V) und fiir diese
ist lim u(z) % 0. Wir werden sagen,dass dann u(x) die Eigenschaften (V)

x—0

hat.

Den Beweis fiir n ungerade siehe in [2], Sdtze 1, 2, 3. Fiir n gerade
ist der Beweis fast derselbe. Ich danke dem Herrn S. Belohorec, der
‘mich darauf aufmerksam gemacht hat, daB der Hilfssatz 7 und wei-
tere Sétze auch fiir die gerade natiirliche Zahl n gelten.

Satz 7. Es sei folgendes erfiillt:

1° Die Funktion B(x, ug, Uy, ..., U,—,) ist auf dem Gebiete
Qia<zr <o, —0<uU <00, i=0,1,...,0—1,

stetig und nichinegativ so, daf fir jeden Punkt (cy, Cyy ..., Cymy) #
# (0,0, ..., 0)die Funktion B(z, ¢y, ¢, . .., c,—,) in keinem Teilintervall
des Intervalles (a, c0) tdentisch verschwindet.

2° Die Funktion B(x, 4y, Uy, ..., Up—) z'st monoton in jeder der Ver-
dnderlichen u;, i = 0, 1 s n— 1, fiir u; 2 0, so wie auch fir u; < 0.
(Die Monotonie fiir w; 0 bmucht mcht dzeselbe 2u sein wie fiir u; < 0.)

3° Fiir jeden Punkt (co, €1y +ve» Cp—y) U8t

[ &*1B(z, ¢, ¢, - - -, Cyy) dw < 0.
4° Es 1ist

N O
khil:o —Ef " 2B(x, €, €1, - -+, €p—y) A = 0,
wenn [¢;| Sk, 1=0,1,...,n—1, st

Dann geht durch jeden Punkt (xy, Yo), %o € (@, ), Yo 7 0, mindestens”
eine Losung y(x) von (E), welche auf dem Intervall ihrer Existenz die
Eigenschaften (V) hat.

Beweis. Sei U, die Menge aller Punkte u = (u,, 4,, ..., u,—), fir
welche || u || = max | u; | < kist.Seid = (&, &4, ..., &,-,)einsolcher

?
Punkt aus U,, im welchen B(z, g, Uy, ..., 4,—) das Maximum auf U,
hat. Aus der Monotonie der Funktion B(x, ug, %y, ..., %,—,) in jeder
ihrer Verinderlichen u; foglt daB 19‘ einer aus der Zahlen O, k, —Fk gleich
ist. Es ist also

(3) B(x» Ug, Uy - - -,un“l) é B(x’ "90’ 191! .. wﬂn'—l)

fir 2 € (a, ©), ue U,.
Sei nun J = {x,, ) und S,-, der Banachsche Raum (s. Defini-
tion 1.) Sei f(x) € S,—, || f(x) || £ k. Dann ist

4) B(z, f(@), f' @), ....fO D)) < Blx, By, By, ..., 0,)
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fiir € (%), o) und mit Riicksicht auf 3°
(5) [ 1B, f(@), f @), ..., /")) dz <

< [an 1B, 9y, 9y, ..., 9,) dz < oo.

Dies erlaubt uns einen Operator T’ auf S,—, folgendermafen zu definieren:
Ist f(x) € S,—;, so sei Tf(x) = u(x), wo u(x) die Losung der Gleichung

(6) y™ + (=1)"" B, f(x), f'(@), ..., [0 V(@) y = 0, xe]

ist, die durch den Punkt (z,, y,) geht und auf J die Eigenschaften (V)
hat.

Aus dem Hilfssatz 7 und aus (5) folgt, daBl genau eine solche Losung
u(x) von (6) existiert.

Im weiteren werden wir B(zx, f(x)) statt B(z, f(z), f'(x),. .., foD(x))
und B(z, 9) statt Bz, ¥y, &, ..., &,-,) schreiben.

Integriert man die Gleichung (6) mehrmal und beriicksichtigt dabei
die Eigenschaften (V) von u(x), erhdlt man folgende Formeln:

n—t—1

™) woie) = (=1 [ E I g, ) o
1=1,2,...,n—1,
? (v, — )"t

w®) = ?/o—-(_—l)”“fc “(—~—1‘),—‘ B(t, f(t)) u(t) dt 4
(8) (x"
+ (=1t f 1)

Aus den Eigenschaften (V) folgt, daB 0 < u(x) £ y, fir zx e J ist. Be-
rucksxchtlgt man (4), so erhalten wir aus (7) folgende Abschétzungen:

— B(t f(t)) w (¢ dt).

|u(z) | < yof B s

9)
< yo | (t— 1z + 1B, 9) dt = yo A(H),
T =12 n—1,
WO
(10) Ak) = [ (¢ — = + 1)»2B(t, 9) &t

ist. Aus diesen Abschitzungen erhalten wir, dafl
(1) [| Tf(x) || = || w(x) || £ max {y,, yoA(k)} = L(k)
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ist. Das bedeutet, da8 w(z)e S,-, und 7T'S,-, < §,—,. Sei nun M, =
= {f(x)€8,~1 | || f(x) || < k}, also eine Kugel. Dann bedeutet (11),
daB TM, eine Menge der gleichmiBig beschrinkten Funktionen ist.
Aus (7) fiir + = » — 1 haben wir, da

lut-D@)| = [ B(t, ft)] u(t) dt < y, [ B, 9) dt < oo

ist. Daraus beweist man leicht, da8 die Menge der (= — 1)-ten Ableitun-
gen der Funktionen von 7'M, gleichgradig stetig ist. Das aber, zusammen
mit (11), bedeutet, daB 7'M, eine Menge der gleichgradig stetigen
Funktionen (im Sinne der Definition 4) ist.

Nun werden wir zeigen, daB8 7' auf M, g-stetig ist. Sei f;(x) e M,
i=12, ..., fix) & flx), flx) eMk Bezeichnen wir Tf;(x) = w;(x),
Tf(z) = u(x) Nach dem, was wir oben bewiesen haben, sind die Funk-
tionen der Folge {Tf;(x)};%, = {u; (x)}i~, gleichmiBig beschrinkt und
gleichgradig stetig. Es gibt darum eine Teilfolge {u,;(x)};2; = {T'f,;(*)};~,
der Folge {u(x)}?,, die auf J zu irgendeiner Funktion v(x) ¢-konvergiert.
Da weiter { flf x)};>, eine Teilfolge der Folge {f;(x)}2, ist, g-konvergiert
sie zu f(x). Nun fiir »,;(z) gelten die Formeln:

n~ t—1

ud(x) = —l)mf ““‘“TB“ f1;(8)) wy(t) dt
i=1,2...,n—1,

% — fyn—1
'”’1,'(‘”) = yo— (—1)n*! f @ro—%‘B(t: flj(t)) uy(¢) d¢ 4
)n+1f 1)' B(t f17 )) wy(t) dt.

Da die Funktionen unter dem Integralzewhen integrierbare Majoranten
Yolzo —£)""1B(¢t, 9)/(n — ¢ —1)! haben, erhalten wir durch Ver-
wendung des Lebesgueschen Satzes, daf3

n—i—

1
Vi) = (— "“f i Bl f©) o) a,
1= 1,2, ...,n——l,

@ — -1
v(@) = yo— <—1>“+1f%‘%_%r

G

B(t, f() v(¢) dt +

+ (= [ 1), B(t f(6)) o(6) .

Das bedeutet aber, daB v(z) = Tf (x) = u(x) ist.
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Nun sieht man leicht, da$ aus jeder Teilfolge der Folge {u,(x)}>, eine
zu v(z) = Tf(x) = w(x) g-konvergierende Teilfolge ausgewihlt werden
kann. Das bedeutet, daB die Folge {u,(x)};.; selbst zu Tf(x) = u(x) =
= v(z) g-konvergiert.

Es bleibt zu beweisen, daB lim || u(x) —u(z) || = 0 ist. Aus den

j—>c0
Formeln (7) und (8) und aus den dhnlichen Formeln, die wir fiir . er-
halten, wenn wir in (7) und (8) u;(x) anstatt w(x) und f ;(«) anstatt f(xz)
schreiben, erhalten wir die Abschitzungen:

-1

. ) Ft—a)
| (@) —u®(x) | < f (in—;f)—_l—)—! | B(t, f;(£)) w;(t) —B(t, f(¢t)) u(t) | dt <

< [ (t—=o + 1)1 | B, £;(0) w;(t) — BG, £(6)) u(t) | dt,

i=1,2...,n—1,

Rt — )1
= JEEN B £0) w0 — B, ) u() | @+

« t — x)n-1
+/J ‘m_—z)l)T | B, £(6)) wyt) — B(t, (1) () | df <

< 2 [ (t—a + 1)*2| B(t, £;(0) w;(6) — B, £(t)) u(t) | de.

EZ)

Daraus folgt, daB
I wj@) — w(@) || £ 2 [ (¢ — @ + D B () w,(t) — B(t, £() u(t) | dt.

o
" Durch Verwendung des Lebesgueschen Satzes erhalten wir daraus
lim || u;(2) — u(z)'|| = 0. Damit ist der Beweis der ¢-Stetigkeit von 7'

§—>00
auf M, beendet.

Kehren wir jetzt zu der Formel (11) zuriick. Sie sagt, daBl TM,, in der
Kugel || f(z) || £ L(k) liegt. Aus der Voraussetzung 4° folgt aber die
Existenz einer solchen Zahl k,, da L(k,) < k, ist. Nehmen wir also
die Menge M, . So erhalten wir, da8 TM;, = M, ist.

Jetzt haben wir folgende Situation: My, ist eine Kugel, also sie ist
konvex und man beweist leicht, daB sie g-abgeschlossen ist. 7' ist auf M,
g-stetig, TM;, < M, und TM; ist eine Menge der Funktionen, die
gleichméaBig beschrinkt und gleichgradig stetig sind. Nach dem Satz 5
hat T in M; mindestens einen Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist die
Losung y(x) von (£) auf J, die durch den Punkt (z,, ¥,) geht und auf J
die Eigenschaften (V) hat.
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Diese Losung kann links auf ein Intervall (b, ), @ < b < z,, fort-
gesetzt werden. Es macht gar keine Schwierigkeiten zu beweisen, daf
diese fortgesetzte Losung die Eigenschaften (V) auf (b, o) hat.

Satz 8. Seien die ersten drei Voraussetzungen des Satzes 7 erfiillt. Dann
gibt es zu jeder Zahl my == 0 eine Losung u(x) von (E) mit den Eigen-
schaften (V) auf threm Existenzbereich derart, daf im u(x) = mq ist.

Z—> 0

Beweis. Wir kénnen voraussetzen, dal my, > 0 ist. Es sei & > m,.
U, und B(x, 9) sollen dieselbe Bedeutung haben wie im Beweise des

Satzes 7. Da nach der Voraussetzung f (t — o + 1)»1B(t, 9) dt < oo ist,

kénnen wir die Zahl 2, so wihlen, daB

w0

(12) [ (¢t — a4+ 1) 1B(E, 9) dt = s(k) < U
und "

mg
(13) m <k

ist. Sei J = (&,, 00) und S, -, der Banachsche Raum wie im Beweise des
Satzes 7. Wir definieren auf S,—; einen Operator 7', folgendermafBen:
Ist f(x) € S, , so sei T, f(x) = y(x), wo y(x) die Losung der Dlﬁerentlal-
gleichung

(14) 2™ 4 (—1)™1 B(z, f(x)) 2(z) = 0
ist, die auf J die Eigenschaften (V) hat und fiir welche lim y(x) = m, ist.

T—> 00

Es gibt genau eine solche Losung, wie es aus dem Hilfssatz 7 folgt.
Fiir diese Losung und ihre Ableitungen erhalten wir die Formeln
. 7 (e — )it
(%) J— n+1
(15) Y@ = (=)™ [ oy,

-t=1,2,...,n~—1,

B(t, f(1)) y(t) dt,

(16) y(x) = my + (
Sei

" B, f©) y(6) dt.

M, ={f@ eS8, | If@) || < k).

Sei f(x) € M, beliebig gewdhlt und sei T,f(x) = y(x). Aus den Eigen-
schaften (V) folgt, daBl y(x) auf J abnimmt. Es gilt also 0 < y(x) £ y(a,).
Aus (16) erhalten wir weiter, dafl

0 < y(@) < my+ y(xy) [ (E— o + 1)m1B(t, 9) dt = my+ y(xy) s(k), € J,
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ist. Daraus erhalten wir zuerst, da y(z,) < my + y(%,) (k) und daraus,
mit Riicksicht auf (13),

an 0 < yleg) S 7—gy S b

Also,
0 < (@) < Y@y < k.

Nun koénnen wir schon aus (15) die Abschétzungen fiir y()(z) finden:

| 99) | S ylwo) [ (6 —2o + 1B, 9) = ylao) ok) < y(an) S b
(18) i=1,2 ...,n—1.

Aus diesen letzten Erwigungen folgt, daB || T,f(2) || = || y(x) || £ &,
und daB y(x) € M, ist. Das bedeutet aber, dafl T, M, < M, ist und daB
die Funktionen der Menge 7'\ M, gleichméBig durch k beschrinkt sind.
Daraus und aus der Tatsache, dafl

|y = [ B, £0) 9 b < y(zy) | B, 9 < & [ B, ) < oo

ist, folgt die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen von T, M.

Die g¢-Stetigkeit von T, auf M, beweist man auf demselben Wege
wie die g-Stetigkeit von 7' im Beweise des Satzes 7 bewiesen wurde.

Also, alle Voraussetzungen des Satzes 5 erfiillt sind. Darum hat T,
auf M, mindestens einen Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist die gesuchte
Lésung u(z) von (E).

Bemerkung 3. Die Sitze 7 und 8 verallgemeinern die Resultate
von [2], wo man anstatt der Monotonie der Funktion B(z, u,, %,, ...,
U,—) inu;,1=0,1,...,n—1, die Existenz einer zu B(x, uy, %, ...,
,—,) majoranten Funktion F(x) verlangt, so daB B(x, uy, 4y, ..., %,—) S

< F(z) fiir jeden Punkt (z, uy, %y, . . ., %,—;) € Qund [ 2 1F(z) dz < 0.
Die Voraussetzung 4° vom Satze 7 ist dann iiberfliiBig.
Durchschaut man grundlich den Beweis des Satzes 7 und auch des
" Satzes 8, so macht es keine Schwierigkeiten den folgenden Satz zu be-
weisen:

Satz 9. 1° Die Funktion P(x, uy, %y, ..., U,—) sei auf dem Gebiete Q
stetig und nichtnegativ darart, daf fir jeden Punkt (cq, ¢y, ..., Cpmq) F
# (0,0, ..., 0)die Punktion P(x, ¢y, ¢y, ..., C,—) tn keinem Teilintervall
des Intervalles (@, 00) identisch verschwindet. .

2° Fiir jeden Punkt aus £2 gelte

Pz, ug, y, ..., ) S B, up, uy, ..., %,—)
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und B(z, ug, %, ..., u,) erfiille die Bedingungen des Satzes 7 (bzw. des
Satzes 8).

Dann gelten fiir die Differentialgleichung
(P) Y™ + (=" P,y 9, ...,y D)y =0
die Behauptungen des Satzes 7 (bzw. 8).
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