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FIXPUNKTSATZ UND MONOTONE LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 

y™ + B(x,y,y\ . . ., y<»-i>) y = 0 

MARKO SVEC, BRATISLAVA 

(Eingegangen am 27. Jänner 1966) 

Die vorliegende Arbeit hat zwei Teile. Im ersten Teil ist eine Ver
allgemeinerung des Schauderschen Fixpunktsatzes gegeben. Im zweiten 
Teil ist mittels dieses Fixpunktsatzes die Existenz der monotonen 
Lösungen der Gleichung (E) bewiesen. 

Wir führen zuerst einige Definitionen ein und beweisen einige Hilfs
sätze und Sätze und zum Schluß vier Fixpunktsätze. 

Definition 1. Sn möge die Menge aller Funktionen bedeuten, die auf 
einem Intervall J stetige und beschränkte Ableitungen bis zu der w-ten 
Ordnung inklusive haben. Istf(x) e Sn, so sei 11 f(x) \ | = max {sup | f{i)(x)\} 

O^i^n J 
die Norm vonf(x). Bei dieser Norm ist Sn ein Banachscher Raum. 

Definition 2. Seien fk(x), k = 1, 2, . . .,f(x) die Funktionen, die auf J 
stetige Ableitungen bis zu der n-ten Ordnung inklusive haben. Wir 
werden sagen, daß die Folge {fk(x)}t=i z u S(x) auf J quasi-gleichmäßig 
konvergiert (kurz: q-konvergiert), wenn für jedes x e Jxmdi = 0 ,1 , . . . ,n 

l im/f (*)=/«>(*) 
&->oo 

ist. Wir werden schreiben: fk(x) S>f(x) auf J. 
Bemerkung 1. Es ist leicht zu ersehen, daß jede Teilfolge einer 

zu f(x) g-konvergenten Folge selbst zu f(x) g-konvergiert. 
Bemerkung 2. Aus der Konvergenz nach der Norm || || in Sn 

folgt die g-Konvergenz. 
Definition 3. Die Menge M <= Sn heißt quasikompakt (kurz: #-kom-

pakt) in Sn, wenn jede unendliche Teilmenge von M eine in Sn g-konver-
gente Folge enthält. 

Definition 4. Die Funktionen der Menge M <=• Sn heißen gleichgradig 
stetig, wenn es zu jedem e > 0 eine nur von e abhängende Zahl d(e) > O 
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derart gibt, daß für \x — x' | < d(s), x,x'eJ und jede Funktion 
f(x)eM 

\f«>(x)-f*\x')\<e, . - - -0 ,1 , . . . , » , 

ist. Die Funktionen der Menge M cz Sn heißen gleichmäßig beschränkt, 
wenn es eine solche Zahl K gibt, daß für jede Funktionäre) e M und für 
jedes x e I und i = 0, 1, . . . n, \f(i\x)\ £ K ist. 

Definition 5, Ist M eine Menge der auf J definierten Funktionen und 
(a, 6> ein Intervall aus J, so bedeute M (a, 6> die Menge aller partiellen 
Funktionen, die durch M und das Intervall (a, 6> bestimmt sind. 

Hilfssatz 1. M sei eine unendliche Menge von Sn. Sei weiter M(a, 6> 
für jedes abgeschlossene Intervall (a, ö> aus J C-kompakt, d. h. im Sinne 
der Norm: ist g(x) e M(a, 6>, so ist \\ g(x) | |c -= max{ max | g(i)(x) |} 

O ^ i ^ n <a,&> 

die Norm von g(x). Dann kann man aus M eine Folge (fk(x)}k==1 aus
wählen, die auf J zu irgendeiner Funktion v(x) q-konvergiert. Ist M 
beschränkt, so ist v(x) e Sn, also M ist q-kompakt. 

Beweis. Man bildet die Folge der Intervalle <a;., 6y>, j = 1, 2, . . . , 
so, daß (afij} er <a.+-., 6;+1>, lim a?. gleich dem linken Randpunkt und 

lim bj gleich dem rechten Bandpunkt von «7 ist. Nach der Voraussetzung 
J-*OQ 

ist M (ßj, 6y> C-kompakt. Man kann also die Teilfolgen {fjk(x)}k=i> 
j = 1, 2, . . . , aus AI so auswählen, daß {/^(a;)}^ auf <a;, 6;> nach der 
Norm ö und darum auch g-konvergiert und daß {/,-+i, *(#)}*=i e-ne Teil
folge von {fjk(%)}k~i ist. Bildet man die Diagonalfoige {fk7c(x)}k^t aus 
den Folgen {/#(#)}*=.i> j = 1- 2, . . . , so sieht man leicht, daß diese 
Diagonalfolge zu irgendeiner Funktion v(x) auf J g-konvergiert. 

Wenn M beschränkt ist, d. h. wenn \\f(x) || <£ K für jede Funktion 
f(x) e M, so ist | v{i)(x) | g K für xeJ und i = 0 ,1 , . . . , n . Das bedeutet, 
daß #(#) 6 $ n ist. Also M ist g-kompakt. 

Hilfssatz 2- Die Funktionen der Menge M c: Sn seien gleichmäßig 
beschränkt und gleichgradig stetig. Dann ist M q-kompakt. 

Beweis. Aus dem Satz von Arzelä folgt, daß M (a, 6> für jedes 
Intervall <a, 6> aus J (7-kompakt ist. Die Behauptung des Hilfssatzes 2 
folgt dann aus dem Hilfssatz 1. j 

Definition 6. Ein Operator T aui"Sn:Sn-+Sn, heißt quasistetig (kurz: 
g-stetig), wenn aus/*(*) 4../(a;),A(a;),/(^) e r f o l g t , daß lim ]| ^ ( a ; ) — 
Tf(x)\\ = 0ist. *-*°\ 

Hilfssatz 3. Ist T auf Sn q-stetig, so ist T auf Sn stetig. 
Beweis. Nach der Bemerkung 2, aus lim Wfrfx) —f(%) || == 0 folgt, 

jfe->00 
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daß/£(.r) 4_/(.r) und daraus, da T ^--stetig ist, lim ,|| Tfk(x) — Tf(x) || = 0 
ist. " *^°° 

Satz 1. Sei F ein Funktional auf Sn X Sn und T ein Operator auf Sn. 
Es sei 

l.Fq-stetig,d.h.ausfk(x) ±f{x),gk{x) _^g(x)folgt]im{F[fk(x),gk(x)]— 
-F[f(x),g(x)]} = 0; **« 

2. F[f(x),f(x)] = 0; 
3. || Tfx(x)-TU(x) || S F[fi(x),Mm)l 
Dann ist T q-stetig und darum auch stetig. 
Beweis. Aus fk(x) 4./(.c) folgt lim F[fk(x),f(x)] = F[f(x),f(x)] = 0 

und daraus nach 3. lim 11 Tfk(x) — Tf(x™ 11 = lim F[fk(x), /(*)] = 0. 
fc-> oo k-+ oo 

Hilfssatz 4. Sei M ^ Sn eine q-kompakte Menge und T ein auf Sn 

q-stetiger Operator. Dann ist TM kompakt. 
Beweis . Sei {gk(x)}k^x irendeine unendliche Folge aus TM und 

{/*(#)}*« 1 <*-e z u i h r gehörige Folge aus M, so daß Tfh(x) = gk(x), k = 1, 
2, . . . , ist. Da M g-kompakt ist, kann man &>UB{fk(x)}k^1 eine in Sn g-kon-
vergente Folge {fik(x)}k^ auswählen. Nun aber aus der g-Stetigkeit von T 
folgt die Konvergenz von {Tflk(x)}k=sl nach der Norm. Die Folge 
{9k(x)}k~i enthält also eine Teilfolge, {gik(x)} = {Tflk(x)}, die nach der 
Norm konvergiert. 

Satz 2. Sei T ein q-stetiger Operator auf Sn. Sei M <= Sn eine konvexe^ 
abgeschlossene und q-kompakte Menge und sei TM c: M. Dann hat T 
mindestens einen Fixpunkt in M. 

Beweis. Da T g-stetig ist, ist er auch stetig. Nach dem Hilfssatz 4 
ist TM kompakt. Die Existenz wenigstens eines Fixpunktes von T 
in M folgt aus dem Fixpunktsatz von Schauder. 

Fixpunktsatz von Schauder. Sei M eine konvexe, abgeschbßene Teil
menge des Banachschen Baum B. Sei T ein stetiger Operator auf M. 
Sei TM kompakt und TM c M. Dann hat T mindestens einen Fix
punkt in M. 

Hilfssatz 5. Sei M cz Sn die Menge der gleichmäßig beschränkten und 
gleichgradig stetigen Funktionen. Dann: 

a) Die Konvexe Hülle M von M ist ebenfalls eine Menge der gleich-
massig beschränkten und gleichgradig stetigen Funktionen von Sn. 

a) Die abgeschlossene Hülle M von M ist ebenfalls eine Menge der 
gleichmäßig beschränkten und gleichgradig stetigen Funktionen von Sn. 

Beweis , a) Die konvexe Hülle M besteht aus allen Funktionen/(&) 
der Form 



46 

0) /(*) = 2 «./<(*). 2 «. = -. «* ̂  o, 
i = l i = l 

wo /,(») e M sind. Gilt für jede Funktion f{(x) e M, daß | ff(x) \ % K, 
j = 0 , 1 , . . . , n ist, so sieht man gleich, daß 

m m 

I/<>>(*) | 2» 2 «* i/?>(*) i s 2 «. K = # 
'* t = l 1 = 1 

ist. 
Sei nun M die Menge der gleichgradig stetigen Funktionen, d. h. zu 

jedem e > 0 gibt eine nur von e abhängende Zahl d(e) > 0, so daß 
l / f (*) — / i V ) I < e, j = 0, 1, . . . , 7i, für | x — x' | < d(e) und jede 
Funktion/$(#) € M. Dann aber erhalten wir für die Funktion f(x) aus (1), 

m m 

daß |/<»(*) - / " V ) | S 2 «. I/W-O —/?>(~0 K ^ ¥ = e, i = 0, 
i = l i==l 

1, . . . , n, für | # — x' | < (3(g). Das bedeutet, daß M eine Menge der 
gleichgradig stetigen Funktionen ist. 

b) Für jede f(x) GM gelte nun, daß \f(x)^ \ ^ K, j = 0 , 1 . . . , n. 
Es sei g(x) e M, g(x) e M. Dann gibt es eine Folge{fk(x)}^x aus M derart, 
daß lim \\fh(x) — g(x) || = 0 ist. Also lim | ff(x) —fl\x) | -= 0, 
j = 0,1, . . . , » . Nun aus | <,<%) | g | ff(x) | + | #>(*) - ?<%) | £ K + 
+ I/j^(aO — 0(%O I erhalten wir für k->oo, dass \g{j)(x)\ < K, 

j = 0,l, . . . . n, ist. 
Sei nun M eine Menge der gleichgradig stetigen Funktionen. Also zu 

e > 0 gibt es eine nur von e abhängende Zahl d(e) > 0 derart, daß 
für \x — x' \ < ö(e) und für jede Funktion f(x) e M_ und j — 0, 1, . . . , n 
gilt: \f{j)(x)—p\x')\<e\2. Sei nun h(x) e M beliebig gewählt. 
Es gibt dann eine Folge{fk(x)}k:=1 in M derart, daß lim 11 fk(x) — h(x) 11 == 0 

&->oo 

ist. Nun aber für \x — x' \ < d(e) erhalten wir, daß | W\x) — h^(x') \ ^ 
^ \fij)(x)-h^(x) | + \fjp{x) -ff(x') | + \ff(x') — Ä<%') | < 
<\ft\x) — W\x)\+efi + \f%W)—M\tf)\, j^0,l,...,n, ist. 
Daraus erhalten wir durch Limesbildung, daß | h(i\x) — W>(x') \ < e, 
j = 0, 1, . . . , ^ , i s t . 

Hilfssatz 6. (Siehe [1], $._351..) Ist M <=: Sn eine konvexe Menge, so 
ist die abgeschlossene Hülle M von M ebenfalls konvex. 

Satz 3. T sei ein q-stetiger Operator auf Sn. Sei weiter M c: Sn eine 
konvexe, abgeschlossene Menge und TM eine Menge der gleichmäßig 
beschränkten und gleichgradig stetigen Funktionen und sei TM <=• M. 
Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M. 

Beweis. Sei TM = Mx und Mx = :2V die konvexe Hülle von Mx. 
Nach dem Hilfssatz 5 ist N eine Menge der gleichmäßig beschränkten 
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und gleichgradig stetigen Funktionen. Sei weiter N die abgeschlossene 
Hülle von N. Nach dem Hilfssatz 5 ist N ebenfalls eine Menge der 
gleichmäßig beschränkten und gleichgradig jstetigen Funktionen, also 
nach dem Hilfssatz 2 ist sie g-kompakt. Da_N konvex ist, ist N (nach 
dem Hilfssatz 6) ebenfalls konvex. Also, N ist konvex, abgeschlossen 
und g-kompakt. 

Nun, TM = Mxcz M. Dajüf konvex ist, ist Mx = N <= M und da M 
auch abgeschlossen ist, ist N <=> M. Daraus folgt, daß TN <=- TM = 
= M1czM1 = Ncz^Nc:M ist. Nach dem Satz 2 hat T mindestens 
einen Fixpunkt in N, und darum auch in M. 

Satz 4. T sei ein Operator auf Sn solcher Art, daß aus 

(2) fk(x) Xf(x), fk(x) € Sn,f(x) e Sn, {\\fk(x) | | }* = 1 beschränkt 

f0¥ \\Tfh(x)-Tf(x)\\-»0 für k->co. 

Sei M cz Sn eine konvexe, abgeschlossene Menge und TM eine Menge 
der gleichmäßig beschränkten und gleichgradig stetigen Funktionen und 
sei TM c: M. Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M. 

Beweis . Man sieht leicht^ daß aus der Bedingung (2) die Stetigkeit 
von T auf Sn folgt. Mt, N, N sollen dieselbe Bedeutung wie im Beweise 
des Satzes 3 haben. Wir haben dort gezeigt, daß^N eine konvexe, abge-
schloßene und g-kompakte Menge ist und daß T N c : N ist. Wir brauchen 
nur zu beweisen, daß TN kompakt ist. Sei D c TN irgendeine unendliche 
Teilmenge von TN. Dann gibt eine Teilmenge C c- N, daß TC = D ist. 
Da N g-kompakt ist, kann man in C eine Folge {£&(#)}j^ und eine 
Funktion g(x) in Sn auswählen, daß gk(x) J^ g(x). Da N gleichmäßig 
beschränkt ist, ist {\[gh(x) \\}k=i beschränkt. Dann aber_ nach (2) 
lim 11 Tgk(x) — Tg(x) 11 = 0 ist. Damit ist bewiesen, daß TN kompakt 
ifc->oo 

ist. Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem Schauderschen Fix
punktsatz, den man auf N verwendet. 

Definition 7. Eine Menge M c Sn heißt g-abgeschlossen, wenn aus 
fh(x) e Sn,f(x) X/*(«) folgt f(x) e M. 

Satz 5. Sei M <=• Sn eine konvexe und q-abgesehlossene Menge. Sei T 
ein auf M definierter und q-stetiger Operator, d. h. aus fh(x) \ fix). 
fk(x) e M, f(x) e M folgt lim 11 Tfk(x) - Tf(x) 11 = 0. 

Ä->- OO 

Sei weiter TM eine Menge der gleichmäßig beschränkten und gleich-
gradig stetigen Funktionen und sei TM c M. 

Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in M. 
Beweis. Man beweist leicht folgende Behauptungen: Ist M g-abge

schlossen, so ist M abgeschlossen. Ist T auf M g-stetig, so ist er auf M 
stetig. 
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Nun habe N dieselbe Bedeutung wie im Beweise des Satzes 3jund 4. 
Also N ist konvex, abgeschlossen und g-kompakt und .TN c: N. Wir 
haben nur zu beweisen, daß TN kompakt ist. Sei D c: TN eine beliebige 
unendliche Menge. Dann gibt in N eine unendliche Menge G derart, 
daß TG = D ist. Da N g-kompakt^ ist, existiert eine Folge {g%;(x)}£=1 

in G, daß gk(x) J^g(x). Da gK(x) e N' c M und M ^-abgeschlossen ist, 
ist g(x) e M. Nun aus der g-Stetigkeit von T folgt, daß lim || Tgh(x) — 

— Tg(x) || = 0 ist. Also Denthält die Folge {Tgh(x)}^x, die nach der 
Norm konvergiert, d. h. TN ist kompakt. 

Die Sätze 2—5 gelten auch für einige andere Banachräume als Sn. 
Definition 8. Sei An die Menge aller Funktionen, die auf J stetige 

Ableitungen bis zu der n-ten Ordnung inklusive haben. Sei Rn <-= An 

ein Banachscher Raum mit solcher Norm || || n, daß aus der Konver
genz nach diesser Norm die a-Konvergenz folgt. 

Satz 6. Ersetzt man Sn durch Rn, so gilt folgendes: 
I. Der Satz 2 bleibt richtig. 

II. Gilt der Hilfssatz 2, so gelten auch die Sätze 3, und 5. Wenn noch 
aus der gleichmäßigen Beschränkheit die Beschränkheit nach der Norm 
|| \\R folgt, so gilt auch der Satz 4. 

Der Beweis ist leicht. Wir werden ihn nicht durchführen. 

II. 

Im diesen Teil werden wir uns mit der Differentialgleichung 

(E) y™ + {-l)»+iB(x, y, y', . . . , y<-i>) y = 0 

beschäftigen. Wir führen zuerst einen Hilfssatz ein. 
Hilfssatz 7f Es sei Q(x) eine auf dem Intervall (a, oo), —oo ^ a, 

stetige, nichtnegative Funktion, die in keinem Teilintervall von (a, oo) 
identisch verschwindet. Dann hat die Gleichung 

yin) + (-l)n+1Q(x)y = o 

eine Lösung u(x) mit den Eigenschaften: 

(—l)*uik)(x) > 0 oder (—l^+W^x) > 0, 

k =- 0 , 1 , . . . , n — 1, 

(V) ' lim u<*)(a?) = 0, k = 1, 2, . . . , n — 1, 
aj~>-co 

lim u(x) existiert und ist endlich. 
a,-*co 

oo 

lim u(x) = 0 dann und nur dann, wenn fxn~1Q(x)dx = oo. 
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Wenn f xn~1Q(x)dx < o o ist, dann existiert genau eine (bis auf die line
are Abhängigkeit) Losung u(x) mit den Eigenschaften (Vx) und für diese 
ist lim u(x) 7-0. Wir werden sagen,dass dann u(x) die Eigenschaften (V) 

hat. 
Den Beweis für n ungerade siehe in [2], Sätze 1, 2, 3. Für n gerade 

ist der Beweis fast derselbe. Ich danke dem Herrn S. Belohorec, der 
mich darauf aufmerksam gemacht hat, daß der Hilfssatz 7 und wei
tere Sätze auch für die gerade natürliche Zahl n gelten. 

Satz 7. Es sei folgendes erfüllt: 
1° Die Funktion B(x, u0,ult . . . , wn_1) ist auf dem Gebiete 

ü :a < x < oo, — o o < u4 < oo, i = 0 ,1 , . . . , n — 1, 

stetig und nichtnegativ so, daß für jeden Punkt (c0, ct, . . . , cn-1) =?-= 
=?- (0, 0, . . . , 0) die Funktion B(x, c0,cl9 . . . , c$irl) in keinem Teilintervall 
des Intervalles (a, 00) identisch verschwindet. 

2° Die Funktion B(x, u0, ul9 . . . , un-x) ist monoton in jeder der Ver
änderlichen u{, i = 0, 1, . . . , n — 1, für u{ > 0, so wie auch für u{ < 0. 
(Die Monotonie für u{ _: 0 braucht nicht dieselbe zu sein wie für u{ < 0.) 

3° Für jeden Punkt (c0, cx, . . . , cn-t) ist 
00 

/ ap-tBfa c0, ct, . . . , cw.n) dx < oo. 
4° Es ist 

1 °° 
lim -~ f xn~2B(x, c0,c1, . . . , cn-x) dx = 0, 

wenn \ci\ ^ k, i = 0, 1, . . . , n — 1, ist. 
Dann geht durch jeden Punkt (x0, y0), x0e(a, oo), y0 7- 0, mindestens* 

eine Lösung y(x) von (E), welche auf dem Intervaü ihrer Existenz die 
Eigenschaften (V) hat. 

Beweis. Sei Uk die Menge aller Punkte u =- (u0, ult . . . , un-x)f *-* 
welche (| u || = max | ut | _J k ist. Sei 9 = ($0, #lt . . . , #n-i) ein solcher 

Punkt aus Uk, im welchen B(x, u0, ux, . . . , un-x) das Maximum auf Uk 

hat. Aus der Monotonie der Funktion B(x, u0t ux, . . . , un~x) in jeder 
ihrer Veränderlichen u{ foglt, daß #< einer aus der Zahlen 0, k, —h gleich 
ist. Es ist also 

(3) B(x, un, ux, . . . , un-x) <; B(x, §0 , # ! , . . . , &n~x) 

für x G (a, 00), u G Uh. 
Sei nun J = (x0, oo> und Sn-X der Banachsehe Raum (s. Defini

tion 1.) Sei f(x) e Sn~x, \\f(x) || £ k. Dann ist 

(4) B(x,f(x),f(x), .. . , / < « - ^ ) ) S B(x,#0t#x, . . . ,#„_,) 
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für x e (x0, oo) und mit Rücksicht auf 3° 
00 

(5) / x-iB(x, f(x), f(x), ..., /<«--)(.-)) dx g 
00 

S f x^B(x, 0O, # ! , . . . , # n - 2 ) da; < oo. 
Dies erlaubt uns einen Operator T auf Sn-X folgendermaßen zu definieren: 

Ist/(a?) e Sn-.x, so sei Tf(x) = u(x), wo u(x) die Lösung der Gleichung 

( 6 ) y(n) + (-\)n+lB(x,f(x),f'(x), . . . ,f^(x)) y = 0, XGJ 

ist, die durch den Punkt (x0, y0) geht und auf J die Eigenschaften (V) 
hat. 

Aus dem Hilfssatz 7 und aus (5) folgt, daß genau eine solche Lösung 
u(x) von (6) existiert. 

Im weiteren werden wir B(x, f(x)) statt B(x,f(x),f'(x),...,fin-V(x)) 
und B(x, 9) statt B(x, #0> $i> • • • > #n-i) schreiben. 

Integriert man die Gleichung (6) mehrmal und berücksichtigt dabei 
die Eigenschaften (V) von u(x), erhält man folgende Formeln: 

(7) 
w

r (X ł\П-І-l 

uЩx) = ( -1Г- / ï—r- ӣ B(t, f(t)) u(t) ăt, 
x ["> * í)ì 

% = 1,2, ...,n-

(8) 

Ф) = ÿ,-(,-l)"+1/ (?и J Ž 7 д(*»fW)«Wdf + 

+ ( - l ) я + 1 / (X~t)П~1, B(t,f(t))u(tåt). 

Aus den Eigenschaften (V) folgt, daß 0 < u(x) <; y0 für « e J ist. Be
rücksichtigt man (4), so erhalten wir aus (7) folgende Abschätzungen: 

(9) 

wo 

I •««(*) | š y 0 / r :—7-—-r-r^í , *) dí ií 

00 

á y0 / (* — *o + l)n-2-Ba, «) dí = y0 A(k), 

i = 1,2, . . . , n — 1 , 

(10) .4(4) = / ( * — * „ + l)»-25(.:, 9) dt 

ist. Aus diesen Abschätzungen erhalten wir, daß 

(11) \\Tf(x) || = || u(x) |i £ tnax{t/0, y a4(i)} « £(&) 
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ist. Das bedeutet, daß u(x)eSn~1 und TSn-x <~ Sn-X. Sei nun Mk = 
= {f(x)eSn-1\\\f(x)\\ S fy, also eine Kugel. Dann bedeutet (11), 
daß TMk eine Menge der gleichmäßig beschränkten Funktionen ist. 
Aus (7) für i = n — 1 haben wir, daß 

00 00 

| u(*-U(x) | = / B(t, f(t)] u(t) dt<y0f B(t, 9) dt < oo 
X X 

ist. Daraus beweist man leicht, daß die Menge der (n — l)-ten Ableitun
gen der Funktionen von TMk gleichgradig stetig ist. Das aber, zusammen 
mit (11), bedeutet, daß TMk eine Menge der gleichgradig stetigen 
Funktionen (im Sinne der Definition 4) ist. 

Nun werden wir zeigen, daß T auf Mk g-stetig ist. Sei f,(x) e Mk, 
j = l , 2 , ..»f,(x)JLf(x), f(x)eMk. Bezeichnen wir Tf,.(*) = «,(*), 
Tf(x) = u(x). Nach dem, was wir oben bewiesen haben, sind die Funk
tionen der Folge {Tf,(x)}Jlx = {n^x)}^ gleichmäßig beschränkt und 
gleichgradig stetig. Es gibt darum eine Teilfolge {uXj(x)}^x = {Tf^x)}^ 
der Folge{u^(x)}f=li die auf J zu irgendeiner Funktion v(x) g-konvergiert. 
Da weiter {jyix)}^ eine Teilfolge der Folge {fj(x)}fxl ist, g-konvergiert 
sie zu/(#). Nun für utj(x) gelten die Formeln: 

«{?(*) = (--r**/ ln-i~l)lB{t' fi>W) Mi'w ** 

i = 1,2, . . . , w — 1, 

%(*) = 2/o - i-l)*+1 I ( ^ ~ t r B(t, fv(t)) %,(<) dt + 
XQ V1 l ) ' 

+ (- i)w+7 {x
(~-%B{t'f-/(t))uv(t)d(-

Da die Funktionen unter dem Integralzeichen integrierbare Majoranten 
Voi^o — ty-^Bty, 9)j(n — i — 1)! haben, erhalten wir durch Ver
wendung des Lebesgueschen Satzes, daß 

v«\x) = (-1)«+- /7r~r~' .u BV> f w) *« *• 
* = 1,2, . . . , » — 1 , 

«<*)=2/0 - ( - i ) " + 7 ( ^~*y j B ( * ' fw) ^ * + 

+ (~1)"+7 - ^ " r ^ r -*('• f(')) *w *• 
Das bedeutet aber, daß t;(o?) = ~/(#) = (̂a?) ist. 
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Nun sieht man leicht, daß aus jeder Teilfolge der Folge {u^x)}?^ eine 
zu v(x) = Tf(x) = u(x) ^-konvergierende Teilfolge ausgewählt werden 
kann. Das bedeutet, daß die Folge {Uj(x)}fal selbst zu Tf(x) == u(x) = 
= v(x) g-konvergiert. 

Es bleibt zu beweisen, daß lim 11 Uj(x) — u(x) \ | = 0 ist. Aus den 
?-> ao 

Formeln (7) und (8) und aus den ähnlichen Formeln, die wir für u- er
halten, wenn wir in (7) und (8) u^(x) anstatt u(x) und f.(x) anstatt f(x) 
schreiben, erhalten wir die Abschätzungen: 

°? (I x\n-i-l 
| uf(x).— ««(*) | < / 1 ^ — ^ | B(t, f,(t)) «,(<) —B(t, f(t)) u(t) | dt < 

x \n i i)i 
00 

£ f (t — x0+ l)»-i | B(t, f,(t)) ufi) — J?(t, f(«)) u(t) | dt, 
«o 

i = 1, 2, . . . , n — 1, 

5?tf x )n-l 
| «,(*) — «(.-) | < / V ° | J3(t, f,W) «,(«) - / * ( « , f(()) «(«) I dt + 

00 /, \ ^ i 

+ / f ^ n T I B<*' W» V«) - ^> «')) "(0 I d< ^ 

< 2 / (t — x0 + l ) - - | B(f, f,(ř)) «,(«) — B(t, f(t)) u(t) | dí. 
Xo 

Daraus folgt, daß 
00 

| | «,(*) - u(x) | | ^ 2 / (f - x0 + l)«-i | B(«, f,(0) «,(«) — B(«, f(«)) «(*) I dt. 

Durch Verwendung des Lebesgueschen Satzes erhalten wir daraus 
lim || Uj(x) — w(a?)~|| = 0. Damit ist der Beweis der g-Stetigkeit von T 
f->00 

auf Mk beendet. 
Kehren wir jetzt zu der Formel (11) zurück. Sie sagt, daß TMk in der 

Kugel || f(x) | | <\ L(k) liegt. Aus der Voraussetzung 4° folgt aber die 
Existenz einer solchen Zahl k0, daß L(k0) :§ k0 ist. Nehmen wir also 
die Menge Mko. So erhalten wir, daß TMu0 <=- Mko ist. 

Jetzt haben wir folgende Situation: Mic0 ist eine Kugel, also sie ist 
konvex und man beweist leicht, daß sie ^-abgeschlossen ist. T ist auf Mko 

g-stetig, TMko c: Mko und TMko ist eine Menge der Funktionen, die 
gleichmäßig beschränkt und gleichgradig stetig sind. Nach dem Satz 5 
hat T in Mke mindestens einen Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist die 
Lösung y(x) von (E) auf J , die durch den Punkt (%0, y0) geht und auf J 
die Eigenschaften^) hat. 
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Diese Lösung kann links auf ein Intervall (b, oo), a g b < x0, fort
gesetzt werden. Es macht gar keine Schwierigkeiten zu beweisen, daß 
diese fortgesetzte Lösung die Eigenschaften (V) auf (6, oo) hat. 

Satz 8. Seien die ersten drei Voraussetzungen des Satzes 7 erfüllt. Dann 
gibt es zu jeder Zahl m0 -5-= 0 eine Lösung u(x) von (E) mit den Eigen
schaften (V) auf ihrem Existenzbereich derart, daß lim u(x) = m0 ist. 

jr->oo 

Beweis. Wir können voraussetzen, daß m0 > 0 ist. Es sei k > m0. 
Uk und B(x, 9) sollen dieselbe Bedeutung haben wie im Beweise des 

00 

Satzes 7. Da nach der Voraussetzung J y _ XQ + i)»-ijB(«, 9) dt < oo ist, 
x0 

können wir die Zahl x0 so wählen, daß 
CO 

(12) f(t — x0+ l )*-1^*, ») dt == s(fc) < 1 
und 

<13> T=5ÜT-» 
ist. Sei J = <a?0, oo) und Sn_x der Banachsche Raum wie im Beweise des 
Satzes 7. Wir definieren auf Sn-1 einen Operator Tx folgendermaßen: 
Ist/(#) G $w-i, so sei Txf(x) = y(x), wo y(x) die Lösung der Differential
gleichung 
(14) 2<«> + ( —l) n + 1 5(a?, f(s)) z(s) = 0 . 

ist, die auf J die Eigenschaften (V) hat und für welche lim y(x) ~ m0 ist. 
x-> oo 

Es gibt genau eine solche Lösung, wie es aus dem Hilfssatz 7 folgt. 
Für diese Lösung und ihre Ableitungen erhalten wir die Formeln 

(15) 

(16) 

Sei 

yЩx) =' (- l)«+i f ^ - S ^ B(t, f(t)) y(t) dí, 

ť = 1,2, ...9n — 1, 

»(.-) -= -n0 + (-1)-+- / ~ — ^ ^ -S(í, f(0) Ž/W dí. 
x \n i ; 

Mk={J(x)eSn_í\ \\f(x)\\ík}. 

Sei f(x) s Mk beliebig gewählt und sei Ttf(x) = «/(#). Aus den Eigen
schaften (V) folgt, daß y(x) auf J abnimmt. Es gilt also 0 < y(x) g t/(a?0). 
Aus (16) erhalten wir weiter, daß 

oo 

0 < y(x) <-m0+ y(x0) f ( ( — x0 + 1 Y^B{t, 9) dt = m0 + y(x0) s(k), xeJ, 
xa 



54 

ist. Daraus erhalten wir zuerst, daß y(x0) <I m0 + y(x0) s(k) und daraus, 
mit Rücksicht auf (13), 

(17) 0<y(Xo)^T~^)-^k. 

Also, 
0 < y(x) S t/(s0) <I &. 

Nun können wir schon aus (15) die Abschätzungen für yW(x) finden: 

00 

I y«>(x) I £ y(x0) f(t-x0 + l)^B(t,») = y(x0) «(*) < y(x0) £ k, 

(18) »' = 1,2, . . . , » — 1 . 

Aus diesen letzten Erwägungen folgt, daß || Txf(x) \\ = || y(x) || 5i k, 
und daß y(x) e Mk ist. Das bedeutet aber, daß TxMk er Mk ist und daß 
die Funktionen der Menge TxMk gleichmäßig durch k beschränkt sind. 
Daraus und aus der Tatsache, daß 

\yl«-V(x)\ = / B(t, f(í)) y(t) dř £ y(x0) f B(t, »)dtíkf B(t, ») dí < oo 

ist, folgt die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen von TxMk. 
Die g-Stetigkeit von Tx auf Mk beweist man auf demselben Wege 

wie die g-Stetigkeit von T im Beweise des Satzes 7 bewiesen wurde. 
Also, alle Voraussetzungen des Satzes 5 erfüllt sind. Darum hat Tt 

auf Mk mindestens einen Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist die gesuchte 
Lösung u(x) von (E). 

Bemerkung 3. Die Sätze 7 und 8 verallgemeinern die Resultate 
von [2], wo man anstatt der Monotonie der Funktion B(x, u0, ux, . . . , 
un~x) in u{, i = 0, 1, . . . , n — 1, die Existenz einer zu B(x,u0, ut, . . . , 
un-x) majoranten FunktionF(x) verlangt, so daß B(x, u0,ux, . . . , un~x) S 

00 

g F(x) für jeden Punkt (x,u0,ux, ..., un~x) e Q und / xn~1F(x) dx < oo. 
Die Voraussetzung 4° vom Satze 7 ist dann überflüßig. 

Durchschaut man grundlich den Beweis des Satzes 7 und auch des 
Satzes 8, so macht es keine Schwierigkeiten den folgenden Satz zu be
weisen: 

Satz 9. 1° Die Funktion P(x, u0,ux, . . . , un~x) sei auf dem Gebiete Q 
stetig und nichtnegativ darart, daß für jeden Punkt (c0, ct, . . . , cn~x) -?-= 
7-= (0, 0, . . . , 0) die Funktion P(x, c0,cx, . . . *on-i) *

n keinem Teilintervall 
des Intervalles (a, oo) identisch verschwindet. 

2° Für jeden Punkt aus Q gelte 

P(x, u0, ux, . ..,un^) S B(x, u0, ux, . . .,un-x) 
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und B(x, u0,ulf . . . , un-%) erfülle die Bedingungen des Satzes 7 (bzw. des 
Satzes 8). 

Dann gelten für die Differentialgleichung 

(P) tfi») + (- l)»+i P(x, y, ? , . . . , ifi-V) y^O 

die Behauptungen des Satzes 7 (bzw. 8). 
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