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UBER DEN RESONANZFALL BEI GEWOHNLICHEN

LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN N-TER

ORDNUNGMIT PERIODISCHEN VERANDERLICHEN
KOEFFIZIENTEN

Ranami IBrRaHIM IBRAHIM ABDEL KARIM
Catro University, Faculty of Science, Mathematical Department

Eingegangen am 7. November 1966

§1. EINLEITUNG

Wir betrachten das lineare inhomogene Differentialgleichungssystem
dx
1 — = A(t t
M o = Abx + )
mit einer stetigen n-zeiligen Matrix A(¢), und einem stetigen n-komponen-
tigen Vektor f (¢) mit der gleichen Periode p

(2) At + p) = A(t),  f(t + p) = (D).
Das zu (1) gehérende homogene System ist
dy
®) = A0y
und das ,,adjungierte‘
(4) dz _ 47z
m‘ - ) ’

wobei durch das hochgestellte 7' der Ubergang zur transponierten Matrix
gekennzeichnet ist.

In [1] wurde gezeigt (vgl. [1], (20) bzw. [2], § 3):

Wenn Y(¢) eine Fundamentallsungsmatrix von (3) ist, dann ist
(5) Z(t) = (Y )T = (2,, 2y, ..., Zp)

eine Fundamentallosungsmatrix von (4). Nach [1], (19) gibt es eine
Fundamentallgsungsmatrix Y(¢) von der Gestalt
(OR B

“ o
6)  Y(t) = B(t) . eKt, D(t) = (g,(0), ..., Fult)), Fult) = 2"";"

2Pu (t)

1) Zur Verkiirzung der Schreibweise wird spiiter ltpp(t) = @,.(t) geschrieben
analog wie bei der ersten Komponente anderer Vektoren.
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mit einer mit p periodischen Matrix @(t) und mit einer konstanten
Matrix K, die in der Jordanschen Normalform geschrieben ist (vgl. [1]
(16), (17), (18)), woraus fiir die Fundamentallosungsmatrix (5) die
Darstellung (vgl. [1], (20) and (21))

(7) Z(t)y= (D)7 .e K"t = W(t) e K"t mit ¥ = (p,, Py, .- Pn) = (P))

folgt. Wir behandeln den allgemeinen Fall (vgl. [1], (17)), in dem die
Matrix K in s Elementarbestandteile

(8) K, = ,v=12,...,s
.1
Xy,

mit den Ordnungen m, zerfillt, wobei gelten soll

=0 firy=1,...,p
(9) a,
l;éO firv=p+4+1,...,8

(0 = 0 und g = s ist zugelassen). Dann enthélt die Matrix Y (¢) genau o
lineare unabhéngige mit p periodische Losungsvektoren y,)(t) (vgl. [1],
(35), (36)) mit dem Index

(10) vy=m +my+ ... +m,, + 1

Nach [3] Satz 8 bzw. [1] Satz 3 besitzt das adjungierte System (4)
ebenfalls ¢ unabhingige mit p periodische Losungsvektoren z,,(f)
(»=12,...,p), mit (vgl. [1], (37))

(11) ) Pl=m +my+ ... +m,.
Die Matrix Y (t) bzw. Z(t) = (Y-1(t))7 sei so geordnet, daB

p #*0 firv=1,...,0
(12) fz[Ty](f) f(r) dr = ay,
0 =0 fﬁ["V:O"*'l;---rQ'

Also liegt fiir das Differentialgleichungsystem (I) fiir die Indizes » = 1,
..., 0 der Teil-Resonanzfall vor (vgl. [1], (45), (51) (52)), wihrend
fiir die Indizes v = ¢ + 1, .., ¢ der Ausnahmefall vorliegt.

Im [1] (vgl. [1], Satz 6, (65), (68)) ist schon bewiesen:

Im Teil-Resonanzfall bzw. im Teil-Ausndhmefall (also fir v=1, 2,
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..., 0) hat jede skalare Komponente *z,(t) (o = 1,2, ..., n) von *x(t),
wobei (vgl. [1], (44))

(13) x(t) =3 *x(t)

ist, die Gestalt "

(14) v (t) = Z oPolt) va(t) + [z] oPo (1) 4o(t).

a=(v) o=(v)

Dabei sind v;(t) und die erste Summe von (14) mit p periodisch. Ferner ist

(15) g,(t) = Polynom vom Grade [»] 4+ 1 —a(o=(v), (v) + 1,...,[¥])
1
mit den hochsten Koeffizienten P o1 mit a;,, aus (12).

(] +1—o)!

In der voliegenden Arbeit wollen wir diese Ergebnisse auf lineare
gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit periodischen
Koeffizienten iibertragen, bei sich einige interessante Gesichtspunkte
ergeben werden. Wurde in [3] bzw. [1] nur gezeigt, daB in Resonanzfall
jeder Losungsvektor unabhéingig von den Anfangsbedingungen mit
wachsender unabhédngiger Verdnderlichen beliebige grofe Werte
annimmt, so werden jetzt, im Falle der Differentialgleichungen n-ter
Ordnung mit periodischen Koeffizienten, Aussagen dariiber gemacht,
mit welcher Mindestpotenzordnung die Werte der Losungen und ihrer
(n—1) ersten Ableitungen anwachsen (§§3 &4). Am Ende der Unter-
suchung wird eine Methode zur Bildung von Differentialgleichungen
n-ter Ordnung mit periodischen Koeffizienten gegeben (§5), und es
werden zwei Beispiele skizziert (§ 6).

§2. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN »n-TER ORDNUNG
MIT PERIODISCHEN KOEEFIZIENTEN
Gegeben sei die Differentialgleichung n-ter Ordnung

(16) Liz] = 2™ 4 a,(t) z»V 4 ... + a,() z = f(?),

in der fiir alle Koeffizienten und fiir die Funktion f(t) die Realitét,
Stetigkeit und Periodizitdt mit der Periode p vorausgesetzt

(17) %(t+P)=“u(t) (=1, "'rn)’f(t)‘l'P:f(t)

werden.

%) Die Anderung der Bezeichnung x* in *x gegeniiber [1] wurde vorgenommen,
um Verwechslungen mit den Ableitungen zu vermeiden.
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Wir fithren (16) wie folgt auf das System von Differentialgleichungen
erster Ordnung zuriick:

(18) %, =
T, =,
xg’t—l =,
2, =—u(t) @, —ay(t) 2, — ... —a,(t) 2, + f(t),

was dem Differentialgleichungssystem (1) entspricht, mit

z, x
Z, x’
(19) xt)=| - |=| : |
a,: x(."’
o, 1 ,.., o, O "0
Ap=| S
o, o , .., o , 1 0]
—@,(8), —,_1(8), ... —a(t), —ay(t) _ f(t)

Der zu (16) gehorigen homogenen Differentialgleichung
(20) Lyl =y + a,() y" D + ... +a,)y=0

entspricht dann das Differentialgleichungssystem (3) mit

Y1 I’/I

Y2 Y
(21) y(t) = 1=l -

y',, yoD

Die zu (10) adjungierte homogene Differentialgleichung (vgl. [4], §2)

(22) L[z] = (—1)* 2™ + (—1)"1 (a,(8)2)® D + ... + a,(t)z=0
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geht mit den Bezeichnungen

7lz =z
w2 = —p2 + 0,2 =a2z—2
no2? = —p 17 g2 = @z — (a,2)" + 2"
nt? = —p_g? T g2 = agz — (a2)’ + (a2)" —2"
(23)
7= 5+ Uy 2= Oz — (@y-2) 4 (@, —32)" F .. .+ (—1)"2D

0= —2 4+ a,z2 =L [z]

in das Differentialgleichungssystem (4) mit

2
o2
(24) z=] "
7lz
iiber.
Besitzt jetzt das adjungierte Differentialgleichungssystem (4) ¢ unab-
hingige mit p periodische Losungsvektoren z,(f) (»=1,2, ..., p),
dann erfiillen ihre letzten Komponenten ,z, =z, (» =1,2,...,p0)

die Differentialgleichung (22). Ferner 145t sich aus (23) ablesen, da8 aus
«2 () = o, sofort z,,(f) = o folgt. Wenn nun umgekehrt ,z(f) eine
mit p periodische Losung der adjungierten Differentialgleichung (22)
ist, so ergibt sich aus (23) eindeutig ein entsprechender mit p periodischer
Losungsvektor z(t) von (23). Es besteht also eine eindeutige Zuordnung
zwichen den mit p periodischen Losungen z(t) von (23) und den mit p
periodischen Losungen z(t) von (22). Ist nun z(t) irgendein mit p perio-
discher Losungsvektor von (23), so gilt wegen (19), (24), (beachte ,z(t) =
= z(t) nach (23))

P P
(25) [Z7(@) f(v)dv = [ 2(7) f(z) d.
0 0

Hieraus folgt unmittelbar der (vgl. [1], (38) und Satz 4)

Satz 1: Fiir die inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung (16)
liegt genau dann fiir einen Index » > o der Teil-Resonanzfall vor, wenn
es eine mit p periodische Losung z;,,(t) der adjungierten Differential-
gleichung (22) gibt (d. i. wenn die betreffende Zahl «, = o), so daf§

o
(26) [l fo de = fz,00f0)dt 0
0 0
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ist. Es liegt fiir (1) fiir einen Index » der Teil-Ausnahmefall vor, wenn
neben «, = 0 gilt:

p
(27) f 2 () f(H)dt =0.
0
Ist schlieBlich a, # o, so liegt fiir den Index v der Teil-Hauptfall vor.
Nach (12) ergibt sich (beachte: ,z,; = z,,(t) nach (23))

#ofirv=1,...,0

P p
(28) fZ[I](‘r) f(z)dr = fz[,,]f(r) dr = ap,§
0 0 =ofirv=0+1,...,0

Von der Gleichung (14) wird uns nur die erste Komponente *z,(t) inter-
essieren. Unter Beachtung von F. N. 1) lautet (14) mit ¢ = 1

[*] [v]
(29) w(t) = 3 @olt) Uit + S,(t) qul)-

o=(») o=(v)

§3. UBER DIE GROSSENORDNUNG DER LOSUNGEN
IM RESONANZFALL

Fiir die allgemeine Losung «(t) von (16) erhalten wir nach der Methode
der Variation der Konstanten (vgl. [1], (9) und FuBinote 5)

n b
(30) 2(t) =3 y,() . [ 2, f(t) dt

n=1
(vgl. (19), (23), und (5)). Die Losung z(t) wollen wir in der Form
(31) 2(t) = 3 *a(t)

v=1
in die Komponenten .
' ]

(32) () = 5 y,t) - [2,(0) fle)de

u=()

zerlegen, mit den Summationsindizes nach (10), (11).

Fiir die Komponenten *z(t) mit v = ¢ + 1, ..., s kénnen wir voraus-
setzen, daB sie mit p periodische Funktionen sind. Diese sind (vgl. [1],
Satz 5) eindeutig bestimmdt.

Im Falle v =1, 2, ..., o rechnet man nach (29) und (14) bzw. [1]
(68) und (65)

(3) )= Y o "0l
w0
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wo'0,(t) die Form

"

(34) *0,t) Z C @ (t)y firp=0,1,..,m, —1,
mv:I
(35) 1'@mv(t) = 2 ( yC;rmﬂ + U(:)+7) (P(V)er(t)

H

7

hat. Auf die v;,+,(t), die in (29) definiert sind, kommt es hier nicht an.
Weiter stellt man fest, daBl die Konstanten *C,, auBer von » nur von
der Differenz 4 — y abhéngen (vgl. [1], (64); man kann also mit

(36) vOm = 1'du*/
statt (34) schreiben:
u
(37) "0, (t) = Z "y Pay,(t),firp=0,1,...,m,—1;
7=0

analog bei (35). Die "d,—, mit 4 — y > 0 sind willkiirliche Integrations-
konstante, wahrend

(38) vy = *C,, = %“m (w=01,...m—1)
mit (vgl. (28))
(39) a0 = [ 70 (@) dv = [z, fo)dr.

0 0

ist. Im Teilresonanzfall (v =1, ..., ) ist *z(t) stets ein Polynom vom
Grade m, mit Koeffizienten "@,(t), die mit p periodisch sind; der
Koeffizient *@,(t) der héchsten Potenz ist nach (6), (37) und (38)

1
(40) YO(t) = —pja[,‘]y@)(t) v=1,...,0),

er ist also eine mit p periodische Eigenfunktion der homogenen Differen-
tialgleichung (20). Ist im Teilausnahmefall *dg, mit kleinstem g, > 0
der erste nicht verschwindende Koeffizient (36), so folgt in entsprechen-
der erste nicht verschwindende Koeffizient (36), so folgt in ent-
sprechender Weise, falls §, < m, ist,

(41) {v@“(‘) =0 firdsas /3.-—1} v=0+1...,0
v@ﬂv(t) = rdﬂv * y(l)(t) L4 < mv'
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Kiinftig sei (33) unter Weglassung der hochsten ¢-Potenzen mit ver-
schwindenden Koeffizienten in folgender Form geschrieben:

Wy

tor —1

4 Yz(t) = —_ 7 t

(42) B = Y o Ol

=0
. {w\,:m,, fir v=1,..., 0
mit ..
w, =m,—pB,<m, firv=04+1, ..., p.
Eine Losung (31) von (16), die fir » =1, ..., p in der Form (42) dar-

gestellt und fir v = ¢ + 1, ..., s mit p periodisch ist (vgl. [1], Satz 5),
soll ,,Normallosung“ genannt werden, Eine solche Normaliésung kann
man in der Form

> fo—0
(*3) :Z " o=
schreiben, wo B
(44) o = Max (w,, 0)
(r»=1,...,0)

gesetzt ist und die X(t) sich aus den *@, in (37) und (35) aus mit p
periodischen Funktionen zusammensetzen.

Es sei noch einmal betont, daBl in (43) von den Teilhauptféillen nur
eine spezielle Losung benutzt wird, ndmlich die mit p periodische, von
den Teilresonanz- bzw. Teilausnahmefillen jedoch die vollstdndige mit
jeweils m,, willkiirlichen Integrationskonstanten.

Mit Blick auf (40) und (41) bestétigt man folgenden

Satz 2: Ist in (41) @ > o, so ist der Faktor X(¢) der hochsten in (43)
vorkommenden Potenz #® eine mit p periodische nicht identisch ver-
schwindende Losung der homogenen Differentialgleichung (20)

Leicht ergibt sich noch folgender

Satz 3: Gilt der Teilresonanzfall fir y =1, ..., ¢ > 0, so ist die
Potenzordnung von z(t) in (43) mindestens

(45) wz Max o©,= Max m,,
(v=1,...,0) (v=1,...,0)
und es gibt mindestens eine Losung x(f) fir die
(46) w= Max ow,.
(v=1,...,0)

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus Betrachtung von (37),
(38) und (42).
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§4. DIE GROSSENORDNUNG DER ABLEITUNGEN
IM RESONANZFALL, WENN g,() NICHT IDENTISCH
VERSCHWINDET

Wir wollen jetzt die Potenzordnungen der Ableitungen z'(¢), x"(t),
., z"=1(t) bestimmen. Differenziert man (43) nach £, so erhidlt man
fir z0(t) (r = 1, 2, ..., n — 1) die Darstellung

w

(r) (r) r r—1 r—2) tm—(’ e
o Z(X (1 X+ ot X [ g

,r=12,...,,n—1,

wobei die formal hingeschriebenen Funktionen X‘¢(¢) mit f < 0 durch
Null zu ersetzen sind. Daraus folgt unmittelbar

Satz 4. Ist in (43) X,(t) nicht konstant, so haben alle Ableitungen z()(?)
von (43) mit r = 1, ..., n — 1 dieselbe Potenzordnung > wie z(¢) selbst.
Sind dagegen X,, X, ..., X,_; konstant, wiahrend X(t) nicht konstant
ist, so nehmen die Potenzordnungen der Ableitungen von z(t) sukzessiv
um 1 ab bis zu 2@)(t) und bleiben von da an konstant und gleich w — .

Wir betrachten jetzt den Fall, dass in der Differentialgleichung (16)
der letzte Koeffizient

(48) a,(f) 0
ist. Wir erhalten den

Satz 5. Ist a,(t) == 0, so besitzt die homogene Differentialgleichung (20)
keine konstanten Losungen.

Beweis: Die Behauptung folgt indirekt. Angenommen y(¢) = konst.
wire eine Losung der homogenen Differentialgleichung (20), dann
wiirden in der Differentialgleichung (20) alle Glieder mit y', y”, ..., y®~b
verschwinden, und man wiirde die Gleichung

a,(t)y = a,(t) . Konst = 0

erhalten. Dieses ist aber ein Widerspruch.

Aus den Sitzen 5 und 4 mit Blick auf Satz 2 folgt unmittelbar der

Satz 6. Unter der Bedingung (48) haben simtliche Ableitungen «(")(¢)
(r=20,1,...,n—1) einer Normallgsung (43) von (16) die gleiche
Potenzordnung.

Bemerkung: Als einzigen Ausnahmefall zu Satz 5 kann man den
Fall betrachten, daB

(49) 2(t) = const. = C # 0
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ist, was fiir
(50) f(t) = C a,(b)

eintritt; dann ist ja 2® (t) == 0 fiir [ = 1. Es lohnt sich, diesen trivialen,
aber interessanten Spezialfall in die allgemeinen Uberlegungen ein-
zuordnen.

Zunichst darf hier ja der Teilresonanzfall nicht auftreten, da sonst
zwangsldufig mit f-Potenzen behaftete Glieder in (43) vorkommen
miilten. Es ist also die Annahme einer mit p periodischen Losung z,(t)
von (4), fiir die [vgl. (28) und (50)]

(51) Jpza(r) (1) = g # O

gilt, zum Widerspruch zu fithren. Dieser ergibt sich sofort aus der
ersten und letzten Gleichung (23) mit Hinblick auf (51), da ,z,(t) nicht
die Periode p hat, also auch z,() nicht (vgl. (24)).

Es liegt mithin fiir » = 1, ..., ¢ der Ausnahmefall vor, fiir » = g 4 1,
..., 8 der Hauptfall; p = 0 und ¢ = s ist dabei zugelassen.

Zunichst werde der Vektor

0
(52) byt)=| .

b{r}(t)

fiir den vorliegenden Spezialfall berechnet. Nach [1], (27), (20) und der
Schreibweise [1], (41) (vgl. FuBnote 2) wird

0
—0 —
0
. z(i.')f
vb(t) =| b,(t) | ="P7. f=ek! v2Tf = ekt :
. z[n']f
0
0 .
1 ! I o |

Also erhilt man bei Beachtung von (50) und der ersten und letzten
Gleichung (23)
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— g1
]., t, ey (;n-v—‘:-m
o tmv—2
) 1...., m. — 91
(53) b,(t) = C . eKs . mit eXrt — eart v
12[;] .
b
| 1
nach (8).
Wir definieren die Zeilenvektoren
(54) IEI = (lW(l‘) teey ly’[v]) und lza)’ = (lz(y)’ ceey 12[1'])'
Nach (7) ist
(55) YWty = vZ(t) . oKLt = {eKot VAT (1)),
demnach gilt fiir die entsprechenden Spaltenvektoren
(56) 1P(t) = ()T = eKot 1z, (0).
Die Gleichung [1], (42), namlich
(87) v.=K,.v,+ bt

hat also, wie man sofort aus (56) und (53) verifiziert, die mit p periodische
Lésung

(58) v,()= C . (1), v=12, .. s
Damit schreibt sich (43) nach [1], (44) und (43) in der Form
8 my—1 n
(59) .’E(t) =0C. z Z (p(i')+y(t) 11/’(w)+~,.(t) = Cz (pr(t) 1%(’) =0,
y=17y=0 r=1

wo bei der letzten Umformung @Y7 = I nach (7) benutzt wurde.

§5. KONSTRUKTION VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT PERIODISCHEN KOEFFIZIENTEN

Hilfssatz 1: Die Funktionen
(60) Y (t) = et @, () firu=1,...,mn,

wobei die @(t) n-mal stetig differenzierbar und periodisch sind mit p,
bilden ein Fundamentalsystem einer Differentialgleichung »-ter Ordnung
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mit p periodischen Koeffizienten, wenn die Wronskische Determi-
nante der Funktionen y;, ..., y, fiir jeden Wert von ¢ aus dem Intervall
0 <t = p von Null verschieden ist. Hierbei enthilt die Matrix P =
= Y! (0) Y(p) nur Elementarbestandteile von der Ordnung eins
(vgl [11, (10)).

Beweis: Ersichtlich geniigen die Funktionen ¥,(t) der Differential-
gleichung n-ter Ordnung

Y, exlp,, ..., ) et @ ) |
y”) e:zlt(a];)(pl + (P1), , .y . em"'t(an(pn + (pn) , .
y's eat(oipy + 20491 + @1)s - e, + 20,9, + @)

(61)

y emtai + (Do T gr -+ @), e (o, + (Tog e+

Kiirzt man die Exponentialfunktionen aus den Spalten heraus, so
erhédlt man eine Differentialgleichung mit mit p periodischen Koeffizien-
ten, wobei der Faktor der héchsten Ableitung, der bis auf das Vor-

zeichen mit der Wronskischen Determinante der Funktionen y,. ..., y,
iibereinstimmt, nach Voraussetzung eine von Null verschiedene stetige
Funktion ist. — Ferner gilt fiir das Fundamentalsystem:

Y Yy o Uy

Y1 Y2 e Y

(62) Y(t) = : =
?./(ln—l),. yén—l), y.;n-—l)
1

ne, + @1

n—1 ,
I M
efxlt

eagt

—1 ' .
+(n 1 )“2“¢;+---+<p£r“> et
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exp e
(63) Y(it+ P)= Y(). %P
'eanp
Daraus folgt (vgl. [1], (10))
euP
(64) P = e%2P
‘eanp

Also besteht die Matrix P aus Elementarbestandteilen von der Ordnung1.
Hilfsatz 2. Die Funktionen

%1(t) = e*y(t)

Yat) = eat(t‘P;(t) + @u(t)

t
Ys(t) = e (g P1(8) + tpo(t) + %(t))

tr-1 tm—2
Yn(t) = e ((m—- 0t @) + m%(t) + .+ ‘Pm(t))’
wobei die @y(t), ..., ¢,,(t) m-mal stetig differenzierbar und mit p
periodisch sind, bilden ein Fundamentalsystem einer Differential-
gleichung m-ter Ordnung mit mit p periodischen Koeffizienten, wenn
die Wronskische Determinante der Funktionen y,(t), ..., y,,(t) fir jeden
Wert von ¢ aus dem Intervall 0 < ¢ < p von Null verschieden ist. Die
entsprechende Matrix P besteht aus genau einem Elementarbestandteil
von der Ordnung m.

Beweis: Die zu (61) anologe Differentialgleichung m-ter Ordnung
laBt sich nach Kiirzung durch e™s! und Einfiihrung des Operators

d

(66) D= T
sowie der Beziechnung

\ =12 .., 1,
(67) ﬁur: Z (l;_ 1) (D + )~ l(pr_ﬁ-l(t) fur{ 1, m +

— Summanden, bei denen der Index von ¢ < 0 ist, sind durch 0 zu
ersetzen — in der Form



(68)
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tm—1 : ]

Y, 1911, t'ﬁll +"9121 L] (7—”—:1—)!7911 + (;77:27i 2912 + ‘e +ﬂlm
tm-1 tn—2

y/3 1921, tﬂzl + 1922, ceey (7;71?'1-‘)‘! 2921 + m’! ﬁ22 + e + /1927"
tm-—l tm—2

yu, 1931 , “931 + ’032 g oeey (;l-—_—_T)—' ’031 + (—7n—:§)"‘ 1932 + e + '193)”

tn—~1 -2
( l)' ml+ ( ) 2+ +ﬂ m,m
tn—-1 tn2

St g

schreiben. Die erste Zeile ergibt sich unmittelbar, die weiteren durch
vollstdndige Induktion in bezug auf den Zeilenindex. Hebt man durch
Bildung von Spaltenkombinationen die Potenzfaktoren fort, so erhélt
man eine Differentialgleichung mit mit p periodischen Koeffizienten.
Der Faktor der h6chsten Ableitung y(™(t) ist wieder bis auf das Vorzei-

y‘n—l’ﬁm,l ’ t’am.l + 0111,2 e

y(m), 29m+1,13 t9, m+1,1 + 29m'('l 2 ﬂm+1,‘l+ cee +19m+1,m

chen der Wronskischen Determinante der Funktionen w,(t), ..., ¥,.(t)
gleich, also stetig und von Null verschieden. Ferner gilt analog zu (62)
y}? Z/z; fees ym[
?/y ?/”2; R ?{m
Yo Y25 - Ynm
(69) Y(@)=1] . .

YDy, Ly

— . 12 gm—1 -
011’&911—*_1912’5!—011 +tﬁl2+19137 (m )' 11 + '+191m
12 tm-1
021“921 +022’Wﬂ21+022+ﬂ23""7m 21+ “+ﬁ2‘m
12 tn—1
—_ e‘?:al 1931, t?931, + '1932 5031 + t7.932 + 7.933, ey Gn__l)! 1.931 + .. + '193,"
2 tm1
_ﬂm,l’ tﬂm,l + 19m,2’ g’ﬁm,l + tﬁm,z + ﬁm,a L] (fm}—_—) m 1 +.. +0m m




emu(H—p) .

Y(t+p)=

¥(

V.t + )0y +Byas s

P, (t+ ) Vo1 + Doz v s

79311 (t+p)031 +1932; ey

01»1,1 ’ (t +p)'9m,1 + ﬁm,z» see

p2

1p2'

1 »

t).emar

Hieraus folgt wieder nach [1], (10)

(71) P=emao,

pz p’n-—l ]
]-’ PP R R ——
Pgre m— 1)1
pm—2
1’ P .- m
1 —_—
_e“P —
exr

(t+p)

25

(m 1) 1911+ '+791m
(¢t +
—(—1))—17021+...+z92m

t+ m—
L(—rn—_ﬁ))*ﬁal+...+0am

(¢ +:v)

m‘ﬁml+ AP

pm—l =

(m —1)!

pm-2
(m —2)!
1
|~ 2 pm 1
1 p’ 2' I (}'_n_ 1)
pm—2
— 1, p’ . bl (m_ 2)‘
| 1
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Also besteht die Matrix P aus einem einzigen Elementarbestandteils
von der Ordnung m. Hilfsatz 1 fiir 4 = 1 ist ein Spezialfall von Hilfs-
satz 2 fir m = 1.
Unmittelbar ergibt sich aus den Hilfssidtzen 1 und 2 der folgende
Satz 7: Geht man bei Bildung der Differentialgleichung (61) oder (68)
von mehreren Funktionssystemen der Art (65), also etwa

Y Ya+1s s Yartm—15 Y@ Y@)+1s - - s Y@rtme—15 - 3 Yo) s Yo +1 -+ 5 Yo)+ms—1»

auss, 8o erhédlt man eine Differentialgleichung von der Ordnung

n=m; + my+ ... + my

mit mit p periodischen stetigen Koeffizienten und einer Matrix

(72) P = * ’

wobei P, von der Ordnung m,, ist.

§6. BEISPIELE

Die Funktionen
(73) Yoy = 1/ cost, yy; = 1/3t cost + 1/3sint + 1, yp = sin t

sind Losungen der Differentialgleichung

(714) Lyl =
y , yr’ yll, ym
1 cost ! sin ¢ cost 1 sint
3 3 ) § n ) ’3

I

L = Qo

N T 4
t cost —sint, ~tsmt——§ cost

1tcost‘-|~1:sit—}—1 lt't—}—2 ¢
3 n , — = tsin :—)’-cos, 3

3 3

sint R cost , —sint , —cos t
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2 cost 2cos ¢

=Yt e ¥ TY T3 5t

y =0,

bei der der auftretende Nenner positiv ist. Die entprechends Losungs-
matrix Y(¢) lautet (vgl. (6))

1/3 cost,1/3sint 4 1,sint | }1 t‘

(75) Y(t) = D(t) ekt =| —1/3sint, 2/3 cos t, cos ¢ 1
—1/3 cost, —sint, — sin ¢ _”—]_l—]
mit ) o
0 1
(76) k| o
9]

Die transponierte reziproke Matrix Z(t) = (Y~1(¢))T (vgl. (5)) ist
Z(t) = W(t) . e~K"-1,

Die Elemente der letzten Zeile:

-3 3(3 cost — sint cost)
|2(1>:—_twlll+w“):—t' 2gint —3 + 2sint —3
3
(7)) JFm = Yy ~ 2sint—3
14 3sint 4 cos2t
21 = Y2 = 2sint—3

bilden ein Fundamentalsystem fiir die zu (74) adjungierte homogene
Dgl.

= " 2 cost ” , 2 cost .
(9 Tl ==+ (52 Gune?) % g gemt =
Wir betrachten nun die inhomogene Dgl.

” 2cos t. ” , 2cost .
M) el ="+ g™ T T s gm0
mit
(a) f(t) = sin¢ (2 sint — 3),
(b) f(t) = (sint — 1)(2sint — 3).
Die Differentialgleichung (79) entspricht dann dem Differential-
gleichungssystem
(80) x' = A(t) x + f(t)
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mit
e o 1 o o
@) x=|« | an=| © © 1 lfn=| O
" 2cost o 2cost £i0)
2sint—3° '2sint—3
Im Falle (a) ergibt sich:
21 27
[ 20 f(t) dt = — f 3 sintdi = 0, » = 1 Ausnahmeindex3)
0 0

(82)

22 2a
f 2p() £(2) dt =0fsint(1 + 3 sint + cos?t)dt = 3w # 0, v =
0

= 2 Resonanzindex3)

und tm Falle (b):

21 2a

'fzm(t)f (t)ydt = —3 f (sint—1)dt = 6 % o,v = 1 Resonanzindex
0 o0

(83)

fzm(t)f (¢) dt :f(sint —1) (1 4 3 sint + cos?t) dt = o, » =
0 0

= 2 Ausnahmeindex.

Nach der Methode der Variation der Konstanten [vgl. (10)] bzw. [1],
F.N. (5) erhdlt man fiir die skalare Komponenten xz(¢), z'(t) z"(t) des
2

allgemeinen Losungsvektors x(f) = Xvx(¢) des Differentialgleichungs-
1

systems (80) im Falle (a) die Gestalt:=

x(t) = t[3/2 sint + (1/3 ¢, —1) cost] + (1/3 + 1/3 1¢; + 2c,)
sint + (3 + 1/3 I¢,) cost + 2/3 sint cost + l¢; —3

(84) Jx'(t) =t [3/2 cost —(1/3 1¢, —1) sint] —(3/2 + 1/3 1¢,) sint +
+ (—2/3 + 2/3 ¢, + 2%c,) cost + 4/3 cos? t —2/3
x"(t) = t [—3/2 sint — (1/3 ¢, — 1) cost + (5/3 —'c, —3¢,)
sint —1/3 1¢,—8/3 sint cost.

Man sieht sofort aus (84), daB jede skalare Komponente z(f), »'(t),
z"(t) der allgemeinen Losung x(¢) des Differentialgleichungssystems (80)

3) Der Index » wird als Resonanzindex bzw. Ausnahmeindex bezeichnet, wenn
fiir dieses v der Teil-Resonanzfall bzw. Ausnahmefall vorliegt.
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fiir beliebige Werte der Konstanten ¢y, I¢c,, 2c, Werte von der Gré-
Benordnung ! annimmt. Entsprechend erhilt man im Falle (b)

x(t) = 2/2 cost + ¢ [(1/3 ¢; —1) cost + sint +3] + (1/3 ¢, +
+ 2c, —8/3) sint + (1/3 ¢, + 11/4) cost + 2/3 sint cost + ¢, —3
(85) J='(t) = —t?/2 sint + #[2 cost— (1/3 ¢, —1) sint] — (7/4 + 1/3 Ic,)
sint 4+ (—11/3 + 2/3 1¢; + 2c) cost + 4/3 cos? ¢t + 7/3
]x"(t) = —12/2 cost + ¢[(1—1/3 1c;) cost —3 sint] + (14/3 —1¢; —
—2¢,) sint —(1/3 ¢, —1/4) cost — 8/3 sint cost.

Also nimmt jede skalare Komponente x(t), z'(t), "(f) des allgemeinen
Losungsvektors x(f) von (80) mit beliebigen Konstanten ¢y, Ic,, %c,
Werte von der GroBenordnung 2 an.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

sint—cost—2 .. 44 cost—sint
— ) oY e vy = T RORE TR e
(86)  Lfz] 0+ 2 4 cost e 2 4 cost “

sint—cost—4 , 2 —sint
x : i
2 -+ cost 2 4 cost

+

z' — 22 = 4 (2 + cost).

Die entsprechende Losungsmatrix Y (t) = D(t) . eK¢der zu (86) gehérigen
homogenen Differentialgleichung [vgl. (20), (3)] hat die Form

’

’

sint 4 cost, cost +2 , sint—cost, sint
cost — sint, cost , cost - sint, sint
(87) Y(¢) = | —sint — cost, cost—2sint, —sint +-cost, 2cost 4 sint,

—cost - sint, —3sint—3cosf, —cos ¢t —sint, —3sint + cost,
sint 4 cost, —2cost —d4siné, —co3t +sint, —4cost — sint,

1 ¢
1
1t
1
e
Dabei
° ol
o)
(88) K=| "~ o1

Q

S

ist. Mit Hilfe der Matrix Z(t) = (Y-1(t))?, deren letzte Zeile (vgl. (77))

[ i Sy Sy Y



30

1
_ i 2 in% + 1, —2sint,—&(1 st)—
(89) 12 T oost) (2tsmt + 2cost + sin? + 1, —2sint,— (1 + 2coxst)

— costsint 4+ 2sint, 2cost + 1,e~{(—2 4 sint —cos t))

ist, berechnet man fiir die entscheidenden Integrale

2n 2n
[ 2@ f(t) dt = —2 [sint dt = o =1 Ausnahmeindex,
0 0

(90) o

2a
l f 2(8) f(8) At = f (2cost + 1) dt = 27 # 0, v = 2 Resonanzindex.
0 0

Der Index v = 3 ist selbverstindlich der Hauptindex, weil in (88)
(vgl. (8)) ay =1 5~ o ist. Weiter rechnet man nach der Methode der
Variation der Konstanten (vgl. (10)) aus:

(91) a(t) = e'(3co — 2) — 3t3(sin t — cos t) + f(} + ¢, + %) sin ¢ +
+ (—3% + ¢, —2%;) cost]

+ (% + leg + %o + 202) sinf 4 (“Z‘ +lep + 101—200) cost + (4 + 2'¢;)

und entsprechende Ausdriicke fiir 2 (t) (k = 1, 2, 3, 4). Ist nun 3¢, = 2
(Normallésung), so nimmt die Ldsung x(t) von (86) und gleichzeitig
auch sdmtliche Ableitungen z', 2", ", 2”” Werte von der GréBenord-
nung 2 an. Ist aber 3¢, 7= 2, so nehmen simtliche Ableitungen x«® (t)
(k=0,1, ..., 4) Werte von der GroBenordnung ¢* an.
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