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DAS EINSCHLIESSEN DER LOSUNGEN
VON GLEICHUNGEN IM BANACHRAUM

Vox MANFRED SCHNEIDER (KARL-MARX-STADT)

Eingegangen am 30. Juni 1966

1. Vorbemerkungen

In einem halbgeordneten Banachraum sei eine Gleichung u = T
vorgelegt. Verwendet man zu ihrer naherungsweisen Losung ein Ite-
rationsverfahren w,,, = Tu, (n =0, 1, 2,...), so kann man, falls T
ein monoton nichtfallender oder monoton nichtwachsender Operator
ist, durch geeignete Wahl der Ausgangsniherungen erreichen, daB
die Naherungslésugen die Losung der vorgelegten Gleichung einschliefen.
Damit hat man die Moglichkeit, den bei jedem Iterationsschritt maximal
noch vorhandenen Fehler sofort abzulesen. Dies wurde von L. Collatz
una J. Schroder [2] unter Anwendung von Fixpunktsidtzen gezeigt
und auf verschiedene Arten von Gleichungen angewendet.

Hier soll gezeigt werden, daf sich derartige EinschlieBungsaussagen
unter gewissen Bedingungen erzwingen lassen, auch wenn 7' nicht von
vornherein monoton ist. Zum Beweis werden dabei keine Fixpunktsitze
herangezogen, sondern eine Methode verallgemeinert, die erstmals
von H. Jackel [3] bei der Losung der nichtlinearen Anfangs-Rand-
wertaufgabe der Warmeleitung in festen Korpern verwendet wurde.

Uber die Anwendung dieser allgemeinen EinschlieBungssitze auf die
néherungsweise Losung von Anfangs- und Randwertaufgaben gewohn-
licher Differentialgleichungen wurde bereits in [4] ausfiihrlich berichtet.
Dort sind auch eine Reihe numerischer Beispiele angeben. Hier soll die
Brauchbarkeit dieser Methode bei Integralgleichungen und bei Glei-
chungen mit einer Unbekannten gezeigt werden.

2. Die EinschlieBungssitze

Vorgelegt sei ein Banachraum B mit den Elementen u, v,.... In 8B
ist also eine Addition 4 4+ v und eine Multiplikation mit Zahlen au,
wofiir die iiblichen Regeln der Vektoralgebra gelten, erkldrt. Ferner
ist in B eine Norm || u || definiert, beziiglich der B vollstéindig ist. Der
Raum B sei weiterhin halbgeordnet, wobei die iiblichen Regeln fiir
das Rechnen mit Ungleichungen gelten mégen. Dabei sei ||« || = || v||
fir v = v =2 0 und umgekehrt. 7' sei ein stetiger Operator, der eine
Teilmenge d < B in B abbildet. Mit <v, w> werde die Menge aller
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u € B bezeichnet, fiir die v < » < w gilt. Fiir v e b, w € b sei jede solche
Menge ganz in D enthalten und 7' < v, w> sei kompakt, wobei eine
Menge I kompakt genannt wird, wenn jede unendliche Teilmenge
von M ein Haufungselement u € B besitzt.

Gesucht sei eine Losung u* der Gleichung

(1) = Tu.
Diese vorgelegte Gleichung (1) lasse sich auf die Form
(2) Lu = Du

bringen, in der L ein linearer stetiger Operator sei. Zur niherungsweisen
Losung der Gleichung (2) werde ein Iterationsverfahren

(3) Lu,., = Du, (n=0,1,2,..)
verwendet.

Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1. Wir betrachten eine Teilmenge d < B mit d = <u,, u, > bzw.
b = <u,, uy> und uy, = 0, u; = 0. Der Operator T sei auf d definiert
und bilde 7 in sich ab. Die Untersuchungen sollen also nur mit positiven
Elementen durchgefiihrt werden. In den Anwendungen wird sich diese
Forderung meist durch geeignete Wahl des Koordinatensystems reali-
sieren lassen.

2. Der Operator L sei linear und stetig und die Gleichung Lu = r
sei fiir beliebiges r € d losbar. Die Losung sei darstellbar als u = Gr.
Es existiere also der zu L inverse Operator G. Er ist ebenfalls linear
und er sei auch stetig. Ein linearer stetiger Operator ist beschriankt.
Es existiert also fiir alle u,, u, € D eine positive Zahl «, so daB

(4) “G'“l'—G’“z”é“”“l—““z“

gilt. Die kleinste Zahl «, fiir die die Ungleichung (4) noch erfillt ist,
heilt Norm oder Lipschitzkonstante von G. Im folgenden soll unter «
immer die Lipschitzkonstante des Operators G verstanden werden.

3. Der Operator D sei beschrinkt mit der Lipschitzkonstanten f,
d. h. es soll fiir alle u,, u, €

(5) | Duy — Doty || < | wy — wa |
gelten.
Da die Gleichungen (1) und (2) einander #dquivalent sein sollten und

da nach Voraussetzung 2 der zu L inverse Operator G existiert, 148t sich
T als Produkt 7' = GD schreiben und es ist

|| G(Duy) — G(Duy) || < a ||Duy — Duy || < af || uy — u, ||.



47

Der Produktoperator ist also auch beschrinkt und zwar mit der
Lipschitzkonstanten aff = . Fiir alle u,, u,ed sei y < 1.

4. Der Operator L sei von monoton nichtfallender bzw. monoton
nichtwachsender Art, d. h. aus Lu, < Lu, folge u; < u, bzw. u; = u,.
Anstelle dieser Voraussetzung kann auch gefordert werden, dafl der
zu L inverse Operator G isoton bzw. antiton ist. Dabei heift ein Opera-
tor isoton, wenn aus u, < u, folgt Gu, < Gu, und antiton, wenn aus
uy = u, folgt Gu; = Gu,.

5. Fir den Operator D existiere eine Zahl x > 0, so dal D + »xE
isoton bzw. D — xE antiton wird. E bedeute den Einheitsoperator.
Unter den Voraussetzungen 1 bis 5 gelten fiir die durch das Iterations-
verfahren (3) definierte Néaherungsfolge die folgenden beiden Sitze.

Satz 1. Ist der Operator G isoton und benutzt man eine Ausgangsnihe-
rung ug mit wy = Uy, Uy = Uy, S0 tst

B) UgS U= .. S Uy, = SUS L S Uy, S Sy Sy
und benutzt man wy = u;, Uy = Uy, S0 gilt

(M y, Sus = ... Sy =...Su*= .00 S,

IA
IA
&
IA
&

In beiden Fillen konvergiert die Folge w, (n =0, 1, 2, ...) gegen die
etnzige Losung u* der vorgelegten Gleichung (1) im Intervall d.

Satz 2. Ist der Operator G antiton, so gilt fiir die Niherungsfolge u,
des Iterationsverfahrens (3) die Aussage (6) oder (7), je nachden ob von
Uy ML Uy = Uy, Uy = Uy Oder VOn uy Mt Uy = Uy, Uy = Uy AUSFEGANGEN
wird. Auch in diesem Fall konvergiert die Folge w, gegen die einzige
Losung u* der vorgelegten Qleichung (1) im Intervall d.

Zusatz. Verwendet man als Ausgangsniherung u, die Lésung der
Gleichung Luy, = DO, so gelten die Beziehungen wy = u, und uy = u,.
Fiir die Ndiherungsfolge hat man also immer die Aussage (7), wenn G
isoton oder antiton wst.

Beweis des Satzes 1. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
wird angenommen, daf der Operator D antiton ist. Ist diese Bedingung
nicht von vornherein erfiillt, so formen wir die Ausgangsgleichung
(2) um in

(8) Lu — wu = Du — xu

und erreichen auf Grund der Voraussetzung 5 durch geeignete Wahl

von %, daB8 der Operator D = D — xE antiton wird. Als Iterations-
verfahren zur ndherungsweisen Losung der Gleichung (8) benutzen
wir

(9) Lu,  — nu,y = Du, —xu,, (n=20,1,2,...).
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Alle anfangs iiber L und D getroffenen Voraussetzungen sind jetzt

auf L = L — xE und D = D — xE zu bezichen.

Durch vollstindige Induktion folgen jetzt sofort die Aussagen
uz,,<0u2i,+22§ Ugyrz = Upysy OdeT Upypy < Uy pg S Uy, < oU,y, fiir alle
V= )

Es ist weiter zu zeigen, da die Naherungsfolge gegen die einzige
Loésung der vorgelegten Gleichung konvergiert. Dazu beschrinken wir
uns auf den Fall, der zur Aussage (6) fithrt, da der andere Fall vollig
analog bewiesen werden kann.

Wir zerlegen die Niherungsfolge u, in eine monoton nichtwach-
sende Teilfolge u,,,, und eine monoton nichtfallende Teilfolge u,,.
Beide Teilfolgen liegen ganz in der Menge < uy, u, > =T < uy, uy >.
Die Menge T' < u,, 4, > ist nach Voraussetzung kompakt. Bei Collatz
und Schréder [2] wurde gezeigt, dal monoton nichtfallende bzw.
monoton nichtwachsende Folgen, die ganz in einer kompakten Menge
liegen, konvergieren. In unserem Falle konvergieren also beide Teilfolgen
Uy, 41 und u,, je gegen ein Grenzelement 7, und 7,. Es ist

7, = lim 4y, = lim GDu,,_,,
n— oo N—» 0

Ny = lim Ugp+1 = lim GDuZn .

n—oo N-+00
Weiter gilt
|| GDuy, — GDug,_y || = || Tty — Ty, || Sy || Ugp — U2n—s I
| sy — Ugpy || = || Tugp-1— TUgp o || S ¥ || gy — % ap2 Il
g — g || = [| T — Tug || S 9 || uy— ||

und damit
| Tug, — Tugn—1 1| < 92" || uy — u, ||

Da wegen der Voraussetzung ¥ <1

l]m yzﬂ Hu]_ “*uo H = 0
N—p 0
gilt, folgt auch
lim || T2, — Tug, || =0
n—+w

und damit
lim T%2, = lim Tu,, |,

n—>o0 oo

d. h. aber'nl = 172 — 17



49

Weiter ist wegen der Stetigkeit des Operators T'

7 = lim uy,,, = lim Tu,, = T lim u,, = Ty,

n—>0 n—»w n-—»wo

d. h. % ist Losung der vorgelegten Gleichung. Es ist auch die einzige
Losung, denn wire 7 eine weitere von # verschiedene Losung der
vorgelegten Gleichung in , so miiite gelten

g —=7ll=1Ty—Tnll=ylln—"7ll

und dasist wegen y < 1 ein Widerspruch. Esist alson = 7.

Beweis des Satzes 2. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
wird hier angenommen, dal der Operator D isoton ist. Ist dies nicht
von vornherein der Fall, so formen wir die Ausgangsgleichung (2) um
in

(10) Lu + »xu = Du + xu

und erreichen auf Grund der Voraussetzung 5, daB} der Operator
D + »E isoton wird. Die Gleichung (10) lésen wir dann naherungs-
weise durch das Iterationsverfahren

11 Lty + %y = Du, + u,, (n=0,1,2,..).

Alle anfangs fiir L und D gemachten Voraussetzungen sind jetzt fir

die iiberstrichenen Operatoren L=1L + %E und D=0D + xE fest-
zulegen. Die weiteren Aussagen erhdlt man jetzt analog wie bei Satz 1.

3. Anwendung auf Integralgleichungen

Zunichst soll das dargelegte Iterationsverfahren auf lineare Integral-
gleichungen angewendet werden. Vorgelegt sei die Gleichung

b
(12) y(@) = fx) + A [ K(z, &) y(&) dé.

Dabei sei f(x) eine gegebene stetige Funktion von z, K(x, &) sei eben-

falls stetig und in [a, ] beschrankt, A sei ein gegebener Parameter.

Um die allgemeinen Sitze anwenden zu kénnen, betrachten wir den

Banachraum der in [a, b] stetigen Funktionen « und erkliren die Norm

durch || u || = max | u(x)|. Eine Halbordnung erhalten wir, indem
b

aszr<
wir 4 < v durch u(x) < v(2) fiir alle z € [a, b] erkliren. Ebenso folgt
dann aus || || < [|v || w < v fiir positive » und v, auf die wir uns
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durch geeignete Wahl des Koordinatensystems beschrinken konnen.
Einen Operator T definieren wir durch

h

(13) Tu = f@) | A [ Kz, & w(&) dE,

g0 dafl die vorgelegte Gleichung (12) jetzt die Form

y =Ty
erhédlt. Wir losen sie naherungsweise durch das Iterationsverfahren
(14) Yorr = Ty, . n=20,12, ...,

indem wir von einer geeigneten Ausgangsndherung y,(r) ausgehen.
Damit die allgemein aufgestellten EinschlieBungsaussagen auch fir
das jetzt betrachtete Verfahren (14) gelten, mufl der durch die Bezie-
hung (13) erklirte Operator antiton sein und beschrinkt mit einer
Lipschitzkostanten y < 1. Der Operator T ist bei positivem A sicher
dann antiton, wenn in [a, b] K(z, &) < 0 ist, da dann

b
Tu—To =4 [ Kz, &) [u(f) — v(§)] d&

gilt und daraus Tu — Tw < 0 folgt, wenn u = v ist. Ist K(z, &) in
[a, b] nicht von vornherein negativ, so wird die Ausgangsgleichung
(12) umgeformt in

(15) y="Ty

mit

- 1
Ty= 1t f@) 1A f K(, €) 9(6) d — ny(@))

und darin 148t sich in vielen Fillen durch geeignete Wahl von » erreichen.
daB 7' antiton wird, wenn nur K(z, &) beschrinkt ist. Damit 7 antiton
wird, mul » so gewahlt werden, daf}

£) y(£) dg — - “’(’”) <0

gilt. Im allgemeinen 148t sich keine Vorschrift angeben, wie x im
konkreten Fall zu wihlen ist. Es hdngt von der gesuchten Funktion
y(x) ab und 1a8t dem Bearbeiter noch gewisse Freiheiten.
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Fiir die Konvergenz mu8 fiir die Lipschitzkonstante y von 7'y < 1
gelten. Es ist

b
| Tu—Tv || = max |4 [ K(, &) [u(§) — v(£)] d& |

agrsh a

b
< max | u(x) — v(z) | [ZIfIK(xsEde

b
<llu—v| max 4] [ | K(z, &) |dé.

asrsh «

Es muf} also
b

(17) max [A| [ K (x, &) |d§ < 1

asr<h

gelten. Wird die Ausgangsgleichung umgeformt, so mufl beachtet
werden, daB die Konvergenzbedingung y < 1 fiir 7' erhalten bleibt.

Die Erzwingung der EinschlieBungsaussagen soll an einem einfachen
Beispiel erlautert werden. Vorgelegt sei die Gleichung

1
(18) y—utt g [ v a
0

mit der exakten Losung

1
Yy = 1—3 x4 = 1,058824x4.

Wir bestimmen Néherungslésungen mit dem Iterationsverfahren

1
1
yn+1 = 1'4 —{_ T fx4§yn(§) dé! n = 0, 1, 2,
0

und erhalten
Yo = 2
y, = 1,05655562*
Y, = 1,05686422*
y; = 1,058814x4.

Wie zu erwarten, schlieBen die Ndaherungslosungen die exakte Losung
nicht ein, da K(x, &) = 24 = 0ist fiir 0 < #,& < 1. Um Einschliefungs-
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aussagen zu bekommen, miissen wir die vorgelegte Integralgleichung
umformen. Wir schreiben sie in der Form

1

2 [ &ye) dg_,fy(x)]_ 1

J 11—
0

|

N

und bestimmen » so, dafl die EinschlieBungsaussagen gelten. Wir

1
wéahlen » = 16 iterieren nach

16
Ynt1 =15 xt + ‘x“f&/n(é (), n=0,12,...

1
s
und erhalten

Yo = 1,066667x4

y, = 1,0687662+

Yy, = 1,05882424

ys = 1,05882424.
Daran erkennen wir sofort, daf eine EinschlieBung gilt. Ahnliche

Aussagen wie fiir lineare Integralgleichungen der Form (12) erhilt
man auch fiir nichtlineare Gleichungen

b
(19) y(@) = [ Gz, & y(@), y(&)] A&,

wenn vorausgesetzt wird, daf}

b
= [ O, & y(a), y(§)) d

stetig ist und beschrinkt mit einer Konstanten y < 1. Benutzen wir
zur ndherungsweisen Losung der Aufgabe (19) das Iterationsver-
fahren y,,, = Ty,(n = 0,1, 2, ...), so gelten auch hier die Einschlie-
Bungsaussagen, wenn T' antiton ist. Ist 7" nicht von vornherein antiton,
so kann auch hier in vielen Fillen die Antitonie durch eine geeignete
Umformung erzwungen werden. In -~

b
1
Yoy = [ f Gle, &, y(a), y(&) dE — y(m)]

a
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muB »x > 0 so bestimmt werden, dal}

b

Ty = 1| [ 6 o), e ag —xvto|

a

antiton wird.

4. Anwendung auf Gleichungen mit einer Unbekannten

Vorgelegt sei fiir eine gesuchte reelle Unbekannte x die Gleichung
f(x) = 0. Durch gewisse Umformungen werde sie in die Form a = ¢(x)
gebracht, die die gleichen Wurzeln wie f(z) = 0 haben soll. Zur néhe-
rungsweisen Berechnung einer Losung dieser Gleichung konstruieren
wir durch das Iterationsverfahren

(20) x4 = @(x,), n=20,1,2,...

eine Naherungsfolge z,, indem wir mit einer geeigneten Ausgangs-
nédherung z, beginnen.

Die allgemeinen Sédtze lassen sich anwenden, wenn wir den Raum
der reellen Zahlen betrachten. Wir definieren ||z || = |z | und Tz = ¢(x).
Es ist zu untersuchen, ob sich eine Zahl » angeben laft, so daB
@(x) — »x monoton nichtwachsend wird und ob der Operator Tz = ¢(x)
lipschitzbeschrinkt ist mit einer Konstanten y < 1.

@(z) ist monoton nichtwachsend, wenn ¢’(x) < 0 ist fiir alle betrach-
teten x € [a, b], wobei mit [a, b] das Intervall bezeichnet wird, in dem
eine Losung der Gleichung bestimmt werden soll. Ist dies nicht von
vornherein der Fall, so formen wir die Gleichung x = ¢(z) um in

n?

(21) o= lp) —xal.

P(x) = *14% [p(x) — %x] ist dann monoton nichtwachsend, wenn
durch geeignete Wahl von » erreicht werden kann, dall @'(x) <0
wird. Es muB also sein ¢'(z) = li;; [¢'(x) —x] =0, d. h.

@) %
1—2 = 1 —=x

(22)

Wenn ¢'(z) beschrankt ist fiir « € [a, b], 148t sich % so wihlen, da die
Bedingung (22) erfiillt ist. Ist ndmlich 0 < ¢'(2) < 1, so wird x so
gewihlt, daB ¢'(z) < x < 1 fiir alle z € [a, b] gilt und ist ¢'(z) > 1,
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so wahlt man 1 << % < ¢'(x). In der Nihe von ¢'(z) = 1 wird durch
diese Umformung (21) nichts erreicht werden. Es ist jedoch zu beachten,
daf die Herstellung der Gleichung # = ¢(x) aus der Gleichung fl®) =0
noch weitgehend willkiirlich ist und evtl. so durchgefiihrt werden kann,
daB dieser Fall nicht eintritt.

Der Operator Tx = @(z) soll ferner lipschitzbeschrankt sein mit

einer Konstanten y << 1. Dies ist sicher erfiillt, wenn max | ¢'(x) | < 1
az<h

oder nach einer evtl. notwendigen Umformung (21), wenn

(23) max |@'(x) —x | <|1—ux]|

asr<h

gilt.
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