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VERBANDSGRUPPEN MIT 0o-KOMPAKTEN
KOMPONENTENVERBANDEN

Von FranTISEK Fiava in Brno

Eingegangen am 5. Mai 1967

G =(G,:xeM) sei eine Realisiecrung einer Verbandsgruppe
{{-Gruppe) ®. In [5] wurde der Begriff des durch die Realisierung @
induzierten topologischen Raumes (Bezeichnung (M, @)) eingefiihrt.
Dabei wurde das System aller Untermengen der Form Z(f) =
={xeM :flx) =0}, fe @, als Basis fiir die abgeschlossenen Mengen
in M gewihlt. Ferner wurde die I'-, II- und [I’-Realisierung zu einer
I-Gruppe mit Realisierung konstruiert. Dabei bezeichnet I'(11, IT') den
Verband aller Komponenten (aller Hauptokomponenten, aller Dual-
hauptkomponenten) der I-Gruppe G.

In einem unveroffentlichten Manuskript hat F. Sik den folgenden
Satz bewiesen.

(I) Ist G = (G, : x € M) die II'-Realisierung einer l-Gruppe &, dann
gult:

A. Ist der Verband I' o-kompakt, dann gilt I' = IT = II' und der Ver-
band M(M, @) ist ein Unterverband des Verbandes N(M,G).

B. Istll = IT', "M, Q) = M(M, G), dann ist der Verband I" o-kompakt.

C. Ist der Verband G o-kompakt und ist die Summe aller von G ver-
schiedenen Kompanenten nicht gleich G, dann R(M, G) = MM, @),
d. h. der topologische Raum (M, @) ust diskret.

F. Sik hat ferner die Annahme ausgesprochen, daB dieser Satz auch
fiir die I-Gruppe ohne Realisierung gilt, wenn man den topologischen
Raum (M, @) durch den topologischen Raum W(II’) aller Ultraantifilter
in Verband I7' erzetzt.

Dieser Beitrag enthilt einen Beweis des verallgemeinerten Satzes
(2.6, 2.8).

1. Wir fithren jetzt die Grundbegriffe und die Hilfsbehauptungen ein.

1.1. @ sei eine I-Gruppe. Wir nennen zwei Elemente a, b € G disjunktiv,
wenn [a |A]b]| =0 gilt (in Zeichen adb). Fiir § # A = G setzen wir

A" ={x:x e G, vy fiir jedes y € A}.

) # A € G nennt man die Komponente in G, wenn (} = B < @ derartig
existiert, daB A = B’ gilt. Fiir a € G bezeichnen wir o’ = {a}’, a" =
= (a’)" . @’ nennen wir die Dualhauptkomponente, a” die Hauptkomponenle.
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Offensichtlich ist jede Haupt- bzw. Dualhauptkomponente durch das
positive Element | a | erzeugt.

Die durch die mengentheoretische Inklusion geordnete Menge I' aller
Komponenrten in G bildet eine vollstindige Boolesche Algebra ([3], Teo-
rema 1).

Die Mengen II bzw. II' aller Haupt- bzw. Dualhauptkomponenten in @
sind Unterverbinde des Verbandes I', in denen fiir a, b € G+

1) @V =@V ) =(@+b), a’Apr ¥ =@hg b
@) @V b =(aAg b)Y, @A B =@V, b)Y = (@t by

gilt ([4], Theorema 1).

Der Verband I' tst durch den Unterverband II \/ -erzeugt und durch den
Unierverband IT' N -erzeugt ([8], 2.1).

1.2, L sei ein Verband. Eine nichtleere Untermenge x £ L nennen
wir den Antifilter (A.f.) in L, wean sie folgende Eigenschaften hat:

l.a.bex =aVbeux;
2.ac€x,c L a=ceux;
3. existiert 1 € L, dann 1 € x.

Finen maximalen A. f. in L nennen wir den Ultraantifilter (U. a. f.)
tn L. Dic Menge aller U. a. f. in L bezeichuen wir mit U(L).

L sci nun cin distributiver Verband mit dem gréBten Element 1.
Wir fiihren eine Topologie in die Menge U(L) derart ein, dafi wir alle
Mengen der Form

Ua ={x:2xecl(l),acr}

fiir @ € L als Basis fiir offene Mengen nechmen. Der topologische Raum
U(L) ist Hausdorffsch ([4], IV, Teorema A).

1.3. Hilissatz. Ein A. f. in einem Booleschen Verband ist ein U. a. f.
dann und nur dann, wenn er von je zwei komplemenidren Elementen
genau eines enthdlt.

Beweis. [5], 4.1.

1.4. Einen A. f. z in L nennen wir einfach, wenn

a,bel,aNbex =aecx oder bex
gilt.
Nach [5], 4.3, ist in einem Booleschen Verband jeder U. a. f. ein ein-
Jacher A. f. und umgekehrt.
Ist L ein distributiver Verband, a, b e L, b &£ a, dann existiert ein
einfacher A. f. ® in L derart, daff a ez, bex gilt (Es folgt aus [8],
Satz 66).
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1.5. Hilfssatz. B set ein Boolescher Verband. Dunn sind folgende
DBedingungen fir a, b € B dquivalent:

1.a <0,

2. Ub < Ua.

Ist eine dieser Inklusionen scharf, dann ist auch die andere scharf.

Beweis. Siche [1], 3.1. 1 = 2. Ist @ £ b, dann gilt fir jedes x € Ub,
daBl b ez, also @ €z, und deshalb gilt x € Ua, d. h. Ub £ Ua.

2 = 1. Es sei @ £ b. Nach 1.4 existiert cin einfacher A. f. z in B
derart, dafl b € 2 und a € xz. Nach 1.4 ist « U. a. f. in B. Daraus folgt
x elb und x'€Ua, d. h. Ub & Ua.

Beweis der Schlufibechauptung. a 526 = Ub £ Ue und es
existiert ein einfacher A.f. (= U.a.f.) in B derart, dall a ey, bey
(14) =>UWb g Ua = a 0.

1.6. Hilfssatz. B sei ein Boolescher Verband. Dann ist {UWa : a € B}
auch eine Busis fii abgeschlossene Mengen im topologischen Raum W(B).

Beweis. Nach 1.2 ist {Ua : @ € B} die Basis fiir offene Mengen im
Raum (B). Daraus folgt, daB {U(B)\Ua : a € B} die Basis fiir abge-
schlossene Mengen im Raum U(B) ist. Nach 1.3 enthdlt ein z € U(B)
genau eines von je zwei komplementiren Elementen a, a' € B. Also
o' = U(B)\Ua und e = U(B)\Ua'. Damit ist dic Behauptung be-
wiesen.

1.7. L sci ein Verband. Einen A. f. z in L nennen wir den Haupt-A. f.,
wenn ein Element a € L so existiert, dafl

x={b:beL b= a}

gilt. Wir sagen auch, dal der A.f. x durch das Element a erzeugt st.

Ein U. a. f. in L ist ein Haupt-A. f. in L genaw dann, wenn er durch
ein Dualatom des Verbandes L erzeugt ist ([1], 4.3).

1.8. Hilfssatz. B sei ein Boolescher Verband. Ein U. a. f. x in B st
ein isolierter Punkt des Raumes U(B) genau dann, wenn x ein Haupt-A. f.
m B st

Beweis. Die Bechauptung ist eine einfache Verallgemeinerung von
[1], 4.4.

1.9. P sei cin topologischer Raum im Sinne Bourbakis. Wir bezei-
chnen mit 9¢(P) den Verband aller abgeschlossenen Mengen in P, mit
M(P) den Verband aller reguldren abgeschlossenen Mengen, d. h. der-
jenigen Mengen in P, die die abgeschlossenen Hiillen offener Mengen
in P sind. Die Verbandsoperationen in diesen Verbdnden sind folgender-
massen definiert:

A BeWP)=> AVgB=AUB, AAaB=AnB,
A BeWMP) > AVyB=AUB, AAgB=Int(AnB).
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2. Wir werden nun die kompakt erzeugten Verbdnde untersuchen.
In der Literatur sind verschiedene Definitionen der Kompakterzeugtheit
eingefithrt. In [2] findet man folgende Definition: Einen Verband L
nennen wir kompakt erzeugt, wenn 1. L vollstindig ist, 2. jedes Element
von L das Supremum von kompakt erzeugten Elementen ist. Dabei
bezeichnet man ein Element a € L als kompakt, wenn folgende Bedingung
gilt: Ist @ < V 4 fiir eine Untermenge 4 £ L, dann gibt es eine endliche
Untermenge B < 4, so dafl a £ V B gilt.

F. Sik fiihrt in [7] einen Begriff der Kompakterzeugtheit fiir belichige
(nicht notwendig vollstindige) Verbinde folgendermassen ein.

2.1. Es sei a = N, eine beliebige Kardinalzahl. Einen Verband L
nennen wir x-kompakt erzeugt, wenn jedes Element von L das Supremum
a-kompakt erzeugter Elemente ist. Dabei heifit ein Element a € L
o-kompakt, wenn die folgende Bedingung gilt: Ist @ < V 4 fiir eine
Untermenge A € L, card A < «, dann gibt es eine endliche Untermenge
B < A derart, daBl @ < V B gilt.

Ist & = card L, nennen wir den Verband L kiirzer kompakt erzeugt
und das Element a kompakt.

Im Folgenden werden wir uns mit einer anderen Art der Kompaktheit
beschéftigen.

2.2. L sei ein Verband, A £ L. Wir zeichnen

A* ={b:beL,b z a gilt fir alle a € 4}.

Deri Verband L nennen wir o-kompakt, wenn er folgende Eigenschaft hat:

Ist A* £ ¢ fiir £ 4 < L, dann existiert eine endliche Untermenge
B < A4 derart, dafl 4* = B* gilt.

Die Beziehungen zwischen den eingefithrten Begriffen zeigt folgende
Behauptung.

2.3. Hilfssatz. Ist L ein von oben bedingt vollstindiger Verband, dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Der Verband L ist o-kompakt.

2. Jedes Element a € L ist kompakt (Def. 2.1).

3. Ist A* £ () fiir 0 = A < L, dann existiert eine endliche Untermenge
B ¢ A derart, daff VB = V A.

Beweis. 1 == 2. a e L sei beliebig. Gilt a £ \V A fir eine Unter-
menge A £ L, dann gilt A* () und offenbar A* = {b:be L,b = V A4}.
Der Voraussetzung gemifB existiert eine endliche Untermenge B < 4
so, dafl A* = B* . Bist endlich, deshalb existiert \/ Bund gilt \V B € A*
Daraus ergibt sich @ < V B und daher ist das Element a kompakt (2.1).

2 = 3. Es sei A* # (J fiir ) # A < L. Der Verband L ist von oben
bedingt vollstindig, deshalb V A existiert und VA € 4* gilt. Das
Element ¢ = VA4 ist kompakt und offenbar gilt a(= VA4) £ V 4.
Der Voraussetzung gemél existiert eine endliche Untermenge B < 4
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derartig, da a(= V 4) £ V B. Die umgekerhte Ungleichung ist offen-
sichtlich, deshalb ist VB = V A.

3 = 1. Ist evident.

2.4, Hilfssatz. L ser ein distributiver Verband mit den groften und
kleinsten Elementen 1 und 0. Es set n{z : x € W(L)} = 0. Der topologische
Raum W(L) ist kompakt genau dann, wenn L ein Boolescher Verband ist.

Beweis. [4], Teorema 2.

2.5. Satz. Wenn B ein vollstindiger Boolescher Verband ist, dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

1. Der Verband B ist endlich.

2. Der Verband B st o-kompakt.
3. MU(B)] = NADB)].
Beweis. 1 = 2. Offenbar.

2 = 3. Wir zeigen, daBl der Raum U(B) diskret ist. Es sei x € U(B)
ein beliebiges Element. Nach 1.6 ist {Ula : @ € B} die Basis fiir abge-
schlossene Mengen, deshalb existiert eine Untermenge ) &= A = B derart,
dass die abgeschlossene Hiile z gleich nA Uq ist. Der Voraussetzung

a€
gemdlB existiert V 4 = b. B ist o-kompakt, d. h. es gibt eine
endliche Untermenge () # 4, < A4 derart, dal VA4, = V4 = b (2.3).
Wir zeigen, dal n e = n Ua gilt. Offenbar N Ue & N Ua. Es

aed, ae A aed acd;

sei nun y € N Ua. Daraus ergibt sich, da a ey fiir alle a € 4,. Die

a€Ad;
Menge A, ist endlich, deshalb V A, = b ey. Fiir alle a € 4 ist a < b,
also Ub € Ua (1.5) und daher Ub = N Ua. Daraus folgt y eUb <

a€ed
S NUa,dh. N Uac N Ua Esgiltalso n Ua = N Ua. Daraus
acd aed, aed acd, aed

ergibt sich, dal z = n Ua, wobei 4, endlich ist. Die Menge Ua ist

acd
fiir alle a € B offen (1.2) und deshalb ist die Menge z als Durchschnitt
einer endlichen Anzahl von offenen Mengen auch offen. U(B) ist ein
Hausdorffscher Raum (1.2), daher ist # = x eine offene Menge und U(B)
ist diskret. Es ist evident, daB M[U(B)] = M[U(B)].

3 = 1. Der Raum U(B) ist offensichtlich diskret. Es gibt ferner
fiir jedes ¢ € B, a # 0, einen einfachen A.f. (= U.a.{) y in B derart,
daB Oey, a€y (1.2). Daraus folgt N{z:xeW(B)} =0. Nach 2.4
ist U(B) kompakt und daher endlich. Jeder U. a. f. in B ist ein Haupt-A. f.
(1.8) und ist deshalb durch ein Dualatom in B erzeugt (1.7). B ist also
ein dual-atomarer vollstindiger Boolescher Verband mit endlicher An-
zahl der Dualatome und daher endlich ([8], Satz 44).

2.6. Satz. G sei eine I-Gruppe. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:
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1. Der Verband I ist endlich.

2. Der Verband I ist o-kompakt.

3. NU)] = M),

4. NUUT)] = MUY und 1T = 1T

Beweis. Der Verband I"aller Komponenten in ¢ ist ein vollstindiger
Boolescher Verband (1.1). Die Aquivalenz der Bedingungen 1 bis 3
folg somit aus 2.5.

2 = 4. Der Verband [I'ist durch den Unterverband IT V -erzeugt (1.1).
Fir K € I'istalso K = Vp a". Der Voraussetzung gemaf} und nach 2.3

ae K+

existiert eine endliche Untermenge {a,, ...,a,} £ K*so,dal K = V ra
=1

gilt. Nach (1) in 1.1 ist K = V, a; = (\/G ), d.h. K e Il. Daraus

i=1 i=1
folgt I' < II. Die umgekehrte Inklusion ist evident, alsoIT = I'. K e I'
sei beliebig. Dann ist K’ € IT und daher K = K" ell',d. h. I" ¢ IT".
Die umgekehrte Inklusion ist ekenfalls evident und so erhalten wir
zusammen [I' = IT = II'. Der zweite Teil der Bedingung folgt aus 2.5.

4 = 1. Aus [T =T’ folgt, daBl U(/I') kompakt ist ([4], Teorema 6).
GemiB 1.2 ist U(/I') ein Hausdorffscher Raum. Aus der Voraussetzung
NUILL")] = MQUIT')] folgt, daB U(LI’) diskret ist. Deraus ergibt sich,
daB U(II') endlich ist. Nach [1], 4.10, ist der Verband I endlich.

2.7. Ist @ eine I-Gruppe, dann nennen wir ein Element a € @ eine
schwache Einheit, wenn a’ = 0 (= Null der Gruppe @) ist.

2.8. Satz. G sei eine I-Gruppe. Ist der Verband G o-kompakt und ist
die Summe aller von G verschiedenen Komponenten nicht gleich G, dann
RIUUIT)] = MUUT)], d. k. der topologische Raum U(IT') ist diskret.

Beweis. X € NUIT')] wihlen wir beliebig, doch so, daBl X £ () ist.
Dic Mengen W(II')\Ua', @ € G+, bilden im Raum U(II') eine Basis fiir
die abgeschlossenen Mengen. Es gibt daher eine Menge A={a:1eJ}

c G+ derart, daB X = n [lI IT")\Ua,]. Wir zeigen indirekt, daB a,

keine schwache Einheit m G fiir ¢ EJ bildet. Ist a, eine schwache
Einheit in @ fiir ¢; € J, dann gilt a, = 0, daher gilt a, ex fiir jedes
2l (I1"). Daraus ergibt sich, daB II(H')\IIot'L0 = ) gilt, was im Wi-
derspruch zur Voraussetzung X # () steht. Nach [6], 7.19, existiert ein
a € G derart, daB a = a, fiir alle ¢ € J gilt, d. h. A* # (). Der Voraus-

n
setzung gemifB existiert eine endliche Untermenge 0 # 4, = {ai} c 4

so,daB AT = A*ist. Ol‘fen%lchthohgllt n UJIT)\Ua,] € n NI )\Ua;].
veJ i=
Wir zeigen, daB auch die umgekehrte Inklusion gllt. Es sei
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z € N [U(T')\Ua,;]. Dann existiert ein ¢, € J derart, daB « € Ua,, ist,
ceJ
d. h. a; € z. Fiir ein beliebiges a € A* gilt a,, £ @ und daher o’ < a,.

n
Daraus folgt a’ € z. Setzen wir voraus, dal z e n [U(/]')\Ue;], dann
i=1

n n
exfiri=1,2, ..., n Daraus folgt A;a;€x (14). Es gilt V K a; €

i=1

€ A] = A* und dabei gilt gemaB (2)in 1.1, daB (V4 a,) = /\, a;€x,
=1 t=1
was im Widerspruch damit steht, daB a’ € x firr ein beliebiges a € 4*

gilt. Daher ist x € rnw [II(H')\lIa{]. Es gilt also X = n [U(H’)\l[a,’] =

= n [II (IT")\Ua;]. Jede Menge W([I')\Ua; ist auch offen, deshalb ist X
offon und X & MOU(TY]. Also ROU(T)Y] = MEAT')).
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