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DIE RADIKALE UND DAS PRINZIP DES MAXIMALEN
HOMOMORPHEN BILDES IN BIKATEGORIEN

Von Hans-JURGEN HorBNKE in Berlin

Eingegangen am 17. August 1967

1. EINLEITUNG

Ausgehend von dem Prinzip des maximalen homomorphen Bildes
eines gegebenen Typs!) wurden in [7] die Grundziige einer Theorie
der Radikale in allgemeinen Algebren entwickelt. Mit den vorliegenden
Ausfithrungen soll gezeigt werden, daBl sich eine solche Theorie der
Radikale auch mit Hilfe von Bikategorien begriinden lift, die dann
nicht nur auf Algebren, sondern allgemeiner auch auf partielle
Algebren sowie auf Mengen mit Operationen und Relationen
(Strukturen im Sinne von [4] und [8]) angewendet werden kann.
Im Unterschied zu ([1], [9] und [10], wo das Radikal eines
Objekts a in ciner Kategorie durch ein Ideal von a dargestellt
wird, ist es in unserem Fall ein Faktorobjekt von a. Alle hierbei
benotigten Resultate aus [8] iiber den Verband V(a) der Faktorobjekte
eines Objekts a in einer Bikategorie werden in Abschnitt 2 zusammen-
gestellt. Den Mittelpunkt unserer Betrachtungen bildet die in Ab-
schnitt 3 beschriebene Galoisverbindung zwischen den Teilklassen
einer gegebenen Klasse L von Objekten einer Bikategoric D und den
Teilklassen der Klasse Q(L) aller auf L definierten Quasiradikale. Dies
bedingt einen etwas anderen Aufbau als in [7]. Wdhrend in den Ab-
schnitten 4, 5 und 6 die beziiglich dieser Galoisverbindung abgeschlossenen
Teilklassen von L und von Q(L) diskutiert werden, enthédlt Abschnitt 7
verschiedene Charakterisierungen der Radikale, Abschnitt 8 einige
Bemerkungen zur Frage der Fortsetzbarkeit von Quasiradikalen und
von Radikalen und Abschnitt 9 eine kategorientheoretische Definition
des M-Radikals aus [7]. Einige Resultate aus [7] sind in der vorliegenden
Arbeit noch nicht kategorientheoretisch verallgemeinert worden. Das
bedeutet aber nicht, daB dies nicht moglich sei; vielmehr soll darauf
an anderer Stelle im Zusammenhang mit modelltheoretischen Fragen
nidher eingegangen werden.

Ubrigens  besteht eine formals Analogie der hier beschrieb2nen
‘Galoisverbindung zu der aus der Modelltheorie bekannten Galoisver-

1) Vergl. [2], p. 18, Proposition 1.7, wo dieses Prinzip fiir Gruppoide (= binére
Systeme) formuliert ist.
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bindung zwischen Teilklassen von Strukturen und Teilmengen von

Sitzen des Priadikatenkalkiils erster Stufe (mit Identitat) (fiir Strukturen

vergl. [4] und [6], fir solche ohne Ogperationen vergl. [3]). Dabei tritt

an die Stelle der Aussage, ein Satz sei in einer Struktur giiltig, in unserem

Fall die Aussage, daB} ein Quasiradikal f fiir ein Objekt @ den kleinsten

Wert o(a) € V(a) annimmt, d. h. also, die Giiltigkeit der Gleichung

fla)y = o(@). Der modeclltheoretischen Aquivalenz zwischen Sétzen

entspricht hier einc Aquivalenz f &~ g <= (fiir alle @ € L(f(a) = o(a) <>

<> g(a) = o(a))) zwischen Quasiradikalen f, g. Dem bekannten Satz

der Medeclltheorie (vergl. zum Beisp. [3], p. 212, Theorem 5.4), wonach

das von einer Teilmenge 2’ der Lindenbaum-Algekra.# erzeugte Dualideal

mit der modellthecretischen Abschliefung 2** von 2 iibereinstimmt,

entspricht unser Satz 4.5. Doch im Unterschied zur n:odelltheorctischen

Situation handelt es sich dabei in unserem Fall stets um ein Dualhaupt-

ideal (des Verbandes Q(L)* = Q(L)/(~)). Ist f* eine das Quasiradikal f
enthaltende Restklasse von Q(L) beziiglich (~) (etwa das Erzeugende

eines gegebenen Dualhauptideals von Q(L)*), so enthédlt f* genau ein

Radikal. In diesem Sinne kann also ein Quasiradikal stets durch ein -
Radikal ersetzt werden. Wichtige Unterschiede zwischen Quasiradikalen

und Radikalen zeigen sich bei ihrer Darstellung als Kerne von Quasi-

schemata (5.2) bzw. von Schemata (7.3b)), vor allem aber in konkreten

Fillen, in denen es auf den speziellen syntaktischen Charakter der

Definitionen dieser Funktionen ankommt. So kann beisgielsweise der

Fall eintreten, dal} sich ein Quasiradikal und das dazu dquivalente

Radikal nicht im gleichen Logikkalkiil definieren lassen. Auch auf
derartige Fragen soll an anderer Stelle ndher eingegangen werden.

2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND SATZE UBER
FAKTOROBJEKTE

In diesem Abschnitt werden einige Grundbegriffe und Sétze iiber
Faktorobjekte in Bikategorien aus der Arbeit [8] zusammengestellt,
auf die unsere spiteren Uberlegungen aufbauen.

Gegeben sei eine abstrakte Kategorie D = (D, A); dabei sei D =
={a, b, ¢, ...} die Klasse der Objekte, 4 = {a, 8, y, ...} die Klasse
der Morphismen und {¢,}sep die Klasse der identischen Morphismen
von D. Wenn ¢,x = at, = «, so schreiben wir auch o = a(a—b).
Insbesondere ist ¢, = ¢,(a — a). Der Morphismus a(e— b) heit umkehr-
bar oder auch eine Aquivalenz, falls ein Morphismus a~1(b— a) existiert,
so dafl ax =1, und ala =,. Ein Epimorphismus (bzw. Mono-
morphismus) ist ein Morphismus o mit der Eigenschaft, daB, fiir alle
Morphismen § und y von D, aus «ff = ay stets folgt f =y (bzw. aus
Po = ya stets folgt f =) . L = (L, A) heiBlt eine Teilkategorie von D,
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wenn L eine Teilklasse von D, A eine Teilklasse von 4 und L beziiglich
der in D erkldrten partiellen Operation eine Kategorie ist, wobei die
Klasse der identischen Morphismen von L in derjenigen von D enthalten
ist. Die Teilkategorie L = (L, A) von D heit eine Unterkategoiie
von D, wenn L = D. Bezeichnet E (bzw. M) die Klasse aller Epimory his-
men (bzw. aller Monomorphismen) von D, so sind E = (D, E) und
M = (D, M) Unterkategorien von D. Wenn € = (D, I'Yund N = (D, N)
zwei Unterkategorien von D sind, so hei3t D eine Bikategorie (beziiglich C
und N), falls folgende Bedingungen erfiillt sind: 1. I'< F und N < M.
2. I'n N besteht genau aus den umkehrbaren Morphismen von D.
3. Jedes a €4 1Bt sich bis auf Aquivalenzen eindeutig in der Form
ax=c¢eu mit e€l” und ue N schreiben (Standardfaktorisierung); ist
also zugleich o = &'y’ mit ¢’ € I" und u’ € N, so existiert ein umkehr-
barer Morphismus &, so dall ¢ = &£ und p’' = & u.

In dor Bikategorie D bestsht folgende Implikation:

2.1. Wenn o, af e 'und Bed,s0 el

Fir a, B el sei a < <> es existiert y € I' mit f = ay. (<) ist
eine refl:xive und transitive Relation auf I" und gibt geméf o ~ f <
<> (« < pund B < ) AnlaB zu einer Aquivalenz (~)auf I". Genau dann
ist @ ~ B, wenn ein umkehrbarer Morphismus & existiert mit of = f. Mit
a~ werde diejenige Restklasse von I beziiglich (~) bezeichnet, die das
Element « € I" enthdlt. Fiir « = a(ea— b) € I'heiit a~ auch ein Faktor-
objekt des Objekts a in der Bikategorie D beziiglich CundN. In der Ge-
samtheit I~ aller Restklassen von I"beziiglich ( ~) wird durch a~ < §~,
falls « < B, eindeutig eine Teilordnung (<) definiert. Die Gesamtheit
der Faktorobjekte eines Objekts a der Bikategorie D sei V(a). Es ist
also V(a) ={a~|a~el™, ;7 < a~}. In [8] werden Bedingungen
angegeben, unter denen V(a) fiir jedes a € D ein vollstdndiger Verband
ist.

Ist y = eu eine Standardfaktorisierung des Morphismus y, so soll
&~ = coim y das (durch y eindeutig bestimmte) Kobild von y genannt
werden. Jeder Morphismus y(a—b) gibt gemdB B~y, = coim (yp),
p~ € V(b), AnlaB zu einer Abbildung y, von V(b) in V(a).

2.2, Fiir 6(c—a) e 4 gilt

coim § < coim (dy) = (coim y) 4,.

23. (a—>V(a) fir acD, y—y, fir ycd) definiert einen kontra-
varianten Funktor der Bikategorie D in die Kategorie aller Teilordnungen
mit den monotonen Abbildungen als Morphismen; dabei ist vorausgesetzt,
daf} V(a) fir jedes a € D eine Menge sei. Fiir einen umkehrbaren Morphis-
mus y ist y, ein Isomorphismus von V(b) auf V(a). Fir ya—b)e I
18t y, eine injekiive Abbildung von V(b) in V(a), und zwar auf V. (a) =
={a~|a~ e V(a), y~ < a~}.
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Das Infimum bzw. Supremum eciner Familie {«7};er < V(a) werde
mit inf {o;" | ¢ € I} bzw. mit sup {a; | 7 € I} bezeichnet. Ist dabeia, =
= ail@a—a;) und inf {o; |t €l} =13, 80 heiBt das Objekt a ein
subdirektes Produkt in C der Objekte a;, ¢ € 1.2) In diesem Fad schreiben
wir auch @ = Il;e; a;(«;). Wenn V(a) fiir jedes a € D ein vollstandlger
Verband ist, so entsprlcht jedem Morphismus y(a—>b) gemdal o~ y

= inf {f~ | B~ e V), a~ < B~ V4 @~ € V(a), eine Abbildung »; von
V(a) in V(b).

2.4. Es sei V(a) fiir jedes Objekt a der Bikategorie D ein vollstindiger
Verband. Dann sind folgende Bedingungen paarweise einander gleich-
wertig:

a) a~ < a~y, yqfiir alle o~ € V(a);

b) y, tst 6-treu;?)

c) a~ < 6~y :>ac~y;‘ < 6, fur alle a~ € V(a), 6~ € V(b);

d) das Paar yq(V(b) V(a)), 'yq(V(a)—> V(b)*) ist eine Galoisver-
bmdunq, wobes V(b)* den zu V(b) dualen Verband bezeichnet;
e) yqu bzw. yqu ist eine Hullmopemtwn auf V(a) baw. auf V(b)*

2.5. Wenn y, d-trew ist, so ist y; o-treu.

2.6. Es set V fur alle Objekte a der Bikategorie D ein vollstindiger
Verband. Uberd@es set die Bedingung 2.4c) erfiilllt. Dann ist (a — V(a)
fiira € D,y — v} fiiry € A) ein kovarianter Funktor von D in die Kategorie
aller vollstandigen Verbinde mit den o-treuen Abbildungen als Morphismen.
Fiir emen umkehrbaren Morphismus vy ist y; ein Vcrbandszsomorphzsmus
und y; = (y,)t = (y),. Fur y(a —b) € I' ist y; eine suvjektive Abbil-
dung, und zwar gilt (5~y Ve = 0~ fiir alle 6~ € V(b).

Es sei noch bemerkt, daB 2.4¢), wie in [8] bewiesen wird, fast unter
den gleichen hinreichenden Bedingungen erfiillt ist, unter denen sich V(a)
fiir alle @ € D als vollstindiger Verband erweist.

3. EINE GALOISVERBINDUNG ZWISCHEN OBJEKTKLASSEN
UND QUASIRADIKALKLASSEN

Hier wie auch in den folgenden Abschnitten werde vorausgesetzt,
daB8 V(e) fiir alle a € D ein vollstdndiger Verband und 2.4¢) erfiillt sei.
o(a) bezeichne das kleinste und e(a) das gréfte Element von V(a).
L = (L, A) sei ecine gegebene Teilkategorie der Bikategorie D, die

%) Hierbei ist auch der Fall I = ¢ zugelassen: Ein Objekt a ist offenbar genau
dann subdirektes Produkt in € einer leeren Familie von Objekten, wenn |V(a)| = 1.
Dabei bedeutet | M | die Kardinalzahl einer Menge M.

3) Eine monotone Abbildung ¢ eines vollstdndigen Verbandes ¥, in einen
vollstandigen Verband V, heit d-treu (bzw. o-treu), wenn fiir jede (leere oder
nichtleere) Familie {s};.; von Elementen s eV, gilt inf {s,p|iel} < (inf

{s,|ieI}) @ bzw. (sup {s,|ieI}) p < sup {s,p|iel}.
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folgenden zwei Bedingungen geniigt: 1. L ist Teilkategorie von C.
2. Aus y(a — b) € I' und a € L folgt stets y € A. Hiernach ist L durch
die Klasse L der Objekte von L eindeutig bestimmt. Weiter werde
angenommen, daBl L cine Menge sei; diese Annahme dient vor allem
der Vereinfachung der Ausdrucksweise, und unsere Betrachtungen
lieBen sich auch ohne eine solche Einschrankung durchfiihren.

Es sei ®(L) die Klasse aller auf L erklirten Funktionen g mit
g(a) e V(a),a € L.Firf, g € ®(L)seif < g,fallsf(a) < g(a) firallea € L.
Man iiberlegt sich leicht, da &(L) beziiglich (<) ein vollstindiger
Verband ist; bezeichnet A X bzw. V X fir X < &(L)das Infimum bzw.
Supremum aller f € X, so gilt ( A X) () = inf{f(a) | f e X}und (V X)(a) =
= sup{f(a) | f € X}. Diejenige Funktion auf L, deren Wert o(a) bzw.
e(a) fiir @ € L ist, werde mit o bzw. e bezeichnet; sie ist das kleinste bzw.
grofite Element von G(L).

Eine Funktion f e 6(L) heifit ein Quasiradikal auf L, wenn
fla) vy < f(b) fiir alle y(a — b) € A.
Zufolge 2.4c) ist diese Bedingung gleichbedeutend mit
fla) < f(b)y, fir alle y(a —b) € A.

Es sei Q(L) die Gesamtheit aller Quasiradikale auf L.

3.1. Q(L) ist ein vollstindiger Teilverband von &(L); o ist das kleinste,
e das grofte Element von Q(L).

Beweis. Man rechnet leicht nach, daB Q(ZL) beziiglich der aus G(L)
iibernommenen Inklusion (<) ein vollstindiger Durchschnittsteilbund
von ®(L) ist.?) Wir zeigen, da Q(L) auch ein vollstdndiger Vereinigungs-
teilbund von ®&(L) ist. Fir X = Q(L) sei VX das Supremum der
Elemente aus X in Q(L). Es ist zu beweisen, daf§ VX < V X. Dies ist
klar fir X = ¢, da dann VX = VX = 0. Sei daher X £ (J. Da
f= VX fir alle feX, geniigt es nachzuweisen, dafl V X € Q(L);
dann ist gewil VX < VX. Fir fe X und y(@a—0b) €4 ist f(a) <
< f(b) 7, = (sup {f(b) | f € X}) y, = (VX)) y, und somit (V X)(a) =
= 'sup{fla) | f e X} < (VX)(b)7,.

4) Eine Teilmenge 4 eines vollstandigen Verbandes V hei8t vollstindiger Durch-
schnittsteilbund (bzw. vollstindiger Vereinigungsteilbund) von V (vergl. [5],
p- 29), wenn A beziiglich der aus V iibernommenen Inklusion ein vollstéindiger
Verband ist und das in 4 gebildete Infimum (bzw. Supremum) der Elemente einer
beliebigen Teilmenge von 4 mit dem in V gebildeten Infimum (bzw. Supremum)
dieser Elemente iibereinstimmt. Bekanntlich ist 4 genau dann ein vollsténdiger
Durchschnittsteilbund von V, wenn A4 ein Hiillensystem von V ist, d. h., wenn
das in V gebildete Infimum der Elemente einer (leeren oder nichtleeren) Teilmenge
von A stets ein Element von A ist. Eine entsprechende Charakterisicrung besteht
fiir die vollstdndigen Vereinigungsteilbiinde.
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Es sei B(L) die Klasse aller Teilklassen von L und PR(L) die Klasse
aller Teilklassen von Q(L). Fir K € B(L) und X € PR(L) setzen wir
abkiirzend (Ann = Annullator)

Ann K = {f|f e Q(L), f(a) = o(a) fiir alle @ € K}
und
Ann X ={a|a €L, f(a) = o(a) fir alle f € X}.

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar:

3.2. Die beiden durch Ann K fiir K € B(L) und Ann X fiir X € PQ(L)
gegebenen Abbildungen P(L) — PBQ(L) und PR(L) — P(L) bilden eine
Galotsverbindung, d.h.,es gilt firalle K, K, . K, e B(L)undalle X, X, X, €
€ PY(L)

K, € K, = Ann K, 2 Ann K,,
X, € X, =>Ann X, 2 Ann X,,
K < Ann?’ K,

X < Ann? X.
Awus den vorstehenden Bezichungen folgt bekantlich

Ann X = Annd® X,
Ann K = Ann® K.

Zufolge 3.2 ist Ann? K fir K € P(L) eine Hiillenoperation im voll-
stdndigen Verband (L) und Ann? X fur X € PQ(L) eine Hiillenoperation
im vollstdndigen Verband PQ(L). Essei €P(L) bzw. CPY(L) die Gesamt-
heit der beziiglich Ann? abgeschlossenen Elemente von $B(L) bzw.
von PQ(L). Da K = Ann? K gleichbedeutend ist mit K = Ann X fiir
geeignetes X € PRQ(L) und ebenso X = Ann? X gleichbedeutend ist
mit X = Ann K fiir geeignetes K € P(L), so ist

CP(L) ={K | K e B(L), K = Ann X, X e PQUL)}
und

CPQ(L) = {X | X € PQ(L), X = Ann K, K e B(L)}.

Bekanntlich ist die durch Ann K fir K € €B(L) gegebene Abbildung
ein Antiisomorphismus von €P(L) auf CPQ(L) mit der durch Ann X
fir X € CPQ(L) definierten Umkehrabbildung.

4. EINE CHARAKTERISIERUNG VON GBO(L)

4.1. Fiir K € P(L) ist Ann K ein Hauptideal von Q(L).
Beweis. Eine Teilmenge X = Q(L) heilt ein Ideal von Q(L), wenn
das in Q(L) gebildete Supremum endlich vieler Elemente aus X wieder
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zu X gehort und fir fe X und g € Q(L) aus g < f stets folgt g € X.
Ein Hauptideal ist das von einem Element erzeugte Ideal. Sei f € Ann K
und g < f. Dann gilt g(a) < f(a) = o(a) fiir alle a € K, somit g € Ann K.
Fiir eine beliebige Tellmenge X cAmnKist VX € Q(L) und (V X)(a) =
sup {f(a) | f € X} = o(a), a € K, d. h. VX € Ann K. Insbesondere ist
V Ann K € Ann K, also Ann K =={f|fe@Q(L), f< V Ann K} ein
Hauptideal.

4.2. Wenn fe Q(L) das Erzeugende des Hauptideals Ann2 X ist,
wobet X = Q(L), so ist Ann X = Ann f.

Beweis. Aus fe Ann? X folgt Ann X = Ann3 X € Ann f. Aus
X < Ann? X und g € X crhélt man g < f und g(a) < f(a) = o(a) fiir
alle a € Ann f, d. h. @ € Ann X und Ann f & Ann X

In Q(L) wird durch f<g, falls f, g € QL) und Ann f < Ann g,
eine reflexive und transitive Relation (<) definiert. Es sei bemerkt,
dal aus g < f; f, g € Q(L), stets folgt f < g. Setzt man f~ g, falls
f < gund g < f, so erhilt man eine Aquivalenzrelation (~) auf Q(L).
Es sei f= diejenige Restklasse von Q(L) beziiglich (~), die das Element
f € Q(L) enthilt, und Q(L)* die Gesamtheit der Restklassen von Q(L)
beziiglich (~). Gemdl f* < g=, falls f, ¢ € Q(L) und f < ¢, wird dann
Q(L)* zu einer Teilordnung in bezug auf (<). Aus 4.2 folgt:

4.3. Durch die 7uordnung von f* zu Ann f ist ein Isomorphismus
von QL)* auf CP(L) gegeben. Daher ist Q(L)= ein vollstindiger Verband.

4.4. FW K € B(L) ist Ann K eine Vereinigung von Restklassen von Q(L)
beziiglich (~).

Beweis. Fir f, g € Q(L) folgt aus f &~ ¢, daB

feAmm K <= K < Annf = Anng <> ¢ € Ann K.

Fir X € PRQ(L) setzen wir abkiirzend X= = {f* | f € X}. Unter einem
Dualideal von RQ(L)* verstehen wir ein Ideal des zu Q(L)* dualen
Verbandes. Ein Dualhauptideal ist ein solches Dualideal, das von
einem Element erzeugt wird.

4.5. Fir X € PQUL) vst (Ann? X)= das kleinste, X = umfassende Dual-
hauptideal von Q(L)*.

Beweis. Sei he Q(L) das Erzeugende des Hauptideals Ann? X.
Dann ist nach 4.2 Ann X = Ann 4. Nun ist

(Ann? X)= ={g= |g e Q(L),g < b} = {f* | fe QL),h* < f*}. Wenn
andererseits f e Q(L) und A* < f*, so ist Ann » < Ann f. Sei g das
Erzeugende des Hauptideals Ann? f. Dann ist nach 4.2 Ann f = Ann ¢
und ¢ € Ann®f < Ann?h = Ann? X, demnach ¢ < A und g% = f*.
Daher ist

(Ann? X=) = {f* |f* e QL)*, h* < f*}

das von k= erzeugte Dualhauptideal. Sei Y ein X * umfassendes Dual-
hauptideal von Q(L)=. Nun gilt offenbar die Beziehung
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Ann A = Ann X = Njey Ann f,

aus der man im Hinblick auf 4.3 entnimmt, dafi 2% das in Q(L) * gebildete
Infimum der Elemente f* von X= ist. Da aber Y als Dualhauptideal
sicher auch ein vollstindiger Durchschnittsteilbund von Q(L)= ist,
so gehort mit den Elementen von X* auch dieses Infimum und damit
k= zu Y. Wir haben (Ann2 X)= < Y.

4.6. (1. Charakterisierung von CRQ(L)) X € PQ(L) ist genau dann
ein Element von CRQ(L), wenn X Vereinigung von (~~) — Restklassen
und X = ein Dualhauptideal von Q(L)~ ist.

Beweis. Wenn X = Ann? X, so ist (Ann? X)* = X* ein Dualhaupt-
ideal. Wenn umgekehrt X Vercinigung von Restklassen von Q(L)
beziiglich (~~) und X* Dualhauptideal von Q(L)* ist, so hat man
X* = (Ann? X)* und folglich X = Ann? X € CRQ(L).

5. QUASIRADIKALE UND QUASISCHEMATA

Fiir eine Teilklasse X von A und a € D setzen wir abkiirzend
o= 2={olo=0la—>b)eX beD}

und ker (X, a) = inf {coim ¢ | 0 € X' }. Mit ker X" werde dicjenige auf D
erklirte Funktion bezeichnet, die jedem @ € D das Faktorobjekt
ker (X, a) € V(a) zuordnet. Fiir zwei Teilklassen X, 7' < /1 sei XT1 =
={a|laecd, o = 2}
b.1. Fiir alle y(a — b) € 2T gilt
ker (X, a) < (ker (T, b))y,

Beweis. Zufolge 2.2 hat man fiir y(a — b), f(b —> ¢) € 4 die Beziehung
coim y < coim (yf) = (coim f)y,.Da yp, d-treu ist, so ist sowohl
fir T, = 0 wie fir ', = 0

inf {coim (yf) | B € T} = inf {(coim B) y, | B € T}}
= (inf {coim B | € T\,}) 7,,
ker (yT, a) = (ker (T, b)) y,.
Fiir y € 2T-1ist 9T < X, folglich
ker (X2, a) < ker (yT, a) < (ker (7', b)) y,.

d. h.

Eine Teilklasse X' = 4 heilt ein Quasischema (von L), wenn 1. X2 < A
und 2. A2 < 2.

5.2. Eine Funktion fe &(L) st genwu dann e Quasiradikal anf L,
wenn f sich in der Form f = ker X darstellen laft, wo X ein Quasischema
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(von L) und der Bereich der Argumente der Funktion ker X auf L einge-
schrinkt vst.5)

Beweis. Nach Bedingung 2. der Definition cines Quasischemas
ist 4 < 221 somit ist die auf L eingeschrinkte Funktion ker X
im Hinblick auf 5.1 cin Quasiradikal auf L. Wenn umgekehrt f irgendein
Quasiradikal auf L ist, so sei 2(f) die durch

2y ={yly=ylea—=0b) e, fla) < y~;a,be L} definicrte Teilklasse
von /. Dann ist 2(f) ein Quasischema von L. Denn fiir y(a — b) € Z(f)
und d(c —a) € A ist f(c) < f(a) , < y~d, = (dy)~, somit dy € Z(f) und
AZ(f) = Z(f). Wir zeigen. daB f = ker (X(f)). Nach Definition von Z({)
ist f(a) < inf{y~ |y e 2(f),} = ker (X(f), a), a € L. Nun ist f(a) = a~
fir gecignetes a = x(a —d) € I'. Nach Voraussetzung iiber L ist « € A.
BEs ist also o« € X(f). Aus der Definition von ker (X(f), a) folgt daher
ker (2(f), a) < o~ == f(a); demnach bestcht Gleichheit, f(a) = ker (X(f),
a) fiir alle a € L.

Fiir K e P(L) sei 1, = {t,}ex. Dann ist das Komplexprodukt X =
= 4 1, offenbar ein Quasischema; jedes Quasischema dieser Form
heiBe ein Schema (von L).

53. Bir KeP(L) und X =41, ist ker X das Erzeugende des
Hauptideals Ann K.

Beweis. Fir alle a e K ist ¢, € 2, also ker (X, ¢) < und ker
(2, a) = o(a). Folglich ist ker X' € Ann K. Wenn andererseits f € Ann K,
soist f(b) = o(b) = ¢, fiir alleb € K und f(a) < f(b)y, = 4y, = (y4,)~=
=y~ fir alle y = y(a — b) € 2,. Daraus ergibt sich f(a) < inf{y~ |y e
€2} =ker (X, a), a e L, und f < ker 2. Demnach ist ker X' das Er-
zeugende des Hauptideals Ann K.

Aus 5.3 folgt unmittelbar:

5.4. (2. Charakterisierung von CPR(L)) X € PQ(L) gehort genau
dann zu CPQ(L), wenn K € P(L) derart exvistiert, daff X das von ker X,
2 = A1y, erzeugte Hauptideal von Q(L) ist.

6. EINE CHARAKTERISIERUNG VON GR(L)

6.1. Jede Klasse K € QP(L) ist abgeschlossen gegeniiber subdirekten
Produkten in L.

Beweis. Es sei a = 1l;cr a,(g;) € Lsubdirektes Produktin Ldera; e K,
wobei @ = {pa—a,)}ier € A und inf {7 |iel} =17 = o(a). Zu-
folge 4.2 ist K von der Form K = Ann f, wo f € Q(L) das Erzeugende
des Hauptideals Ann K ist und daher nach 5.3 die Gestalt f = ker X'

5) Im folgenden soll, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt wird, ker X'
stets als eine auf L erklirte Funktion aufgefalt werden.
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mit X == A 1, besitzt. Wegen @ < X hat man f(a) = ker (X, a) < ker
(P, a) = inf{¢; | i€/} = o(a) und @ € Ann f = K.

Ein Quasiradikal f auf L heifit ein Radikal auf L, wenn fiir alle a € L
aus f(a) = a~, a = afa ->d) € /A, stets folgt f(d) = o(d).

6.2. Fir K € PB(L) und X = A 1 ist die durch ker X' auf L definierte
Funktion ein Radikal auf L.

Beweis. Wir wissen bereits, dafl die Einschrdnkung von ker X auf L
ein Quasiradikal ist. Nun gilt fir geeignetes o = afa —>d) e A die
Darstellung ker (X, ¢) = a~. Es ist zu zeigen, da8 fiir jedes a dieser Art
die Beziehung ker (X, d) = o(d) besteht. Sci ¢ = d(a —¢) € 4 und
0~ < a~ =ker (X, a) = inf{y~ |y € X} Da 0~ < p~,so zerfillt jedes
yel2, gemil y =88, wo g =p(c—>b)el. Wegen ceL ist fe.
Day=9@—>b) el soist be K, folglich e X, und X', c 62, = X,
d.h. X, = 6X,. Nach dem Beweis von 5.1 ist

a~ = ker (&, a) = ker (02, a) = (ker (X, ¢)) 9,.
Hieraus folgt iibrigens unter Beachtung von 2.6 die Gleichung
(ker (X, a)) 07 = ker (X ¢).

Wenn insbesondere o = 9 ist, so hat man ¢ = d und ker (2, d) = a~ 6, =
= 0~0; = (0t,)~ 07 = 170,07 = 17 = o(d).

6.3. (Prinzip des maximalen homomorphen Bildes eines gegebenen
Typs, kategorientheoretische Fassung) Es sei K € P(L) eine gegeniiber
beliebigen subdwrekten Produkten in L abgeschlossene Klasse. Dann besitzt
das Radikal f = ker X, X = A 1, auf L die durch die beiden folgenden
Awussagen a) und b) ausgedriickte Minimaleigenschaft:

a) Wenn ac L und f(a) = o~ fiir « = ala —>d)e A, so ist de K.

b) Wenn yla—b) e A und b € K, so ist f(a) < y~.

Insbesondere gilt:

¢) K= Annf.

Beweis. Nach Definition von ker 2 ist K = Ann f. Sci umgekehrt
a € Ann f. Dann ist f(a) = ker (X, a) = inf{y~ |y e X} = o(a) = ¢,
somit @ = ll;er a;(y;) subdirektes Produkt der durch {y;(a — a,)}ier = 2,
definierten Objekte a, € K. Da K abgeschlossen ist gegeniiber sub-
direkten Produkten in L, so ist ¢« € K und Ann f € K. Demnach ist c)
erfiillt. Da K = Ann f und f ein Radikal auf L ist, so ist auch a) erfillt.
Die Richtigkeit von b) folgt unmittelbar aus der Definition von ker 2.

Fir K e P(L) sei K, die kleinste, K umfassende und gegeniiber
subdirekten Produkten in L abgeschlossene Teilklasse von L. Es ist
klar, daf} ein solches K, stets existiert.

6.4. Fiir K € P(L) gilt K, = Ann? K.

Beweis. Nach 6.1 ist Ann? K abgeschlossen gegeniiber subdirekten
Produkten in L, und da K < Ann® K, soist K, < Ann? K. Sei umgekehrt
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a € Ann? K. Dann gilt fiir alle f € Q(L) die Implikation K < Annf = a ¢
€ Ann f. Da K, subdirekt abgeschlossen in L ist, so existiert zufolge 6.3
ein f € Q(L) mit K, = Annf. Da K < K, = Ann f, ist alsoa € Ann f =
= K, und Ann? K < K,. Somit besteht Gleichheit, Ann? K = K.

6.5. (Charakterisierung von CPB(L)) K € P(L) gehort genau dann zu
CP (L), wenn K abgeschlossen ist gegeniiber subdirekten Produkten in L.

Beweis. 6.5 folgt unmittelbar aus 6.4.

Fir K € P(L) sei K* die aus allen subdirekten Produkten in L von
Objekten aus K bestehende Teilklasse von L.

6.6. Fiir K € P(L) gilt stets K= = K*. Daher tst K* = K,. Insbesondere
st P ={alaeckL,|V(a)| =1} die kleinste, gegeniiber subdirekten
Produkten in I abgeschlossene Teilklasse von L.

Beweis. Esseia = Ilic; ay(o,), o; = aj(a —>a;) € A, inf {of" |1 € T} =
=, und a; € K% 1 €I, also

a;ia; —>a;) € A,

a; = ey ai(o;), oy = o

mit inf {of |j€l())} = ¢ und a; €K, jel@), iel. Wir zeigen,
daB a = jc @), ier a”( ”) Da (oc) d—treu ist, so gilt sowohl
fiir 1(2) = 0 wie fiir I(z) ;Aﬂlnf{oc” ), 15 €1(1)} = (inf{a; ljel(z)} (o),
folglichinf{aizx ~(jelz),zel} mt{mf{ocoz”) ljel@)}|iel} =
= inf {inf {oc;j oc)qu el(i)} |vel} = inf{(inf{aj; |j € I())}) (x;), |7 €
I} = inf{t; (o), |1 € I} = inf{of" | € I} = 1.

7. CHARAKTERISIERUNGEN DES RADIKALS

7.1. Ist f ein Radikal auf L und K = Ann f, so gilt f = ker X fiir
2=A41.

Beweis. Zufolge 4.2 ist K = Ann g, wo g € Q(L) das Krzeugende
des Hauptideals Ann K ist. Nach 5.3 istg = ker 2. Da fe Ann? f =
= Ann K, soistf < g, Wirzeigen,daBauchg < f. Fiira € Lseif(a) = a~,
wobei o = a(a —d) € A. Da f ein Radikal ist, so hat man f(d) = o(d),
also d e Ann f = K = Ann g und g(d) = o(d). Da ¢ ein Quasiradikal
(sogar ein Radikal) auf L ist, so folgt g(a) < g(d) x, = 17°a, = (1)~ =
= a~ = f(a), d.h. g < f. Also besteht Gleichheit, f = g = ker X.

72. Fir KeB(L), 2= A1, und X, = A 1g, gilt
ker X' = ker X, und K, = Ann ker X'

Beweis. Sei f = ker X und f, = ker 2';. Zufolge 5.3 ist f bzw. f, das
Erzeugende des Hauptideals Ann K bzw. Ann K,. Nach 6.4 ist K, =
= Ann? K, somit Ann K = Ann® K = Ann K, und f = f,. Aus 6.3c)
folgt K, = Ann f, = Ann ker X, = Ann ker 2.
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7.3. (Charakterisicrungen der Radikale) Fiir f € Q(L) sind folgende
Bedingungen einander gleichwertig:

a) f ist etn Radikal auf L.

b) [ = ker X fiir X' = A 1,, wobei K € P(L).

C) f = ker (A lAm\/)'

d) f st das Hrzeugende des Hauptideals Ann? f.

e) f ist das Erzeugende des Hauptideals Ann K, wobei K € ‘R(L).

Beweis. Aus a) und 7.1 folgt b). Aus b) und 7.2 folgt ¢). Aus ¢) und
5.3 folgt d). d) = c)ist trivial. e) = a)ist cine Folgerung aus 5.3 und 6.2.

Es scei R(L) die Gesamtheit der Radikale auf L.

7.4. Beziiglich der aus Q(L) iibernommenen Inlklusion ist R(L) ein
vollstindiger Verband, und zwar ist R(L) zum Verband CP(L) antisomorph.

Beweis. Wir betrachten diejenige Abbildung ¢ von R(L) in CP(L),
die jedem f e R(L) die Klasse Ann f e CP(L) zuordnet. Aus f,g € R(L)
und Ann f = Ann ¢ folgt Ann? f = Ann? ¢ und daher nach 7.3d) f = g,
d. h., o ist eineindeutig. Gemé8 6.3c) ist p eine Abbildung auf CP(L).
Uberdies gilt f < ¢ = Ann f 2 Ann g = Ann? f < Ann?g = (nach
7.3d)) f = ¢. Demnach ist p und ¢! antimonoton.

7.5. R(L) ist ein wollstindiger Duwrchschnittsicilbund von Q(L) (und
daher auch von ®(L)).

Beweis. Fir f e Q(L) sci f das Erzeugende des Hauptideals Ann? f.
Zufolge 7.3a), e) ist f ein Radikal auf L. Wir zcigen, daBf f— f eine
Hiillenopcration auf Q(L) ist. Aus f € Ann? ffolgt f < f. Fur f,, f, € Q(L)
besteht die Implikation f, < f, = f, <fi = Ann f, € Ann f; =
= Amn®f, € Ann2f, = f, e Ann%f, = f; < f,. Fir fe QL) ist f das
irzeugende des Hauptideals Ann? f; da f ein Radikal ist, so ist anderer-
seits nach 7.3d) auch f das Erzeugende von Ann2f, d.h. es ist f = f.
Die Gesamtheit aller f € Q(L) mit f = fist also ein Hiillensystem auf Q(L),
das zufolge 7.3.d) mit R(L) tibereinstimmt. Der Beweis von 7.5 ist damit
abgeschlossen. Wir wollen hier aber noch einen mehr dirckten Beweis
fir 7.5 anfiigen.

- Sei {f;}ier € R(L). Dann existieren Schemata X; = Alg; von L,
so daB f; = ker X;. Sei f = A ;erf; das Infimum der f;, ¢ € I, in Q(L).
Es geniigt offenbar zu zeigen, daB fe R(L). Nun gilt fiir alle a e L
f@a) = (Nier fi) (@) = inf{fi(a) | i e I} =
= inf{ker (X, a) | ¢ € I} = ker (U ie1 2, a),
d.h.f=ker Ujer 2;. Da
Uier 25 = A 1y, ik,
ein Schema von L ist, so ist f nach 7.3b) ein Radikal auf L.
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7.6. Fir f, g € QL) sind folgende Bedingungen einander gleichwertig:

a) g ist das Erzeugende des Hauptideals Ann?f.

b) g ist das von f erzeugte Radikal auf L, d. h. das kleinste Radikal
h auf L, so daf f < h.

c) g st das gréfte Quasiradikal q auf L, so daf f* < q=.

d) g ist ein Radikal auf L, und es gilt f* = g~.

Beweis. a) = b) Nach 7.3¢) ist ¢ ein Radikal auf L. Da f e Ann?f,
ist nach a) f < g. Ist b ein beliebiges Radikal auf Lund f < %, so folgt aus
g € Ann®f < Ann?h und 7.3d), dafl g < A. b) = a) Sei g, das Erzeugende
des Hauptideals Ann?f. Da a) =- b) bereits bewiesen, so ist g, das von f
erzeugte Radikal auf L; wenn also g das von f erzeugte Radikal auf L
ist, so ist notwendig ¢ = ¢, .

a) = ¢) Einerseits ist nach 4.2 Annf = Ann ¢, also sicher f* < g=.
Andererseits folgt aus f* < ¢=, dal Annf < Anngq und ¢ € Aun?q <
< Aun?f, d. h. ¢ < ¢g. ¢) = a) Sei g, das Erzeugende des Hauptideals
Ann?f. Da a) = ¢) bereits bewiescen, so ergibt sich g = g, .

a) <= d) Offenbar ist a) damit gleichbedeutend, daf ¢ ein Radikal
auf L (und daher das Erzeugende des Hauptideals Ann? g) und Ann? g =
= Ann?f ist. Ann%g = Ann?f ist aber gleichbedeutend mit Anng =
= Ann f, d. h. mit g% = f=,

Hier sei bemerkt, daf sich 5.4 im Hinblick auf 7.3b) auch so
formulieren la8t:

7.9. X e BQL) gehort genau dann zu CPQL), wenn X das von
einem Radikal auf L erzeugte Hauptideal von Q(L) ist.

Ein Objekt z € D heifit terminales Objekt von D, wenn fiir jedes
a € D genau ein Morphismus w,,(a — z) existiert. Ist z ein terminales
Objekt von € und w,, € I, so0 ist w, das Maximum e(a) aller Elemente
von V(a).

7.8. Wenn z € D terminales Objekt von D ist, so ist | V(z) | = 1.5)

Beweis. Nach Voraussetzung iiber z existiert genau ein Morphismus «
der Form a = a(z — 2), also ist « = w,, = t, der identische Morphismus.
Fir y(z —c¢) e I' gilt 0,, = yw,, € I', somit ist nach 2.1 w, € I" und
y~ < oy, dh y~=¢ =o0k) und | V(z) | = 1.

Ein Objekt a € L heiBt radikalfrei bzw. radikal beziiglich eines
Radikals f auf L, wenn f(a) = o(a) bzw. f(a) = e(a).

7.9. Ein Objekt a € L ist genau dann radikal beziiglich eines gegebenen
Radikals f auf L, wenn aus der Existenz etnes Morphismus y(a — b) € A
von a zu einem beziiglich f radikalfreien Objekt b € L stets folgt, daf
| V@) | = 1.

%) Die Umkehrung dieses Satzes lif3t sich nur unter zusitzlichen Voraussetzun-
gen iiber D beweisen.
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Beweis. Wenn a radikal beziiglich f, d. h. f(a) = e(a), und wenn b ein
Objekt aus Ann f ist, fiir welches ein y(a — b) € A existiert, so hat man
e(a) = f(a) < f(b) Voo, also e(a) = f(b)y,. Da y eI, so ist nach 2.6
o(b) = f(b) = f(b )yqu = e(a) y; = e(b) y,l‘y: = e(b), d. h. e(b) = o(b) und
| V(b) | = 1. Nun moge umgekehrt auf @ € L die hinter ,,wenn‘ von 7.9
stehende Eigenschaft zutreffen Da f ein Radikal ist, so folgt aus f(a) = «~
fir ¢ = a(ea —d) € A, daB f(d) = o(d). Nach Voraussetzung ist| V(@) | =
=1, also o(d) = (d und f(a) = a~ = (oud) = (g, = o(d) «

= e(d) a, = e(d) ocqocq = e(a), somit f(e) = e(a) undaradlkal bezurrhchf

8. FORTSETZBARKEIT VON QUASIRADIKALEN
UND RADIKALEN

Es sei L' = (L, A') eine die Kategorie L = (L, /1) umfassende
Teilkategorie von ¢ = (C, I'), d.h. L I/ = ¢ Wir setzen voraus,
daf} L’ den gleichen Bedingungen geniigt, die wir von L gefordert haben,
d.h.,wenny =9(a—bd)e 'unda € L', soy € A". Ist f ein Quasiradikal
(Radikal) auf L', so ist klar, daB} die Einschrinkung f|, der Funktion f
auf den Bereich L ein Quasiradikal (Radikal) auf L ist. Umgekehrt gilt:

8.1. Jedes Quasiradikal (Radikal) f auf L lift sich zu einem Quasi-
radikal (Radikal) f' auf L' fortsetzen. Ist dabei f ein Radikal auf L, so
gibt es genau eine Fortsetzung ' von f auf L', so daf Ann' f' = p,{a|ael,
f'(a) = o(a)} die subdirekte Abschlicfung in L' von Annf < L und f’
etn Radikal auf L' ist.

Beweis. Sei f ein Quasiradikal auf L und f = ker X' fiir ein Quasi-
schema 2' auf L. Dann ist X' = 4’2 ein Quasischema auf L', und es
gilt X, = X, fiir alle @ € L. Denn ecinerseits ist 2 < X’. Andererseits
148t sich jedes y = y(a—b) e X, ae L, gemid y = af zerlegen in
a=ofa—>c)ed und B = f(c—>b)e2. Wegen ac ' und a el ist
€A und daher y =afeAX c X, somit 2, =X und X, =2,.
Folglich ist f(a) = ker (X, a) = ker (X, a) = ker (2, a) = ker (X', a)
fiir alle a € L, d. h., die auf L’ eingeschrdnkte Funktion f' = ker X"
ist eine Fortsetzung der Funktion f. Ist dabei f ein Radikal auf L, so
diirfen wir es in der Form f = ker X fiir X' = Alg, K € P(L), annehmen.
Dann ist f' = ker 2" fiir 2" = A’Y ein Radikal auf L', da 2" = A'Y =
= A'Alg = A'l;. Bezeichnet K'* die subdirekte Abschliefung in L’
von K' < L', so hat man f= ker Alg und f" = ker A'lg-. Wegen
Kc K'c K¥ist K < K* < K** = K* und Ann’ f' = K¥ = K% =
= (Ann f)*. Die eindeutige Bestimmtheit von f’ ist in diesem Fall
klar, da f’ durch Ann’f’ eindeutig bestimmt ist.

8.2. Es sei f ein Quasiradikal auf L und g das von f erzeugte Radikal
auf L. Dann lassen sich gleichzeitig f zu einem Quasiradikal f' auf L’
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und g zu etnem Radikal b auf L' derart fortsetzen, daf h das von f’ erzeugte
Radikal auf L' ist.

Beweis. Sei f = ker 2 und g = ker T, wo 2’ ein Quasischema auf L
und T das Schema T = Alg,, mit K € P(L), ist. Nach dem Beweis
von 7.5 gilt fAg = ker (XU T),und da f < gist,sohat manf = fAg =
= ker (XU T). Daher diirfen wir in f= ker 2’ ohne Einschriankung
der Allgemeinheit X 2 7T voraussetzen. Dann ist A'2 2 A'7T und
folglich ker A’Y < ker A'T; dabei ist g’ = ker A'T ein Radikal aut L’.
Sei & das von f' = ker A'Y erzeugte Radikal auf L’. Wegen f' < ¢’
ist A < ¢'. Somit gilt fir die Einschrankung k|, von h auf L sicher
hl, < ¢, da ¢’ auf L mit g iibereinstimmt. Ebenso folgt aus f' < A,
daB f < k|, und da h|; cin Radikal auf L ist, so ist g < h|,. Damit
ist ¢ = h|;, bewiesen, d. h., & ist eine Fortsetzung auf L’ von g¢.

9. DIE KLASSE DER RADIKALEN OBJEKTE. M-RADIKALE

Es erhebt sich die Frage, wann cine Teilklasse von L als die Klasse
aller radikalen Objekte beziiglich cines geeigneten Radikals auf L
auftreten kann. Fir R < L sei R°={b|beL, und es existiert
y(@—>b) e A mit a € R}. Offenbar gilt R < R*= R* und R} < R},
falls R, = R}. Fir K< L sei K" ={a|aecL und Kn{a} < 0°}.
Offenbar ist K == K" und K} < K7, falls K, c K,. Weiter gilt ()* < K.
Denn fiir y(a —b) € I" ist allgemein o(a) y; < o(b) y,y; = o(b), d. h.
o(a) yy = o(b). Sei a € ¥®, y(a —b) € A und b € K. Im Hinblick auf 6.6
ist | V(a) | = 1 und e(b) = e(b) y,j = o(a)y; = o(b), somit | V(b) [ =1
und a € K, also (® < K*. Ferner gilt K < L\(K"\(¥). Denn nach
Definition von K7 ist Kn K™ < (5. Da K™ = K", so ist K0 K" < (%,
was mit K = L\(K"\¢#) gleichbedeutend ist.

Ist f ein Radikal auf L, das sich in der Form f = ker 2 mit X' = A1,
und K € CP(L) darstellen 1a8t, so schreiben wir auch f = r(K). Zufolge
7.9 besteht dann K* genau aus den beziiglich 7(K) radikalen Objekten
von L, und die oben gestellte Frage lduft auf die Bestimmung aller der
Klassen R < L hinaus, die sich in der Form R = K’ mit K € €R(L)
darstellen lassen.

9.1. Eine Teilklasse R < L besitzt genauw dann die Form R = K’
Sfir K € €B(L), wenn

a) * < R,

b) R® = R.

Ist dies der Fall, so ist r(L\(R\(#)) das kleinste Radikal g auf L, so daf
alle Objekte aus R radikal beziiglich g sind.

Beweis. Notwendigkeit. Fiir K € C€P(L) sei B = Kr. Wegen (* < K*
ist a) erfullt. Da K = K7, ist auch b) erfillt.
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Hinlédnglichkeit. Fiir B < L seien a) und b) erfiillt. Fiir K = L\(R\®)
gilt dann K® = K. Wenn ndamlich a = 1l;¢7a,(0;) subdirektes Produkt
in L der a; € K, mit g;(@ —>a;) €A, i €I, so ist im Fall I = @ sichcr
acP < K. Ist aber I (), so gilt nach Voraussetzung ;¢ R\0*
fiir alle ¢ € I. Angenommen, es sei a € R\(*. Wegen o, € A und R* = R
ist dann a; € R, somit a, € (* fiir alle ¢ € I. Da (J® subdirekt abgeschlossen
in L ist, so ist a € ()%, was einen Widerspruch darstellt. @ € K7 ist gleich-
bedeutend mit der Aussage: Wenn y(a — b) € 4 und b ¢ R\@, so ist
| V(b)| = 1; dies ist aber gleichbedeutend mit @ € R. Daher hat man
K7 = R. Nun sei 7(K,) irgendein Radikal auf L, so daf R < Kj. Dann
ist R\(® < K{\0* und L\(K;\(*) < L\(R\(¥*) = K. Da allgemein

c L\(K{\P*), so ist in der Tat K; < K und r(K) < r(K,).

Zum Schlufl wollen wir noch eine bikategorientheoretische Definition
des in [7] eingefithrten M-Radikals angeben. Fir M < L X L, ae L
und R < L sei (a,R) ={(a,b)|(a,b)eL X L, beR} und R¥ =
={alackL, (a, R)n M = V}. Fir R, < R, gilt offenbar R} < RM.
Das Radikal »(K) (fir K € €B(L)) heilit schwaches M-Radikal auf L,
falls K = K™, gilt sogar K = K™ so heit »(K) ein M-Radikal auf L.

9.2. Ein M-Radikal f auf L ist durch die Klasse aller beziiglich f radikalen
Objekte von L eindeutig bestimmd.

Beweis. Ist f=r(K) (wobei K e CP(L)) ein M-Radikal auf Lr
8o ist nach Definition der M-Radikale K = KV Zufolge 7.9 besteht K,
genau aus den beziiglich r(K) radikalen Objekten von L.

Es sei noch bemerkt, dafl sich auch die iibrigen Séitze aus [7]7) iiber
M-Radikale auf die vorstehende Definition iibertragen lassen.

7) Es sei gestattet, hier folgende Druckfehler von [7] zu berichtigen. Auf p. 359,
Gl. (19), lies: U anstatt: N. Auf p. 361, Gl. (26), erginze: mit A ¢ obj® C fiir
i = 0. In Gl (27) ersetze: A{ durch: Af U obj° C. Auf p. 370, Z. 2, lies: Aussage.
Auf p. 374, Gl. (52), lies: HV = H anstatt: HV = V. Auf pp. 374, 377, Z. 12 v. u.,
lies: V3 = V7V anstatt: V8 = V7.
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