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A U T O T O P I E S DES Q U A S I G R O U P E S 
ET D E S SYSTEMES ASSOCIATIFS 

A. SADE 

Présenté le 13 Octobre 1967 

I. G É N É R A L I T É S 

1. Introduction. L'objet de ce travail est d'étudier les méthodes de 
prospection et les propriétés du groupe d'autotopie d'un système mul
tiplicatif quelconque et de ses sous-groupes. On parvient à des résultats 
intéressants, 1°, quand le système est à division (quasigroupes), 2° quand 
il est associatif. La réunion des conclusions obtenues dans ces deux 
cas fournit les propriétés relatives aux groupes et procure une vérification 
des énoncés trouvés directement, [22]. 

2. Définitions. La terminologie utilisée est celle des auteurs faisant 
autorité, (Hasse, V. d. Waerden , Alber t , Kurosch) . 

(i). Une permutation, T, appartenant au groupe symétrique SE, 
sur l'ensemble E, est dite régulière si tous les cycles de T ont la même 
puissance. Si un cycle de T contient m éléments, tous les autres ont 
pour longueur m; sinon, tout cycle de T a même puissance que l'infini 
dénombrable. 

(ij). Un groupoïde [7], ou système multiplicatif [23], S = E(-), est 
un ensemble, E, avec une loi de composition (.) faisant correspondre 
un élément de E à tout couple (x, y) e E2; V x, y e E,3\ z G E, x . y = z. 

Pour éviter toute confusion avec les groupoïdes de B r a n d t [8], étudiés 
par Hoehnke [13], Rinow [17] et l'école de Dresden (M. Hasse [12], 
Mie hier [15]), en tant que catégories à éléments inversibles, le vocable 
,,systèmei( sera préféré ici. 

(ijj). Un système à division, ou quasigroupe, est un système obéissant 
à la loi du quotient bilatère, 

V a,b BE, 3lx,yeE, a . x = b, y . a = b. 

Un système est associatif s'il satisfait à la loi 

V x,y, ze E, (x. y) . z = x . (y . z). 

Certaines dénominations utilisées pour désigner une telle structure 
ont été galvaudées par le chauvinisme au point de les mettre hors d'usage. 
La locution ,,système associatif" a du moins l'avantage de porter 
en soi sa définition. 



(iv). Si E, F, H sont trois ensembles arbitraires, la structure (EF —> H) 
avec la loi de composition (*) 

V x G E, yeF, a ! z e E. x*y = z, 

s'appelle un système défectif, [(18], p. 169, no 24). Tout système défectif 
peut être plongé dans un système ordinaire. 

(v). Soit G = E(.) un groupe et F un sous-groupe de G. Alors la struc
ture E . F, où le produit x . y est défini comme dans G pour tout x 
de G et tout «/ de F, s'appelle un groupe défectif ou Mischgruppe de 
Loewy -Baer [(14], [4]), de noyau F. 

(vi). Dans le système S = E(.) la translation à droite relative à l'élé
ment a est l'application Aa = (ce -> x . a), où x parcourt E. La translation 
à gauche est Frt = (x -» a . #). 

Tout quasigroupe peut être regardé ([2], p. 227) comme un système 
dans lequel les deux translations sont bijectives. 

(vij). Un élément non-singulier u, d'un système S = E(.) est un élé
ment pour lequel les deux translations Au et ru sont 1-1 de E sur E; 
AUA rue&E, ([9], p. 248); ou, ce qui revient au même, V a e E, les 
équations u.x = aety.u = a ont une solution et une seule en x et y. 
On voit sur des exemples que les éléments non-singuliers d'un système 
quelconque ne forment pas un ensemble fermé, en général. On sait 
que Vensemble des éléments non-singuliers d'un système associatif est 
un groupe par rapport à la loi de ce système, à moins d'être vide. Nous 
le noterons J* = ^(-) . 

(vijj). Dans un syrstème quelconque, si u et v sont non-singuliers 

Au = Av^u = v^ru = rv. 

(ix). Si 3$ -?-- 0, la condition que le système associatif S possède une 
unité ([9] p. 251, 1B) est redonante. Si S ri a qu'un élément non-singulier, 
célui-ei est neutre dans S. 

(x). Le groupe âS est isomorphe à chacun des ensembles {Au} et 
{ru}, où u parcourt 0$. 

(xi). Le complexe relatif aux translations à droite ([21], p. 628, N° 3.6 
d'un quasigroupe Q = E() est l'ensemble des Aâ1 rb,oùaetb décrivent E. 

(xij). Deux systèmes sur le même ensemble, S = E() et U = E(.)> 
sont isotopes s'il existe un ensemble ordonné de trois permutations de <5E 

(a, b, c) tel que 

V x,y,zeE, xy = z ^ (xa) . (yb) = zc. 

(a,b, c) s'appelle une isotopie et J'on écrit 

S(a, b, c) = U. 



(xijj). Si D(*) =- (KF -> H) est un système défectif et S un système 
dans lequel D est immergé, toute isotopie de S induit sur D une trans
formation appelée isomérie. Toute isomère de D est défini par trois 
permutations, f e®# , î / e S F , £ G S# et la condition 

s * y = z -=* (a-f ) o (y-7) = »C, 

où (O) est l'opération de l'isomérie de D ([18], p. 169, N° 25). 
(xiv). Une autotopie est une isotopie d'un système sur lui-mêne. 
(xv). Une isotopie est homogène si ses trois composantes sont sem

blables. 
(xvi). Une isotopie (p, q, 1) est dite principale si sa 3ième composante 

est l'identique. Le groupe des autotopies principales d'un système S est 
l'ensemble {(X, Y, 1)}, noté 21p. 

(xvij). Une isotopie réduite d'un système S est une isotopie de la forme 
(Aa, Fb, 1) où a et b sont deux éléments non-singuliers quelconques 
de S, a,b e 3S. Dans le cas des quasigroupes avec unité, (a, b) s'appelle 
le couple de translation, ([3], p. 480, N° 1.12). 

(xvijj). Si U est un isotope réduit de S, avec U = S(Aa, F6, 1) et 
si U est isomorphe à S, (U = SX), l'autotopie de S, I = (Aa>Tb, 1) X-1 

est dite autotopie fondamentale de S. Quand (a, b) parcourt 3S%, V ensemble 
des / s'appelle le complexe des autotopies fondamentales de S: 2IF = {/}. 
Chaque I n'est définie qu'aux automorphismes près et 2TF est un système 
de représentants des classes latérales relatives au groupe d'automor-
phisme s/ de S dans le groupe d'autotopie, 21. 

(xix). Le groupe des automorphismes internes d'un système associatif 
S — E() est l'ensemble des applications 1-1 de E sur E,J=(x-^~ m~xxm) 
lorsque m parcourt le groupe âS des éléments non-singuliers. Il est 
homomorphe à 3S. 

(xx). Par analogie avec la définition des groupes complets, un système 
associatif est complet s'il n'a que des automorphismes internes et si le 
seul élément central de 3$ est l'unité de S, (3$ -^ 0). 

On représentera 

Le groupe d'automorphisme par s/, 
Le groupe d'autotopie par 
Le centre de A par 
Le centralisateur de A par 
La normalité de A dans B par 
L'isomorphisme de A et de B par 
Le cardinal de l'ensemble E par 
Le produit des complexes A et B par 
Le produit direct des sous-groupes A et B par 

2Í, 
OЛ' 

%л, 
A <i в, A ~ в, \E\, 
AB, 
A x B. 



3. Lcmnies. Dans ce paragraphe on a rassemblé plusieurs propositions 
usuelles qui interviennent au cours des raisonnements. 

(i). Toute isotopie principale (X, Y, 1) appliquant un système quelconque 
S = K(), avec élément neutre, sur un système H, avec élément neutre, 
est une isotopie réduite (Av, Tu,\) où u et v sont arbitraires dans 38 et 
réciproquement. Vêlement neutre de H est le produit uv de u et v dans 8. 
([9], p. 249. Th. 1A et Corr.). 

(ij). Si un hypergroupolde, (en particulier un système S == E(x)) 
avec unité scalaire, u, est isotope d'un hypergroupoïde associatif G = E(*), 
S = G(p, q, r), alors 8 et G coïncident par V isomorphisme T = (x ~> 
-+xpr~1q)\ S = GT, [20]. 

Cette proposition est la généralisation de l'énoncé d 'Albert [(1), 
p. 511, Th. 2] dans le cas des quasigroupes isotopes d'un groupe. 

(ijj). Pour toute autotopie principale (X, Y, 1) d'un système quelconque, 
8, on a 

X{A} = {A} A Y{r} = {f}, 

où (A) et (jP) sont les ensembles consistant en toutes les translations de S. 
Preuve. Si l'on soumet S à une isotopie principale quelconque (X, F, 1) 

et si Pon considère les translations ô et y sur le système, S', obtenu, on 
aura 

(i) ÔVY = X-IAV, 

<*> ' ynx-Y-w*. 

Si (X, Y, 1) est une autotopie de S, 

{ô} = {A} = x-*{A}, {y} = {r} = r-HT}. 

(iv). Tout antomorphisme d'un système quelconque, S, induit un au-
tomorphisme sur Vensemble 3$, de ses éléments non-singuliers. 

(v). Si le système £ est isotope du système S, E = S(p, q, r) = SI, 
le groupe d'autotopie de E est le transformé par I de celui de S. 

(vi). Toute isotopie (p, q, r) est le produit d'une isotopie principale 
(pr~l, qr~x, 1) par un isomorphisme, r. 

(vij). Toute isotopie appliquant un système S, avec unité, sur un système, 
U, avec unité, est le produit d'une isotopie réduite, (N° 2, xvij), (Av, JTW, 1), 
u, v non-singuliers dans S, par un isomorphisme. 

(vijj). Toute autotopie d'un système S, avec unité, est le produit d'une 
isotopie réduite (Av, .Fw, 1) projetant S sur un système U isomorphe à S, 
par Visomorphisme (U -> S). 

Preuve. D'après (vij) une telle autotopie est de la forme (Av, ru, 1) T. 
Si elle satisfait à 

S(Av,ra,l)T~S, 



on aura 
S(Av,ru,l)=ST~1=U. 

Donc Pisotope principal U = S(AV, Fw, 1) est isomorphe à S; U =. ^JP"1 , 
T=(U->S). 

(ix). Pow gw'im système quelconque, S, soit isotope d'un système avec 
unité, il faut et il suffit que S possède au moins un élément non-singulier 
à droite et un élément non-singulier à gauche ([9], p. 249, Th. 1A; [10], 
p. 57). 

(x). Si G = {X} est un groupe ayant pour éléments des permutations 
régulières, X e &E, si e est un élément fixe arbitraire de E et F Vensemble 
des éléments eX de E, alors 

(a), le système défectif E*F, avec la loi de composition x*y = xXy, 
où Xy est définie par eXy~y, est un Mischgruppe de Loewy (N°2, (v), 
dont le noyau, F, est isomorphe à G; 

(b), les classes latérales v* F, relatives à F, sont des quasigroupes dé
fectif s (N° 2, iv), dérivés de F(*) par Visotopie (rv,l, f1,) v£F; 

(c) Si E est fini, d'ordre n, \ F \ divise n. 
Preuve, (a), la permutation Xy, définie par 

(3) eXy = y, 

n'existe pas pour toute valeur de y e E; mais, si elle existe, elle est 
unique, car 

(eX = i A eY = i) => eX = eF => eXY-1 = e. 

Comme toutes les permutations sont régulières, si X Y"1 e G laisse 
fixe l'élément e, elle contient le cycle monôme (e); tous ses cycles sont 
donc monômes et I 7 " 1 = 1, X = Y. Donc, si F. est l'ensemble des 
éléments i e E pour lesquels 3X, eX = i, l'application de F sur G = 
= {X}, (x-+Xx) est 1-1. 

Soit le système défectif E*F, avec la loi de composition 

(4) x*y=zxXy, xeE, yeF. 

Si x et y sont dans F, on a, (3), x = eX^, et 

x*y = (eX,,) Xv = e(X9Xt/). 

Si, dans G, XjXy = Xz, on aura 

x*y^=eXt; x*y = z, zeF. 

On voit que 
V x,yeF, x*y -=- z ^ X ^ -=* Xz . 



Comme d'ailleurs (x —> Xx) est 1-1, le groupe G = (X) est isomorphe 
au système F(*) c K*F et F(*) est lui-même un groupe. Les translations 
de F sont 

Aa = (x ~> x*a) = (ce ~> # Z J , 

c'est-à-dire la restriction à F de Ztf dans G. Le système défectif JJ*F 
est donc un Mischgruppe dont le noyau, F, est isomorphe à G = {Z}. 

(b). Soit v un élément de E — F. Dans la classe latérale v*F, v £ F, 
on a 

Vx,yeF, (v*x) * y =* vAxAy = vXœXy = v(Xx*y). 

Mais #*^ = z e F, donc 

(v*#) * 2/ = ?;*z G ?;*F. 

Le quasigroupe défectif (v*F) * F est isomère du groupe F(*) par 
[{x ^ „*»), 1, (2 -> v*z)] = (F,, 1, F,). 

La dernière partie est évidente. 
(xi). Dans tout système multiplicatif, S = E( ), «si X est un automor-

phisme et m un élément non-singulier, on a X~lAmX = AmX. 
Preuve. Va el£, aAmX = (am) Z et aXAmX = (aZ) (mZ). Comme K 

est un automorphisme, (am) Z = (aK) (mZ), donc 

(5) AmX = ZzJwZ. 

4. Groupe d'autotopie d'un système S. La construction du groupe 
d'autotopie, 2C, d'un système quelconque, Z = E(), repose sur l'ap-
plication successive des propositions n° 3, (ix), (v) et (vijj). Au moyen de 
(ix) on remplace Z par un système S, isotope de Z et possédant un élé
ment neutre. Il est à observer qu'un système peut ne posséder aucun 
élément non-singulier et avoir néanmoins des aujotopies. Ce cas est exclu 
ici. 

Ensuite, d'après (v), la connaissance du groupe d'autotopie de S 
entraînera celle du groupe de Z. 

Enfin, d'après (vijj), on soumetra S à toutes les isotopies réduites 
(A9, Fui 1), u, veâS, et on construira l'ensemble de tous les isotopes 
réduits qui sont isomorphes à S. Si U = S(AV, Fw, 1) = ST-1, on en 
déduira l'autotopie fondamentale (N° 2, (xvijj) de S, 

S(Av,ru,l)T=S. 

Celle-ci n'est définie qu'aux automorphismes près. A chaque isotope 
réduit de S, isomorphe à S, correspond un ensemble d'autotopies qui 
est le prodint de Pune d'elles par se\ groupe d'automorphisme de #. 
En choisissant une seule d'entre elles pour représentes cet ensem
ble, l'ensemble des autotôpies fondamentales correspondant à tous les 



couples de translation (u, v), (n° 2, xvij), fournira le complexe des auto-
topies fondamentales de S: 3ïF . 

Le groupe d'autotopie de 8 sera le produit de complexes %Fsé = 3t et 
31/,, sera un système de représentants des classes latérales par rapport 
à s/ dans 31. En effet, dans un système quelconque, avec au moins 
un élément non-singulier, les translations relatives à deux éléments non-
singuliers distincts sont distinctes, (N° 2, (vijj). De là on déduit que deux 
éléments quelconques du produit de complexes %¥s# sont distincts car, si 

(Av,ru, i)T = {Aw,r„i)R, 

il en résulte, par la 3ième composante, T = R, donc 

Av = Aw A ru = I\ 

en enfin, u = s et v = w, puisque u, v, w, s e 3%. Ainsi 
Le groupe d'autotopie, 31, d'un système quelconque avec unité, 8, est le 

produit du complexe 31F = {(Av, Fu, 1) T} des autotopies fondamentales 
de 8 par le groupe d'automorphisme, s/, de 8. 

L'ensemble des isotopes réduits, isomorphes à 8 a pour cardinal Vindex 
%\sé. 

5. Calculs pratiques. On peut résumer ainsi la marche des opérations: 
Pour trouver le groupe d'autotopie d'un système quelconque, S, (avec au 

moins un élément non-singulier) 
1°. Remplacer Z par un système 8, avec unité, isotope de Z. 
2°. Construire tous les isotopes réduits de 8. 
3°. Former l'ensemble de ceux qui sont isomorphes à 8; U = 8T~X. 
4°. En déduire le complexe des autotopies fondamentales de S; 3IF = 

= {(AV, ru, i)T}. 
5°. Multiplier %F par le groupe d'automorphisme ,sé, de 8. 
6°. Revenir à Z par l'isotopie inverse de 1°. 
La prospection de ces divers isomorphismes se fait par les méthodes 

indiquées dans [19], qui permettent d'éviter la construction explicite 
de tous les isotopes réduits, à savoir. 

(i). Utilisation du graphe à arêtes orientées (x -> x2) 
(ij). Séries des produits à droite (un+1 = un„xun). 
(ijj). Similitude des complexes relatifs aux translations, (AâxAb) 

(N° 2, (xi). Cette dernière permet de trouver directement des autotopies 
dans le cas des quasigroupes, quand on n'a pas en vue la totalité de ST. 
Il suffit d'examiner la structure partitionnelle des éléments A~^xâh de 
chaque sous-complexe, a = Constante. Deux quasigroupes sont isotopes 
si les sous-complexes de l'un sont semblables aux sous-complexes de 
l'autre. Si a{ et b{ sont les nombres de cycles d'ordre i de deux permuta
tions finies, la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
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permutations soient semblables est que, Vi e N+, ai = bi. Si deux 
quasigroupes ne sont pas isotopes cette méthode permet de le déceler 
immédiatement. 

L'étude du groupe d'autotopie, 31, d'un système S et des sous-ensem
bles se, 2tP, 3ïp est intéressante, (i) quand S est un quasigroupe avec 
unité, (ii) quand S est associatif. 

I I 

QUASIGROUPES AVEC ÉLÉMENT NEUTRE 

6. Âutotopies principales, (i). Le groupe des autotopies principales, 
3lp , d'un quasigroupe Q — E( ) , avec unité, coïncide avec Vensemble des 
autotopies réduites (Am, J1"1, 1). 

(ij). Les composantes A et T sont deux permutations semblables et régu
lières sur E. 

(ijj). 3tp est isomorphe au groupe formé par les éléments de l'une quel
conque de ses composantes non identiques. 

(iv). 2Ip est isomorphe à un sous-quasigroupe de Q, qui est donc un groupe, 
et dont les éléments sont les indices, m, des translations qui définissent ces 
autotopies principales; 3IP ~ {m}. Le groupe {m} est le nucles au milieu 
de Q. Si E est fini, Vordre de ce groupe divise celui de Q. 

Preuve, (i). D'après N° 3, i, toute autotopie principale de Q est de la 
forme (A9, JTU, 1) où À, JP sont les translations de Q. Pour que la nouvelle 
unité soit la même que l'ancienne, e, il faut et il suffit que uv = e. Puisque 
(Av, ru, 1) est une autotopie, on a 

Ver, y e E, (xv) (uy) = xy, 

en particulier, si x = e, v(uy) = y, JT
w.F't, = \, Fu = (rv)~

x, et Pautotopie 
est bien (Am, JP"1, 1), meE. Réciproquement si 

Q(Am, r~\ 1) = Q, Va?, yeE, (xm) y = x(my). 

(ij). Si (X, Y, 1). est une autotopie principale de Q, on a 

Vx, yeE, xy = (xX) (yY) = (xX*) (yY*) 

Le cycle de X qui contient l'élément x est 

(... xX'\ xt xX, xX%, ...). 

Le cycle de Y qui contient l'élément y est 

(...,yY-\y,yY,yY\...). 

Si le premier est fini et a pour longueur m, on aura xXm = x, d'où 

xy = (xXm) (y Ym) = x(y Ym). 



Caneellant par x, ce qui est légitime dans un quasigroupe, 

Vy e E, y = yYm, ou Ym =- 1. 

Laissant x fixe, on voit que tout cycle de F a pour longueur un diviseur 
m', de m. Mais, en raisonnant symétriquement sur y et x, on voit que 
tout cycle de X a même longueur que tout cycle de Y; ainsi (N°2, (i)), 
X et F sont régulières et semblables. 

Si le cycle (.. .xX*1, x, xX, ...) est infini, tous les cycles de X et de Y 
sont infinis car, si un seul avait une longueur finie, m, d'après ce qui 
précède, tous les autres seraient d'ordre m. 

(ijj). Deux autotopie principales distinctes ne peuvent pas avoir 
ime composante non identique commune car si, par exemple (X, Y, 1) 
et (X, Y', 1) ont la composante commune X, on aura 

Vx,yeE, (xX) (yY) ==. xy = (xX) (yT), 
VyeE, yY = yY', Y = T. 

Il en résulte que les éléments d'une même composante (-7--1) de S&P 

sont tous distincts et forment donc un groupe isomorphe au groupe des 
autotopies principales lui-même. 

(iv). Que l'ensemble {m} -= F des indices des translations Am et 
rm soit un groupe isomorphe à 2[p résulte immédiatement de (N° 3, (x). 

Le groupe défectif EF, muni de la même loi que Q, où le premier facteur 
est dans E et le second dans F, a pour noyau le groupe F = {m}, iso
morphe à Sïp. Les translations de S induisent sur l'ensemble F des per
mutations régulières qui sont précisément les translations du noyau. 

Exemple. Soit le quasigroupe Fu, défini par ses translations, A0 = 1, 
Ai = 012.345, A2 = 021.354, A3 = 031524, A4 =- 041325, A5 = 051423. 
Le groupe des autotopies principales est du 3ième ordre et consiste en 
les puissances de (012. 345;021.345; 1). Fu contient le groupe cyclique 
du 3 i éme ordre (0, 1, 2), isomorphe à %P. 

Remarque. L'existence de 8IP entraîne celle d'un sous-quasigroupe 
associatif dans Q. La réciproque n'est pas vraie: Q peut contenir un groupe 
sans admettre aucune autotopie principale non identique si le nucleus 
se réduit à l'identique. 

7. Conséquence. Pour qu'un quasigroupe fini, avec unité, soit un groupe 
il faut et il suffit qu'il ait même cardinal que le groupe de ses autotopies 
principales, 

| ?Ip | = | Q | -=à Q associatif. 

Preuve. Si Q est un groupe, il est évident que (Am, r~l, 1) est une 
autotopie de Q pour tout m dans E car (xm) (m'h/) = xy; donc | %P | = 
= ) E \. Réciproquement, si Q et 9IP ont même puissance, d'après le N° 6, 
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iv. Q contient un groupe isomorphe à 2ï7J et du même ordre que Q; doneQ 
est lui-même un groupe. 

8. Partition d'égalité, (i). L'ensemble des isotopies réduites qui appli
quent le quasigroupe Q, avec unité, sur un même quasigroupe avec unité, 
$, est le produit du groupe des autotopies principales, 2tp, de Q, par Vune 
quelconque des isotopies réduites qui projettent Q sur S. 

(ij). Si k désigne le cardinal de Vensemble des quasigroupes à unité, 
différents, isotopes principaux de Q, on a | E2 | = | $lP | k. 

(ijj). Pour que tous les isotopes réduits de Q soient distincts il faut et il-
suffit que 31P = 1. 

Preuve, (i). L'égalité des isotopes réduits R = Q(&v, FM, 1) et S = 
= Ç(Af, rw, 1) entraîne l'existence de Fautotopie principale de Q, 

Q(AvAr\rur-\\) = Q. 

Désignant celle-ci par (X, Y, 1), on tire 

A„ = Xd, Ara=YJ\. 

Ainsi, les isotopies réduites qui appliquent Q sur S sont les produits 
d'une autotopie principale de Q par l'isotopie réduite (At, rw, 1) qui 
projette Q sur S. 

Réciproquement, si (X, Y,l) est une autotopie principale quelcon
que de Q. on aura 

Q(X,Y,l)(At,rw,l)=S. 

Mais, d'après (N<> 3, (ijj), XAt e {A} A YTW e {F}. 
Les produits XAt et YTW sont des translations Ab, F„, de Q et 

Q(Abi ra, 1) = Sy de sorte que l'isotopie (Ab, rail) applique bien Q sur 
S. Ainsi, sur l'ensemble des isotopes réduits de Q, la relation d'égalité 
définit une partition dont les classes ont même puissance que le groupe 
des autotopies principales de Q. 

(*j)> (ijj)- ï-es deux dernière parties sont claires. 
Exemple. Dans Fu, défini au N° 6, chaque isotope réduit figure trois 

fois. 
9. Partition d'isomorphisme. Les isotopies réduites d'un quasigroupe 

Q, avec unité, définissent une relation d'équivalence, 3%, sur E2, deux 
éléments (a, b) et (c, d) e E2 étant congrus toutes les fois que les itoso-
pes réduits qui ont (a, b) et (c, d) pour couple de translation sont isomor
phes, 
(6) (a,b)^(c,d), moàm^Q(Aa,rh,l)^Q(Ac,rd,l). 

L'équivalence M induit sur E2 une double partition, obtenue en 
laissant b fixe et faisant décrire E à l'élément a du couple de translation 
(a, b), ou en laissant a fixe et faisant décrire E kb. 
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(i). L'ensemble des isomorphismes qui projettent les uns sur les autres 
les divers quasigroupes d'un même bloc est un groupe jtf, qui coïncide 
avec V ensemble des éléments distincts de la 3ième composante de 31 et dont 
Vorde est V index de 3IP dans 31; | Jtf* \ = 31 : 3IP. Ce groupe est le même 
pour tous les blocs. 

(ij). La double partition d'isomorphisme définie sur E2 par les isotopies 
réduites d'un quasigroupe Q = E( ) , avec unité, est invariante par toute 
isotopie réduite de Q . Si S — Q(âa, rh, 1); Cte = a, b G E, est un isotope 
réduit arbitraire de Q, Vensemble des quasigroupes avec unité, Q(Aq> rr, 1), 
q, reE, isotopes réduits de Q, coïncide avec Vensemble analogue des iso
topes réduits de S. 

L'ensemble des isotopes réduits obtenus en laissant r constant et égal à h 
dans le 1er cas (Q), et r = hAa dans le second (S), est le même. 

(ijj). Si QI est dérivé de Q par Visotopie réduite I, sis/T et 31, désignent 
respectivement les groupes d'automorphisme et d'autotopie de QI, alors 
| 3lf | = | 311 = Constante. 

(iv). L'ensemble des quasigroupes réduits isomorphes à QI a pour car
dinal l'index de stfr dans 31,, | Ci | = 31, \<sé\ . Si Q est fini d'ordre n, 
2V(3l : s/j) = n2 

(v). L'ensemble des quasigroupes distincts, isotopes de Q, a pour cardinal 
(à!)»/| 31 |. ^ _ . 

(vi). L'ensemble des quasigroupes distincts, avec unité, isotopes de Q, 
a pour cardinal n2n\j\ 31 |. 

Preuve, (i). Soit un quasigroupe avec unité, Q = E( ), sur lequel on 
représente les translations par A et JT. LO bloc G0 de la partition d'iso-
morphisme est composé de ceux des isotopes réduits de Q qui sont iso
morphes à Q. 

Q(Aq,rr,l)^E = QT, 

et Fisotopie I = (Aq, JT,, 1) T~x est une autotopie de Q. Quand T décrit 
l'ensemble ffi des isomorphismes qui projettent Q sur les divers éléments 
de <70, l'ensemble des I correspondantes est le groupe d'autotopie, 31, 
de Q, (N°4). La 3ième composante de 31 consiste en tous les T'1 (avec 
répétition si 3lP ^ 1). Or il est évident que l'ensemble, J^, des élé
ments distincts de la 3 i è m e composante de SI est un groupe. 

L'ensemble des autotopies (X, T, Z) qui ont en commun leur 3 ième com
posante, Z, est une classe latérale, dans 31, par rapport au groupe 3IP des 
autotopies principales, car si (X, T, Z) A (Xf, T', Z) G 31, (X'X~l, 
TT-\ l) G 3IP et (T, X', Z) = (Am5 T"1, 1) (X, T, Z), 

{(Xf, T', Z)} = 3lP(K, T, Z). 

Donc 
i j r 11 « P i >-1 * i. 
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Soit C{ une classe quelconque de l'équivalence, consistant en tous les 
isotopes réduits de Q, isomorphes à S, 

(7) S = Q(Am9rb,l). 

C( est aussi l'ensemble des isotopes réduits de S, isomorphes à S. En 
effet, soit U un isotope réduit quelconque de Q, 

(8) U = Q(Af,ro,l). 

En tenant compte de (7), 

u = s(Aa,rb,i)-
i(A,,rt,i), 

U = S(A?A,,It*rt,l). 

Mais, d'après (1) & (2), N° 3, (ijj), avec X = A„ et Y = rb, on a 

A?A, = d,rtA r^r^ygK, 

à et y étant les translations de 8. Enfin 

(9) U = S(6,rb,y9*m,l).. 

Si U est isomorphe à 8, les égalités (8) et (9) montrent que les isotopes 
réduits de Q, isomorphes à S, sont les mêmes que les isotopes réduits 
de S, isomorphes à S. Le groupe d'autotopie de S est le transformé 
(N° 3, (v) par (Aa, Tb, 1) de celui de Q. Donc la Zième composante de ce 
groupe est identique à celle de Q. D'après la première partie, le groupe ffi 
relatif à Ci coïncide avec celui de C0. 

(ij). Si Ton ne suppose rien sur l'isomorphisme de U et de S, la compa
raison de (8) et de (9) montre que 

(10) S(frb,gAa) = Q(f,g). 

Comme/ et g décrivent E en même temps que/T 6 et gAa, l'ensemble 
des isotopes réduits (q, r) de Q où l'on donne à r la valeur constante h 
est le même que l'ensemble des isotopes réduits (q, r) de S où r garde la 
valeur constante hAa: On arrive à la conclusion analogue pour q = i 
et£ = i /V 

Soit <$ = (CQ, C%} ...) l'ensemble des classes d'isomorphisme, 

Ci = {Q(Aq,rr,l)\Q(q,r)^B}. 

À chaque couple de translation (q, r) correspond une classe et une seule. 
On a ainsi défini une application de E2 sur ^ , c.-à-d. un système défectif 
(E*E-»^) = TQ, où, à chaque couple (q, r) correspond la classe Ot* 
à laquelle appartient l'isotope réduit Q(Aa, Tr, 1). Si l'on remplace 
Q par son isotope réduit S = Q(A a,, rb, 1 ), on obtient un nouveau système 
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défectif, Tç, qui est dérivé du premier par Visomérie (F6, Aa, 1). Sur 
les tables de Oayley de T^ et de T„, à Pordre près, les lignes et les colonnes 
sont invariantes. 

(ijj) résulte immédiatement du N° 3 (v) et les trois derniers énoncés 
sont évidents. 

Exemple I. Dans F14, défini au N° 6, on a 

= 3; | 9Í 108; ! 31. 36; | í ř| = | O0 
36; 

91. | = 3; | J ř | = 36. 
Exemple II. Soit F3, défini par ses translations A0 = l; Ax = 01.2534; 

12 = 021543; Az = 031245; zl4 = 041352; A, = 0514.23. On a 
|.«/| = 1; | W | = 4 ; | 9 ï F | = 4 ; | C, | = 4. (i = 0, 1, 2, ..., 8) 

\%, | = 1; | J T | = 4 . 

Exemple III. Soit (r le quasigroupe deu 5° ordre, non isomorphe au 
groupe cyclique, et défini par ses translations, /10 = 1; Ax = 01.234; 

On a | 9tP | = 1; 
32.14; 
Jř| = 

zl4 = 043.12. 
= 12;<žř = (C 0 , . . . ,C 4 ) 

^0 @1 @2 C3 O4 

|.я/| 

1 91, | 

3 12 3 3 1 
4 1 4 4 12 
12 12 12 12 12. 

\ n 
\ q 

Г \ 

\ 

0 1 2 3 4 

0 c„ c 2 c 4 c 4 
c

4 
1 Cг c s c я c s c s = 2 c„ c 4 c 4 c 4 c 2 
3 c„ c 4 c, c 4 c 4 4 С

0 c 4 c 4 c 2 o4. 

Tл 

Si l'on remplace G par son isotope réduit 
8 = G[A1,rt,l) 

r \ 0 1 2 3 4 

0 c s c s c3 Сx c 8 
тя 

= 1 c 4 c 4 
c

4 c„ c 2 2 c 4 c 4 c 2 c„ c 4 3 c 2 c 4 c 4 c„ c 4 4 1 c 4 
c 2 

c
4 c„ c 4 

Г> = Te(03214; 01.234; 1) = TQ{ГЋ, Ax, 1). 
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Monomorphisme. Une espèce intéressante de quasigroupes, pouvant 
faire Pobjet d'une étude ultérieure, est celle des G-quasigroupes, ou 
quasigroupes avec unité dont la partition d'isomorphisme a des blocs de 
mime puissance, G{ = Constante. 

Exemple. Dans F3, défini au N° 9, ex. 11, en représentant Fz(Aq, I\, 1, 
par son couple de translations (q, r) on a les 9 classes d'isomorphisme 

C0 = {00 == 40 == 03 = 43}, 

Cx = {10 ss 20 == 33 == 53}, 

C2 = {01 s 02 == 44 = 45}, 

C3 = {30 == 50 == 13 == 23}, 

C4 = {41 s 4 2 s = 04 == 05}, 

C5 = {11 === 52 == 34 == 25}, 

C6 = {21 = 32 = 54 == 15}, 

C7 = {51 == 12*= 24 = 35}, 

C8 = {31 === 22 = 14 == 55}. 

Tous les isotopes réduits d'un 6r-quasigroupe ont des groupes d'au-
ti morphisme du même ordre. C'est le cas, par exemple, si le complexe 
des autotopies homogènes se réduit à l'identique; alors si — 1 pour tous 
les blocs et | Ci | = | % |. 

Les cas limites de cette monomorphie correspondent d'une part, aux 
quasigroupes dont le groupe d'autotopie se réduit à l'identique; tous les 
blocs de la partition sont alors monômes, d'autre part, aux quasigroupes 
avec unité qui sont isomorphes à tous leurs isotopes réduits, quasigroupes 
envisagés en [11], [16] [5] et en [6], Chap X, p. 175, nommés G-loops par 
Valentin Belousov et dont l'équivalence es universelle, (une seule 
classe). 

I I I . SYSTÈMES ASSOCIATIFS 

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, S désigne toujours un système 
associatif. 

11. Structure de %>, -te groupe, 5lp, des autotopies principales d'un 
système associatif quelconque, S = E( ), a pour éléments (Am, JH^1, 1) 
où m décrit le groupe, @d> (N° 2, vij), des éléments non-singuliers de S. 

Preuve. D'après N° 3, (ix), (i) et (ij), tout isotope principal, S(AU, Tv, 1) 
de S est isomorphe à S et coïncide avec lui par l'isomorphisme Aurv, 

(ii) s(Au,r9,i) = sAur9. 
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Pour que cet isotope principal soit égal à S il faut et il suffit que AUFV 

soit un automorphisme de S, ce qui exige 

V#, y e E, (vxu) (vyu) = v(xy) u. 

Comme u et v sont non-singuliers, ce sont des éléments cancellables 
d'où 

V#, y e E, xuvy = xy. 

En particulier pour x = y = e. [si 08 ^ 0, S a une unité, e, N° 2 (ix)], 

tw = e, w = v"1, 

u est l'inverse de v dans le groupe 08. Toute autotopie principale de S est 
donc (Am, rm-i, 1), où m décrit 08. Mais 

I ml w 1 ==: I mm-1 — I e — 1 • 
donc 

T»- = (rj--. 
Finalement, toute autotopie principale de S est (zlw, JH"1, 1), me08 . 
L'ensemble %p de ces autotopies est visiblement un groupe isomorphe 
à {Am} et par conséquent au groupe 08 des éléments non-singuliers de S. 

12. Structure de 21^. On peut adopter comme système de représentants 
des autotopies fondamentales le complexe 3ïF = {(.Ftt, Av, Avru)} où 
u et v décrivent le groupe 08 des éléments non-singuliers de S. Alors SdF est 
un groupe, isomorphe à 08% et égal au produit direct des sous-groupes 
(hAv,A0)et(ru,l,ru). 

Preuve. D'après le N° 4, toute autotopie d'un système associatif, 
S = E( ), avec élément neutre, est I = (Av, Tu,l) T, où u et v€09 
et où T est l'un quelconque des isomorphismes qui appliquent S(AV, Fu, 1) 
sur S, 

S(AV,TU,1)T = S. 

Mais on a [N° 11, équ. (U)], 

vu,vzâ§, s(Av,ru,i) = s(A„rtt), 
d'où 

ST-* = S(A„ru). 

Le produit Avr„ T est donc un automorphisme, X, de S et 

, T^T^A-^X, Xej*. 

Toute autotopie de S est ainsi 

i = (A, ru, i) T = (A^Az1-, r . / ^ - - , r-^A-1) X. 
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Comme S est associatif, Vx, y e E, AxPy = lyAx, donc 

i = (r-\ A - \ r-lA-1) x 
ou, par un changement de notation évident, puisque u, v e &, 

I = (ru,A„A,rH)X, Xes/, 

en choisissant X = 1 

^^{(r„,Ar,âltru)}, u,veïM. 

Il est clair que, lorsque u et v décrivent 0$, slïF décrit un groupe isomorphe 

Enfin, tout système associatif possède les autotopies évidentes 
(1,-4,,, Av) et (J'M, 1, ru) et 9IF est le produit direct des deux groupes 
qu'elles forment. 

13. Structure de 91. D'après le N° 4. le groupe d'autotopie de S est 
le produit de complexes de 9lF par s/, groupe d'automorphisme de 8 

91 = 9IF */. 

14. Propriétés de .se. 

(i). J / n 9lP - 1, 

(ij . j / n « * = i. 

(ijj). Pot*r que s?/ soit normal dans 91 il faut et il suffit que tout élément 
de M soit permutable avec tout élément de *HF, ou, ce qui revient au même, 
qu'aucun élément non-singulier de 8 ne soit déplacé par s/ et alors 9ï est 
le produit direct des sous-groupes se et 91^. 

Preuve, (i) La SUme composante de tout élément de 91p étant identique, 
la seule autotopie principale qui puisse être un automorphisme est 
l'identique. 

(ij). Pour que (Fu, Av, AVFU) e 9IF soit un automorphisme il faut 
et il suffit que ses trois composantes soient égales, or 

An = A t T ^ r = l . 
• • » • * M 

(ijj). Tout élément de .81 est, (N° 12). 

(FuiAv,Avru)X, U,VE0S, X<zjf. 

Soit U es/ un automorphisme quelconque de 8. Pour questf soit normal 
dans 91 il faut et il suffit que 

x-nrH, AV , Avruyi u(r„ , A „ Avrj x 
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soit un automorphisme de S. soit V. Donc, en posant XV X1 = W s se', 
on aura 

(12) r-wru = w, 

(13) 4 ^ 4 = w, 

(i4) r - ^ 7 1 ^ ^ = ^ 
Portant (12) dans (14), 

x u ^v ^/Jv-*- H x u ^ x W 

Simplifiant 
A~WAV = U. 

Donc, d'après (13). U = W et la condition cherchée est 

(rj-iUT, = u, 

(A,)~*UAr = U, 

dont (14) résulte. Elle s'écrit 

Í U-iгцU = г u ; 

1 U-M„U = zJ„ (15) \ V - ^ V = A v V . , . e « , V U e . ^ . 

Sous cette forme elle exprime que tout élément de se est permutable 
avec tout élément (Fu, Av, AVFU) de 2I F . Comme, d 'autre par t , (ij), 
se n SIJI -= 1, on voit que, sous (15), 31 contient le produit direct 
$ïp X jaf. Mais (N° 4), 31 est le produit de complexes %Fstf; donc 
91 = 3tF x J / . 

La condition (15), d'après N ° 3 , (xi), équ. (5), est équivalente à la 
suivante 

ruu = ru A duU = A(1 
ou 

^U = u A ^Ef = v. 

Oela signifie que ja/ laisse fixe tout élément non singulier de S. 
15. Propriétés de 3 l p . (i). Aux isomorphismes près, le groupe des au-

totopies principales, S&p = {(K, Y, 1)}, eTtm système quelconque S, est 
invariant isotopique. 

(ij). Le groupe des autotopies principales de S est normal dans le groupe 
(Vautotopie, 

(ijj). Si S est associatif, pour que 3 l p soit contenu dans le centre de 3t 
il faut et il suffit que stf appartienne au centralisateur de 3IP et alors 08 
est abélien. 
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Preuve, (i). Si B = S(p, g, r) = ST, toute autotopie principale 
(K, F, 1) de S devient, d'après N° 3, (v), une autotopie principale 
(p-^X-p, q~xYq, 1) de R et vice-versa. Si 3tp est le groupe des autotopies 
principales de R, on a 

sip = T~mpT, 

et ainsi les deux groupes sont isomorphes. 
(ij). D'après (i), si T = (K, F, Z) est une autotopie quelconque de S, 

la transformée d'une autotopie principale quelconque de S par T est 
encore une autotopie principale de S. Donc 3lP est transformé en lui-
même par tout élément de 31; il est normal dans 31. 

Il en résulte que 3IP sera encore normal dans tout sous-groupe compris 
entre lui et 31; en particulier 

3ÏP -13TF±> 3(P <= 3IF. 

On est conduit à étudier l'intersection KUF f) 3C7> (Cf, N° 17 infra.), 
(ijj). Pour que 3lP soit dans le centre de 31 il faut et il suffit que tout 

élément (Am, F1"1, 1) de 3lp soit permutable avec tout élément (FM, A„, 
AVFU) X de 31 pour tous u, v, m dans 3ÏÏ et tout X estf 

(âm, r-\ i) (T„ Ar, éTu) * = (T., 4 . 4T . ) -f(^,«. -V. -). 
ou 

j âmrux = rHxAm, 

La condition, sur la 3ième composante, est toujours satisfaite. Les 
deux autres, en observant que AmFu = ruAm, puisque S est associatif, 
et en cancellant, ce qui est légitime puisque u, v, m sont non-singuliers, 
deviennent 

Vm e m, VK es/, AmX = XAm A FMK = XFm, 

ce qui est équivalent, comme au N° 14, in fine, à 

mX = m. 

Tout automorphisme de S laisse 0iï invariant terme à terme et puisque 
£% ~ 3tp, (N° 11), «^ est dans le centralisateur de %P. 

Que âS soit alors abélien résulte du fait que, n'importe quel auto
morphisme de S devant laisser fixe tout p e 3S, si l'on applique cela 
à l'automorphisme interne Amrm\ (N° 2, xix), on aura 

ou 
Vi», ре®, рАшГ?=р 

Р^т — рГт ^ рт = тр. 
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Remarque. La comparaison de N° 14 (ijj) et de N°15 (ijj) fournit les 
implications suivantes, 

N° 14. I s/ <3 5t «==- II, Tout élément de s/ est permutable avec tout 
élément de %F .==- III, s/ ne déplace aucun élément de ai ^ IV, 5t = 
= s/ X 3lF. N° 15. V, 9tP est dans le centre de 51 ^ VI, s/ est dans le 
centralisateur de 5Ip ^ III , s/ laisse 33 invariant terme à terme. 

On a donc, dans tout système associatif 

i -=* ii -=à m -=* rv ^ v. 

16. Propriété de 21-*. 21F est normal dans s)l, le groupa quotient est 
isomorphe à si'. 

Preuve. Tout élément de 5tF est T = (FM, An, Avru). Tout élément 
de SI est U = (rm.Av , A„rm) X. Vm, n G ,4B, VX G-C/. La transformée 
de T par U est 

de) x - 1 ^ , An, Anrmr* T(rm,A„,A,rm)] x. 

L'expression entre crochets, étant le produit de trois éléments du groupe 
%F, est elle-même un élément de ce groupe. La transformée devient 

x-\rr,As,Asrr)x, r,sem. 

Comme X est un automorphisme et comme A8, Fr (et leur produit) 
sont des bijections de E, X les transforme en nouvelles translations qui 
sont encore des permutations de ®# ; autrement dit 

(17) ih,kea, x-\rr, A„A,rr) X = (I\, Ak, A,rh). 

Le second membre est un élément de 2ÏF. Tout élément de 51 trans
forme %F en lui-même et SllF ^\ 51. 

Si 7. r , T". . . . e 2 l F e t Z , K\ ...es/, on a 

(TX) (T'X') = X{X~lTX) (T'X'), 

d'après (17), 

(TX) {T'X') = XT'T'X' = XT^X-^XX') = F*(XX'). 

Le groupe quotient est donc isomorphe ks/. 
17. Propriétés de l'ensemble {2tP,2tF). (i). Le centralisateur de 21,, 

dans le groupe d'autotopie est le produit de complexes $tFs/x, où s/t 

désigne le sous groupe des automorphismes qui laissent fixes tous les éléments 
non-singuliers. 

(ij). L'intersection de 2tP et de 21^ a pour éléments (Am, F~x, 1) où 
m parcourt Vensemble des éléments centraux non-singuliers de 8. 
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(ijj). Les trois affirmations suivantes sont équivalentes: 
(a). SHP est contenu dans 3lF . 
(b). ^ est contenu dans le centre de S, 
(c). 2ïp est normal dans %lF. 

%, ç SllF «± J? ç 3 ^ - s}lp ^ Mp. 

Preuve, (i). Tout élément de %, est, (N° 11), 

Tout élément de 31 est. (N° 12-13), 

(Fu, zl,, AVFU) X u, v e d?, K e,c/. 

Le second sera dans le centralisateur de typ si 

^ ' ( A . i . 4.TJ-1 (4». Im1. 1) (T.- 4 . 4-".) -« = M»,' I»1' -)• 
ou, 

x-MIV'/UV «d,-1-^,, r - ^ - ^ T J x = (jM , r - i , i), 
ou, 

i - ' ( 4 , r B M ) i = ( i , j ; M ) , 
ou enfin, si X satisfait 

ym e # , X-*AmX = Am A X'^X = F"1. 

D'après N° 3 (xi), équ. (5), 

'-'»i.Y ^ Am A 1 mX — 1 m. 

Comme m est non-singulier, comme son image par un automorphisme, 
X, est encore un élément non-singulier, et d'après N° 2 vijj, mX = m; 
X ne déplace aucun élément non-singulier; X es/x. Quand Xx décrit 
séx l'élément (Ftt, Av, AVFU)XX décrit le centralisateur ^iFséx de 21/,. 

Si séx = se, on retrouve la remarque finale du N° 15. 
(ij). Tout élément de %P est (zjw, F"1, 1), me3S\ toute autotopie 

fondamentale est (Tu, Av, AVFU), u,veé$. Tout élément commun à ces 
deux groupes satisfera aux conditions nécessaires et suffisantes suivantes, 

(18) *m = rn, 

(19) F"1 = Av, \ u. v, megg. 

(20) i = âjru. 

On tire de (18) et (19) 
A r = r~lA 
^* p x u •*• m £-M m ' 
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d'où, d'après (20) 
A = r 
^Jm *• m » 

V# G E, xm = ra#. 

Cela exprime que l'élément non-singulier m est dans le centre de 8, 

m G 3S. 

Pour obtenir l'intersection de 3tP et de 31^ , il faut donc faire décrire 
à m l'intersection 38 n 3s * ̂ n a a l ° r s 

«r„n a, = {(Jm,/i1, i)} s * n 3,,-

Remarque. 3$ Ç\ 3s n'est pas, en général, le centre de J?. Par exemple 
S 3 a pour centre l'identique alors que tous ses sous-groupes sont abéliens. 

Ojj)- (a) ^ (c)> D'après N° 15 (ij), 3IP est normal dans le groupe 
d'autotopie; donc il est normal dans tout sous-groupe, 3IF, compris 
entre lui et 31. Réciproquement, si 3IP est normal dans 3IF il est 
évidemment contenu dans 3IP. 

(a) ;=-- (b) résulte immédiatement de (ij), car si 3IP est contenu dans 31^ 
l'intersection de ces deux groupes est 3IP et les éléments non-singuliers 
de 8 sont tous centraux; donc 38 c 3s 

Réciproquement, si 38 c 3 s , tous les éléments de 38 sont centraux 
donc, (ij), 3IP n 3lF = 3IP ou (a). 

18. Propriétés de l'ensemble 3lP, 3IF, 31. (i). Pour que 31 contienne 
le produit direct 3IP X 3IF il faut et il suffit que le seul élément central 
non-singulier de 8 soit e; 38 n 3s == e> @8 7-= 0 . 

(ij). Pour que 31 soit égal au produit direct 3IP X 31^ il faut et il suffit 
que 8 soit complet, 38 = 0. 

Preuve, (i). Tout élément de 3tP est permutable avec tout élément de 
3lp car, d'après N° 17 (i), tout élément de 3tP est permutable avec 
tout élément du produit tyLFs#x, qui contient 3lF . Donc, pour que le 
produit direct 77 = 3IP x 3lp soit défini il faut et il suffit que ces 
deux sous-groupes n'aient en commun que l'identique. Or, d'après 
N° 17, (ij), cette condition est équivalente à celle de l'énoncé: 38 n 3s ^ e-

Comme 3IP et 3IF sont deux sous-groupes de SI, pour que 31 contienne 
leur produit direct il faut et il suffit que ce produit soit défini, c'est-à-dire 
que 3$î\ 3S = e. 

(ij). Pour que 31 soit égal à 77 il faut et il suffit que, en outre, ce produit 
contienne JS/, autrement dit, que l'intersection de 77 et de s/ soit se 
lui-même. Mais 

7 7 = 3 I P X 3IF = 3tP3IF. 
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Or il est facile de voir que 2l/>9lF H s/ est le groupe des automorphismes 
internes de S (N°2, (xix). En effet, appelons Kun automorphisme quel
conque de 8 et désignons par T, 

T = (A F~l l) (F , 4 A F ) 
J. \Um, J. m , XJ \J. u , ± - l v , LJVX u ) , 

un élément arbitraire de II. Pour que T appartienne à si il faut et 
il suffit que 

Anru = r?à. = Atru = x esé. 
D'où u = mrx, v = m, X = (x —> m^xm). 
Quand m décrit 3§, X décrit le groupe des automorphismes internes . 
de 8. La condition cherchée est donc que se coïncide avec ce groupe, 
c'est-à-dire que S ne possède que des automorphismes internes. Cela, 
joint à la condition précédente, (i), que le seul élément central de 3$ 
dans S soit l'unité, exprime que S est complet, au sens du N° 2, (xx). 

19. Groupes. Quand S est à la fois un quasigroupe et un système 
associatif, et par suite un groupe, il possède en même temps les pro
priétés de ces deux structures et l'on retrouve les résultats de [22]. 

F O R M U L A I R E 

N° 3, ijj. ôvV = X^XAV; yuX = Y~lFu; (x, y e <5E); 8 quelconque avec 
unité. 

N° 3 , xi. X~xAmX = Zlw j ' % esi; meé%; S quelconque avec unité. 
N° 6, N° 11. ( menucleus an milieu; 8 = quasi-

mP = {(Am,r-\l)} groupe 
l m eâiï; S associatif. 

N° 4, N° 12. WF = {(ru, Av, Avru)}; u,ve^;S associatif. 
N° 4, N° 13. K = MFstf; 8 = quelconque, m ^ 0. 
N° 9. | #e | = 9T: 9IP; | Ci | = 21 : s/r quasigroup à mité; ST(%: 

séT) = | E |2; 8 = quasigroupe. 
N° 17. 2lp c 91^ -=* 3S c 3 S -=± 3TP <1 2tF; S associatif. 
N° 18. 2IP X %, <=• 91 ^ 0S n 3S = e, ^ ^ 0; S associatif; 

9lP X 9lF = 51 ^ 0$ n 3>9 = e A J / = {F-M^}; associatif. 
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