
Archivum Mathematicum

Ivo Res
Asymptotische Formeln für die Lösungen der linearen
Differentialgleichungen dritter Ordnung

Archivum Mathematicum, Vol. 4 (1968), No. 3, 133--139

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104661

Terms of use:
© Masaryk University, 1968

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/104661
http://project.dml.cz


133 

A S Y M P T O T I S C H E F O R M E L N F Ü R D I E L Ö S U N G E N 
D E R L I N E A R E N D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 

D R I T T E R O R D N U N G 

Ivo R E S , Brno 

Eingegangen am 13. Oktober 1967 

Es sei die Differentialgleichung 

3 

(1) y- + £ a,(x) yV-» = 0 
i ---1 

gegeben, deren Koeffizienten im Intervall I = (xQ, oo) stetige Funktionen 
sind. Im Falle, daß die Koeffizienten für x -> oo gegen Konstante 
streben, sind manche asymptotische Formeln für die Lösungen dieser 
Differentialgleichung bekannt. Ist lim a{(x) = a{, i = 1, 2, 3 und be-

X—•oo 

zeichnen Xit i = 1, 2, 3 die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

X3 + axX
% + a2X + a3 = 0, 

so gibt es unter weiteren Voraussetzungen über a{(x) ein Fundamental-
System y1} y2, yz der Lösungen der Gleichung (1) von der Form 

yt = exp {Xfx} [1 + ef(x)], i = 1, 2, 3 
mit 

Mrns^x) = 0 , i = V253. 
x-> oo 

In diesem Artikel sind die Formeln für die Funktionen e-(x) abgeleitet, 
welche die Lösungen von (1) mit einer beliebigen Genauigkeit auf dem 
ganzen Intervall I zu approximieren ermöglichen. 

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist ein Satz, welchen 
M. Räb in [1] für die Systeme der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
abgeleitet hat. 

Es seien A, ß quadratische Matrizen n-ter Ordnung mit stetigen 
Elementen im Intervall J. Es sei Z eine Fundamentalmatrix von 
Lösungen des Systems 

(2) z - A(x) z 

und es gelte 
CO 

(3) / || Z-Hr) B(x) Z(x) || da; < oo.1) 
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Setzen wir 

(4) R° = E, R*(x) - f 2-Ҷв) B(в) Z(a) R"-1(đ) d«, 

wo £ die Einheitsmatrix bezeichnet. 
Dann gibt es zu jeder Lösung y des Systems 

(5) y' = \A(x) + B(x)] y 

ein konstanter Vektor c, so daß die Lösung y die Form 

y(x) - Z(x) t (-l)»R»(x) 

hat. 

Satz 1. Es seien a4(x), co^x), i = 1, 2, 3 stetige Funktionen in I und 
z^x), i = 1, 2, 3 unabhängige Lösungen der Differentialgleichung 

(6) zm + E ař(ж)г(8-ť) = 0 . 
i = l 

Es sei W(x) wronksische Determinante der Funktion z-t(x), Wt(x) alge
braisches Komplement des Elements z"t(x) in W(x). Ist 

(7) I 
X0 

W(x) 
Wk(x) Z Юj(x) zf-i> (x) áx < oo 

für i, k = J, 2, 3, so ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

3 

(8) ym + £ [a.(x) + co,.(x)] y»-'> = 0 

mit der Formel 
: . oo 

(9) »»-»(*) = [atf-» (aO, z'tl)(x), z'fl'(x)]^ (—1)-R»(x)c 
n = 0 

für i = 1,2, 3 gegeben. Die Matrizen Rn(x) sind durch die Beziehungen (4) 
mit 

(10) 

gegeben. 

Z-1 (x) B(x) Z(x) = 
W,-(x) 
W(x) fz E ^M y(Ъ~j) 

x) Das Symbol II Z~lBZ\\ bezeichnet die Summe der absoluten Werte der Ele
mente der Matrix Z~XBZ. 
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Beweis. Betrachten wir die Systeme 

(11) z' = A(x)z 

und 

(12) y' =- [A(x) + B(x)] y, B(x) Í
0 0 0 
0 0 0 

— щ —0) 2 — 0 ) г 

welche den Differentialgleichungen (6) und (8) äquivalent sind. 

Es sei (i_1} 

Z(x) = [z(x)] i, jfc = 1, 2, 3 
" . ' k , ••;••, 

eine Fundamentalmatrix des Systems (11). Dann sind die Elemente 
der Matrix Z~XBZ = [<pu. (x)] durch die Formel 

<pa(x) = - Ö j - 2a),(.-) - r* (*) 

gegeben. 
Wegen (7) folgt unmittelbar aus dem erwähnten Satz von M. Räb 

die Behauptung. 

Satz 2. Es seien al9 a2, az reeh Zahlen, o)x(x), OJ2(X), xoz(x) stetige 
Funktionen in I und es seien zt,z2, zz unabhängige Lösungen der Gleichung 

3 

(13) zm + X at.z<3-*' = 0. 

Es seien Xt, A2, A3 verschiedene Wurzeln der Gleichung 

A3 + M 2 + a2l + % = 0, Re Ax <J Re A2 g Re A3. 

Bezeichnen wir mit 

H =* max (| Ax — A21"1, | Ax — A3 | - \ | A2 — A3 h
1), 

K = max (| Ax |, | A2 |, | A31), 

3 3 

*v = - II (K - A.)~\ yk(x) = I #-><»,(*). 
• « i j~i 
$*9 

(14) / exp {Re (Яa — Яx) #} | шť(ж) ] dж < oo / r i = 1, 2, 3, 
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so bilden die Funktionen 
3 oo 

(15) yJ«-«(*) = exp {Xkx} [JJ-i - £ ti^X« f Yt(*) e x P {ßt — K) • 
v = l X 

.(t-~x)}dt + t)ik(x)], 

für i, k = 1, 2, 3 ein Fundamenkdsystem von Lösungen der Gleichung 

8 

(16) ym+l [«*« + <».(*)] v™ = o 
i = l 

(17) 

wťť 
r/,,.(*) | ѓ MKҺЧҢв) exp {2 Re (Яx — Я3) x), 

x(x) =fi*f exp {Re (A8 — A,)«} £ Z*-*11ft>,(«) | dl, 

9 
Jf = sup -- exp {3x(x) ene^~^)x}. 

xel -2 

Beweis. Unter den Bezeichnungen des vorigen ISatzes bekommen 
wir durch die Wahl eines Fundamentalsystems der Lösungen von (13) 
in der Form 

und 

zt(x) = exp{Aťz}, W(x) = exp{ £ Xp} f ] (A/ — K) 
i=\ ;",*-= l 

Wk(x) = (-l)'+*exp{ £ V} П (Л-AJ. 
І = l /,# = 1 
i*fc ; > * 

;-И 
Es gilt 

/ Щ#) 
Җ,.(*) % *>,(*) *?-» (*) 

; = 1 
dx < 

S f*2 f exp {Re (A3 — Ax) #} £ K*~* \ wf(x) \ dx < oo 
-50 ; = l 

und nach Satz 1 können wir ein Fundamentalsystem der Lösungen 
von (16) in der ¥oun 

з 

I 
ľ = i 

(17) ýt»{z) = І A*"1 exp {Xvx} аvl (x), i, k = 1, 2, 3 



137 
00 

voraussetzen, wobei svl(x) die Elemente der Matrix Z (—1)*1*(#) 
n=0 

bezeichnen. Die Matrizen Rn(a;) sind durch die Relationen R°(%) .==. E, 
00 

Rn(x) = / Z--(*) B(t) Z(t) Rn~\t) dt, gegeben. 
X 

Nach leichter Berechnung bekommen wir die Elemente ?>,•*(£) der 
Matrix Z^BZ in der Form 

<Pik(x) = Xi?k(x) ©xp {(Xk — A<) #}. 

Setzen wir 
00 

RM(*) = KM*)L ^ = Z ( - i ) n ^ ( ^ ) . 
n=2 

Dann ist 
oo 

«•*(*) = Z (—l)nrn
vt(*) = »& —rjrf*) + &vk(x), 

n=0 

mit r^ = 0 für v 9̂  &, rkk = 1 und die Formel (17) bekommt die Form 

3 

(18) y$-»(x) - Z K'1 exp {Avz} Mv — rj*(*) + #„,(*)]. 
v — 1 

Man kann leicht durch die Anwendung der Methode der vollständigen 
Induktion zeigen, daß die Abschätzungen 

(19) I f%{x) I S - ^ *n(x) exp {Re [A, - A, + n(Ax - A3)] *} 
Tbl 

für i, k = 1, 2, 3 gelten. 

Setzen wir 

Z K^co^x) = y(*). x 

; = 1 

Für w = 1 ist 
oo 00 

I AM 1 = 1 / ?>«(<) dt\ = \Xif yk(t) exp {(A, - A«)«} d* | S 
00 

^ A** / y(t) exp {Re (A4 — X,) t} dt Z x(x) exp {Re (Xk + \ — A« — A8) *} , 

so daß die Behauptung für n = 1 gilt. Setzen wir jetzt die Richtigkeit 
der Ungleichung (1(|) voraus, so bekommen wir 

oo 3 

I rSf V ) I = I / ' I <Pu(t) r?k(t) dt | <; 
X t = l 
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oo 3 

^ / £ I XiYitt) exp {(A, — A,.)«} »•»(<) | dt < 
C / = 1 I _ 

oo 3 

*l*f Ily iW|exp{Re(A,~-A<)<}. 
rc J = l 

. ~^- xn(t) exp {Re [Xk- — lx + n( ̂  ~ A3)] *} d* g 

3" ? 

^-zr^J yW exP {Be &• — A** + n(^i — A3)] o d*. 
-*• x 

Wegen 
H'(x) = —ju2y(x) exp {Re (A3 — A-} a;} 

I *f*+1(*) I £ ^ T ) 7 *?(*) exP {Re & ~ ^ + (n + 1) (^ - A3)] o?}. 

; Daimit ist die Richtigkeit der Formeln (19) bewiesen. 
Aus (18) bekommt man nach leichter Berechnung 

^+1)(*) = A|-1exp{A,x}-
3 oo 

I .l*-1 «p{*„*}&/ n W e - P ^ - A ) * } * + 

І t 

V = l 

3 

1—1 

mit 

' + t ^ e x p ^ R , - ^ ) = exp{V>} [4T1 — 
v—1 

S oo 

— E Aj-1*., / yt(*) exp {(A, - Av) « - *)} àt + %,<*)] 

3 

I 
ľ = l 

»?«(*) = 2 A*"1 exp {('A, - Xt) x] #<*(*)• 

Damit, ist die, Formel (15) bewiesen. 
Schließlich haben wir 

8 °° 

Иtttàï ś"Ż l X1*-- «ч» {^ (Л - 4) *} l „?,r"*(a;)' -

^ І ^exp{Re(Яv_Л)Ж} І Ç ^ ^ ' 
v=l n = 2 I 1# 

.{Re[A,— A. + ntf̂  — Яз)]*}^ 
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oo | 

= Ki~X I ~T &*(*) e x P ( R e Wi — A3) *}]" -S 
n = 2 n! 

^ JfK*-^2(aj) exp {2 Re (Ax — A3) x}9 

so daß (16) gilt und die Behauptung ist voll bewiesen. 

L I T E R A T U R 

[1] R á b M.: Les développements asymptotiques des solutions de Vèquation (py'Y + 
+ qy = 0. Aгch. Math. (Brno) T 2 (1966), 1—-17. 

MathematІ8ches Institut 
Forst- und Ackerbauhochschule, Brno 
Tвchechoslowakei 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-09T13:21:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




