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ASYMPTOTISCHE FORMELN FUR DIE LOSUNGEN
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
DRITTER ORDNUNG

Ivo REs, Brno

Eingegangen am 13. Oktober 1967
Es sei die Differentialgleichung

3
(1) y" 4+ Y ax) y®= =0
=1

gegeben, deren Koeffizienten im Intervall I = {z,, o) stetige Funktionen
sind. Im Falle, daB die Koeffizienten fiir # — o0 gegen -Konstante
streben, sind manche asymptotische Formeln fiir die Losungen dieser
Differentialgleichung bekannt. Ist lim a,(x) = a;, ¢ =1, 2, 3 und be-

T—>0
zeichnen A;, ¢ = 1, 2, 3 die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
A4 a,2% 4 agh + ay = 0,

so gibt es unter weiteren Voraussetzungen iiber a,(x) ein Fundamental-
system y,, y,, ¥; der Losungen der Gleichung (1) von der Form

y; = exp{Ax} [l + ¢i(@)], 1=1,2,3
mit
lim ¢,(x) = 0, i=1,2,3.

In diesem Artikel sind die Formeln fiir die Funktionen ¢;(x) abgeleitet,
welche die Loésungen von (1) mit einer beliebigen Genauigkeit auf dem
ganzen Intervall I zu approximieren erméglichen.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist ein Satz, welchen
M. Rdb in [1] fiir die Systeme der gewohnlichen Differentialgleichungen
abgeleitet hat.

Es seien A, B quadratische Matrizen n-ter Ordnung mit stetigen
Elementen im Intervall I. Es sei Z eine Fundamentalmatrix von
Losungen des Systems

2) 2 = A(x) z

und es gelte

3) [ 1] Z-Yx) B(x) Z(z) || dz < o0.1)
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Setzen wir

w0

(4) R*=E, Rv(x)= [ Z-Y(s)B(s) Z(s) R"-(s) ds,

@

wo E die Einheitsmatrix bezeichnet.
Dann gibt es zu jeder Losung y des Systems

®) y' = [Ax) + B(x)] y
ein konstanter Vektor ¢, so dal} die Losung y die Form

9 Y (—l)yR(a

n--0
hat.

Satz 1. Es seien ayx), w,(x), i = 1, 2, 3 stetige Funktionen in I und
2i(x), 1 =1, 2, 3 unabhdngige Losungen der Differentialgleichung

(6) 2"+ Z ) 269 = 0.

Es sei W(x) wronksische Determinante der Funktion z(x), W (x) alge-
braisches Komplement des Elements z;(x) in W(x). Ist

© 1 3
(7) x{ W) ka(x ; w;(x) 280 (z) |[de <
fir o, k=1, 2, 3, so ist die allgememe Losung der Differentialgleichung
3
(8) ¥+ _Z] [a,() + w(x)] yB) = 0
mit der Formel
O YD) =A@, ), )] Y (1) R

n==0

firi =1, 2 3 gegeben. Die Matrizen R"(x) sind durch die Beziehungen (4)
mat

L 3
(10) Z-! (z) B(z) Z(x) = — M Z wj(x) 230 (x)
gegeben.

1) Das Symbol || Z-*BZ || bezeichnet die Summe der absoluten Werte der Ele-
mente der Matrix Z-1BZ.
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Beweis. Betrachten wir die Systeme
(11) , _ z' = Az) z

und

0 0 0
(12) y = [A(z) 4 B(2)] y, B(x) = [ 0 0 0 ] ,

—wg —my —wy
welche den Differentialgleichungen (6) und (8) dquivalent sind.

Es sei (i~
Z(x) = [2(z)] k=123
k

eine Fundamentalmatrix des Systems (11). Dann sind die Elemente
der Matrix Z-1BZ = [q),‘ ()] durch die Formel

3

(@) = — 1 Z () 28 (x)

gegeben.
Wegen (7) folgt unmittelbar aus dem erwidhnten Satz von M. Rib
die Behauptung.

Satz 2. Es seien ay, ay, ag reele Zahlen, w,(x), wy(x), wy(x) stetige
Funktionen tn I und es seien z, , 2,, 23 unabhdngige Losungen der Gleichung

3
(13) 2" 4 ) a2l =0,
i=1

Es seien 4, Ay, A verschiedene Wurzeln der Gleichung
A2+ a A2+ ad +a; =0, Re 1, £ Red; £ Re J;.
Bezeichnen wir mat
p=max (|4 — A ™ [ A — A ™ [, — A ™),
K=max (4|, 141, |4,
3 3
==& =27 ye) = ¥ 2o @.

=1
E 24

Ist

(14) [ exp{Re(d —A) 2} | o(x) | dx < o0 fiirs = 1,2, 3,
Zo
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80 bilden die Funktionen
3 o
(16) 4 @) = exp (A} (4 — T 470 [ ni0 exp{(h—4,).

- (t— =)} dt + nu(2)],
fiir i, k=1, 2, 3 ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung

8
(16) v+ X o+ o)yt =0

und es gilt

a7 | ni(@) | £ MK-1x3(x) exp {2 Re (4, — 4;) 2},
mit

-] 3
x(x) = pu? [ exp {Re (As — 4,) t} .ZI K3 | wyt) | dt,
z j=

M = sup 3 exp {3x(z) eRe (h—4) 2},
zel 2

Beweis. Unter den Bezeichnungen des vorigen Satzes bekommen
wir durch die Wahl eines Fundamentalsystems der Losungen von (13)
in der Form

3 3
z(x) = exp {Axx}, W(z) = exp { l_;l Ax} 'Hl (4 — 4,

1,8=

i>s
und
3 3
W@ = (=L exp{ X 1a} I1 (4, —4).
ixk 7'7:.>=§1
J*i
Es gilt
o0 ) 3
PR CESEIES

© 3
< ul f exp {Re (A, — 4;) #} Y. K*i | w,(x) | dz < o
Zg j=1

und nach Satz 1 kénnen wir ein Fundamentalsystem der Losungen
von (16) in der Form

3
17) Y @) = X Alexp {Aa}s,(x), 4, k=1,23
v=1
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-]
voraussetzen, wobei $,,(xr) die Elemente der Matrix Y, (—1)*R#()

n=0
bezeichnen Die Matrizen R*(x) sind durch die Relationen R%(z) — E,
f Z-1(t) B(¢) Z(t) R*-(¢t) dt, gegeben.

Nach lelchter Berechnung bekommen wir die Elemente @;.(%) der
Matrix Z-1BZ in der Form

@i(®) = 2ii(®) exp {(A4; — A;) =}

Setzen wir
(e}

RYz) = [rh(@)], O = 2 (—1)ri@).

n=2

Dann ist
8,(@) = Z (=1t (@) = 19 — riy@) + 0,.(x),

mit 79, = 0 fiir v # k, 7§ = 1 und die Formel (17) bekommt die Form
3

(18) y§V(@) = 21 Aimexp (4,2} [0, — ri(@) + Dy (@)].

Man kann leicht durch die Anwendung der Methode der vollsténdigen
Induktion zeigen, daBl die Abschéitzungen

19) || S S

x"(x) exp {Re [A, — A; + n(4; — A3)] =}

fiir 4, k = 1, 2, 3 gelten.
Setzen wir

3
El Ko (x) = yp(). O

Fir n = 1 ist
17h@) | =1 [ gul)dt] =15 [ yil) exp {(h — Rt} | 5
< u? f y(t) exp {Re (A, — 4,) t} d¢ = x(x) exp {Re (A, + A, — A; — A5) 2},

so daB die Behauptung fiir » = 1 gilt. Setzen wir jetzt die Richtigkeit
der Ungleichung (19) voraus, so bekommen wir

| e | = | f Pal) 70 dt | <

=1
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38
[ X1 @) exp {0 — ) 8} ytt) | e <

1=1

H\S

w 3
< ,uzxf lz,l | 7:(8) | exp{Re (4, —2,)t}.
n—1

o7 %@ exp{Re [4, — & + 0l — 214} @t <

(-]

f (t) exp {Re (A — & + n(A;, — 2,)]¢} dt.

Wegen
%'(x) = —u’p(x) exp {Re (43 — A) x}
ist

(@) ] S ‘(;T'l*)’, x"(x) exp {Re‘ A — 4+ (0 + 1) (4, — Ay)] 2.

.- Damit ist die Richtigkeit der Formeln (19) bewiesen.
Aus (18) bekommt man nach leichter Berechnung

yiP(@) = A  exp (A} —

3 -]
- Z ﬂ'ﬁv—l exp {Z‘vx} X f 71.-(t) exp {(lk - Av) t} de +
Z Mlexp {4} 9,.(x) = exp {4} [

) li“‘xa. [ 740 exp {(h — 4) (¢ — @)} & + 7u(o)]
r=1 z
mit
; ﬁ
Mal@) = 2 27 exp (A, — &) 2} Pl

Damit, ist die. Formel (15) bewiesen.
SchliéBlich haben wir -

Sa f0

e .8 . o n
e ’nil'(z) ' é Z ' zv .li—-1 exp {Re (Av - lk) ‘It} I ,,Z—:Z 'rvk(x) l é

Z K+ exp {Re (A, — A) 7} f _ un(z) exp..
{Re [4 — 4, + n(4 — 4;)] z} =
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0 .

= Ki1 Y —;—' [3x(x) exp {Re (4, — 45) x}]" <

< MK-%(x) exp {2 Re (4, — 4) x},
so daB (16) gilt und die Behauptung ist voll bewiesen.
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