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S O U S - G R O U P E S E T G R O U P E S Q U O T I E N T S 
D 'UN G R O U P E P R É O R D O N N É 

Par M. FRODA-SCHECHTKB 

Présenté le 27 novembre 1967 

Dans un ouvrage antérieur [4] on a étudié les propriétés des relations 

suivantes ^ et ^ , induites par une relation de préordre ^ (relation 
i 

réflexive et transitive [2]) définie sur un ensemble T, sur l'ensemble 
0>(T) des parties de T; 

i 

Exé É2 o y eie El H e2 e E2 ei S e2 

E1<> E2 O Ve2^E2,3.ei^Eiei^ e% 
i 

On développera ci-dessous des applications de ces relations à la théorie 
des groupes (pré)ordonnés. On obtient en particulier une caractérisation 
du plus petit sous-groupe distingué convexe d'un groupe (pré)ordonné 
contenant un sous-groupe distingué quelconque. Ces relations sont 
deux préordres duals qui ne sont pas antisymétriques même si S est 
une relation d'ordre. On voit que 

(1) Ki -= E2 => Ei S E» et E2 S Ei-

Les équivalences correspondantes seront notées: 

Ex = E2 o Ex^ E2 et K2 g E19 

Ei == E2 ^ Ei = E2 et Ka = Kl? 
i i t 

et les classes par Jf'(K) respectivement JiTt{E) et les relations d'ordre 

associées à ^ et ^ définies sur0>(T)\ = par g respectivement S-1) 
t i 

Proposition 1- Soient A, B, G, D des parties d'un groupoïde préordonné 
&)etgi,g*,geG 'vv 

(2) gA={galaeA} 
AB = {abja eA.b^B) 

x) Xi(Et) ^ JT*(JS72) <=> a E[ 6 Jfi(Ex) a E't € Jf«(-#2) E[^E't, cf. [4]. 
a) 0 est un groupoïde préordonné s'il existe une opération partout définie sur G 

compatible avec la relation de préordre ^ , c'est à-dire si y a?, y, z e G, x ^ y => 



o a 

(3) 9iѓ 9 

(4) Akв 

(6) лkв 

(6) A k B ( 

(7) A = B 

(8) 
l 

A=B 

0) A =B , 
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g^A S g^A, Agl g Aga 

• Ag k Bg, gA k gB 

AG k BG, GA k CB 

0 k D => AG k BD 

> Ag = Bg, gA = gB 

AC » BC, CA = CB 

et C~D => AC-BD 

et aussi les mêmes propriétés des relations duales ^ et = . 
i i 

D é m o n s t r a t i o n : 

(3): Soit gxa e gxA; on a gxa <; g2a, où g2a e g2A. 
(4): Soit ag e Ag; par l'hypothèse il existe b e B tel que a S b, donc 

ag g bg, bg e Bg. 
(5): Soit ac e AC; il existe b e B tel que a < b donc ac <I bc, bc e BC. 

(6): A k B =>AC k BC et C k D => BC k BD selon (5), d'où (6) 
s'obtient par transitivité; (7), (8) et (9) résultent de (3), (4) et (5) par 

i 

la définition de l'équivalence = . 
On peut donc dire que le groupoïde des parties du groupoïde préordonné 

(ou ordonné) G, par rapport à l'opération (2), est préordonné par la 
t 

relation 51 (respectivement i£). La propriété (9) montre que les équi-
i 

t 
valences = et = sont compatibles, [1], avec l'opération (2). L'ensemble 

t 
t 

quotient 0>(G)\= des classes par rapport à l'opération 

(10) Jtl(A). JT'(Ê) = X\AB) 
t 

est donc un groupoïde ordonné par la relation <J. On peut voir aussi 
i 

que si G est associatif ou possède une unité e, 0*(G)l= est un demi-
groupe et l'unité en serait Jf'({e}). 

Proposition 2, Si G est un groupe préordonné, H un sous-groupe, 
t t 

on a aH <J bH o aH S bH, donc aH = bH o aH = bH. 
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Démons t r a t i on . Soit aH £ 6H et prouvons que aH :g bH. On 
i 

considère x e bH et on montre que j w e aH tel que u <j x. Soit y G aH 
quelconque. Par l'hypothèse g; z e bH tel que y ^ 2. Si on prend w = 
= yz~xx, il satisfait les conditions requises: 

1°. u G aH car y G aH et z~xx e H. En effet on a # G 6H donc x = bh 
et, d'autre part z e bH donc z = bhx, d'où z~xx = h^b^bh = h\~lh G H, 
car H est un sous-groupe de G. 

2°. u 5; ce car ^ 51 z donc ^(z-1a;) <I ^(z-1^) , 
On peut donc s'occuper d'une seule de ces relations, soit 5i. 
Proposition 3. Si T est un ensemble préordonné et £f a 0>(T) est 

composé de parties disjointes de T telles que pour tout E G £f il existe 

une partie convexe*) E' e£? n 3Cl(E) alors la relation ^ est une relation 
d'ordre sur £?, [4] (et de même pour la relation duale <). 

1 
1 1 

D é m o n s t r a t i o n . Soient en effet El9 E2e£f, Ex <; K2, K2 <; Et 

donc Ex = E2. Il existe par hypothèse une partie convexe Ee£f, 
E = Ex. On a par définition y a G E> JE ai e -̂ 1 > 3 a' € E> a = ai = a ' 
et E étant convexe axe E. Mais K et Kj étant disjointes ou confondues 

t 

on a E = Ex. De même E = E2, donc Kx = K2 c'est-à-dire la relation 5̂  
est antisymétrique sur £f. 

Corollaire. Si H est un sous-groupe convexe d'un groupe préordonné G, 
1 

aH = 6H implique aH = bH pour a, b e G quelconques. 
Proposition 4. Si H est un sous-groupe d'un groupe préordonné Gt 

H est convexe si et seulement si la relation S définie dans l'ensemble des 
classes modulo H est antisymétrique. 

Démons t r a t i on . Selon le corollaire précédent il suffit de montrer 
que si aH À= bH implique aH = bH, alors H est convexe. Supposons 

en particulier que, quel que soit a e G, de H = aH il résulte H = aH. 
Soit hx 5i x 5; h2, hlt h2eH, xeG. Considérons la classe xH. On a. 

1. xH ^ H car si on considère xhexH quelconque, comme x ^ h2 

on a aussi xh ^ h2h, h2heH. 

2. H ^ xH car si & G H est un élément quelconque on peut considérer 
h3 =- .fy-ih G H et on aura hx = hh^1 ^ #, donc h S %hz, xh3 e xH. 

3) La partie E' de l'ensemble préordonné T est convexe si a ^ x ^ b, a, b £ E' 
implique x £ E'. j-/ 
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Mais par hypothèse xH = H implique xH = H, donc x e H. 
., Corollaire. Si D est un sous-groupe distingué d'un groupe préordonné G, 
le groupe G\D est un groupe ordonné par la relation < si et seulement si D 
est convexe. 

Lemme. Le noyau K d'un homomorphisme croissant <p, [2], d'un 
gro,upe préordonné G dans un groupe ordonné G' est un sous-groupe 
distingué convexe de G. 

D é m o n s t r a t i o n . En effet si e' est l'unité de G' et kx < x < k2, 
kx,k2e K; on a e' <* <p(x) < e' et G' étant ordonné <p(x) = e', donc xe K. 

Théorème. Soit G un groupe préordonné, D un sous-groupe distingué 

quelconque, G\D le groupe quotient préordonné par la relation <^ et 

(G]D)\= le groupe des classes Jfl(aD) ordonné par la relation associée < . 
i 

Alors (G\D)\= est l'image par un épimorphisme croissant <p du groupe 
préordonné G, dont le noyau est le plus petit sous-groupe distingué convexe 
contenant D. 

D é m o n s t r a t i o n . On définit Pépimorphisme <p de la manière naturelle 
suivante 

<p(a) = Xl(aD) oae KaD = {x eG\x e a'D e -Tl(aD)} 

et l'on a 

<p(ab) = <Jfl(abD) = Jfl(aD. bD) = :>fl(aD) . ,^(bD) = <p(a). <p(b) 
i 

selon (10). D'autre part aD :§ vD implique par définition Jf*l(aD) ^ 
g 3tfl(bD) c'est-à-dire <p est un épimorphisme croissant. Soit KD le 
noyau de <p: 

KD = {xe G\x eaDe Jfl(D)} 
et ID l'intersection des sous-groupes distingués convexes de G envelop-
ant D. Selon le lemme, KD est sous-groupe distingué convexe contenant D 
donc 

(H) In S Kh. 

Montrons tout d'abord que 

(12) -"» = Kn 

En effet (И) implique selon (1) que 

(13) i„k Kn 

et il reste à ] prouver que 

(14) кnk L, 
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Soit x e K/;: on a donc x e D ou bien x e aD et 

(15) a,D=D< 

Si x e D selon la définition de ID on a aussi x e ID et il existe donc 
xeID tel que x ^ x et (14) est vérifiée. Si xeaD il existe selon (15) 
d e D tel que x ^ d; mais d e ID donc (14) est valable en ce cas aussi. 

Montrons maintenant que l'on a aussi 

(16) Kn £ / „ . 

Soit xeKD. De (12) et (7) on obtient 
l 

XL r\ —— X A i\ 

donc , 
o;7D == KD. 

Mais par transitivité on obtient de (12) 

тT — T љi D — i D 

donc selon le corollaire de la proposition 3,1 D étant sous-groupe convexe 

xlD = ±D 

c'est-â-dire xeID, ce qui prouve (16). 

Remarques. 1. Le théorème reste évidemment valable si G est un 

groupe ordonné. La relation ^ est toujours une relation de préordre 
sauf si le sous-groupe distingué D est convexe, [5]. 

2. De nombreux groupes ordonnés conduisent au cas limite ID — G 
pour tous les sous-groupes distingués non-convexes, ainsi le groupe 
additif des nombres entiers ordonnés par grandeur. Mais il n'en est 
pas toujours ainsi. Considérons en effet le groupe préordonné étudié 
par W. Krull [6], des fonctions réelles positives définies pour x ^ x0 > 0, 
par rapport à la multiplication 

(f.g)(x)=f(x).g(x) 

où la relation de préordre est définie comme suit: 

f S g o a ^ i V ^ xi f(x) -â r e ­
considérons dans ce groupe le sous-groupe D des fonctions pour lesquelles 
il existe xQ > 0 tel que pour tout x > x0 on a f(x) = a ,oua est un nombre 
réel positif quelconque. Il est évident que D est un sous-groupe non-
convexe; en effet 1 £ 1 + e~x S 2 et 1, 2 eD mais 1 + e~*$D. En 
ce cas ID est le sous-groupe B des fonctions / positives, bornées et telles 
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i 

que ]hnf(x) > 0. En vérité on a B £ 1D car / e H =>/. D = D: 
X-+CQ 

1. y e J e D g d ' e A / . 6? ̂  ri': si l'on pose a"(#) = /̂  . d(x) où / / = 
= sup f(x) on a ^ . d(#) e D et /(a;) . d(x) ^ ^ . d(#) pour x suffisemment 

x>x0 

grand; 2. ydeD^d'eD, d ef. d' car il existe e > 0 tel que, pour # 
assez grand, /(#) > X — e, où X = lim /(.r) donc on peut prendre 

# — • 0 0 

d\x) = d(x)jX — e car d/A — eeD et d(x) ^ d(x)jX — e.f(x) pour # 
assez grand. Mais B est un sous-groupe (distingué) convexe enveloppant 
D et J^ est l'intersection des sous-groupes convexes contenant D; 
on a donc B = ID. 
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