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ZUR EINBETTUNG VON Q-PSEUDOSCHAREN
IN HALBGRUPPEN

Von Hans-Jirgen Hoehnke in Berlin
Herrn Professor Otakar Bordwka zum 70. Geburtstag am 10. 5. 1969 gewidmet

Eingegangen am 18. Februar 1969

0. In [3] wurde der Begriff einer n-Pseudoschar eingefiihrt. Darunter
verstehen wir ein n-Tupel (I1, I, ..., Iy) von Mengen I;, j =1, ..., n,
I, = I, = I, zusammen mit einer inder Form (x;, 3, ..., ) > 212> ... x,
geschriebenen Abbildung I; X I, X ... X I, - I, so daB fiir alle xy,
yr € Iy gilt

[[®1 ... 2u] Y2 ..o Yn] = [21 .. Zp_1[®nY2 .- Yn]]-

Offenbar 148t sich jede n-Pseudoschar (n = 3) als 3-Pseudoschar (I, H, I)
mit H=1, X ... X In_; und [z(2s, ..., Tp_1) ] = [%125 ... 2,] auf-
fassen. Im Fall I, =1, = ... = I,, = I stimmen die n-Pseudoscharen
mit den in [2] betrachteten universalen Algebren Q( )(@ = I) iiberein.
Dort wurde gezeigt (Theorem 1), daB sich jede solche universale Algebra
in eine Halbgruppe einbetten lift; auch der Fall mehrerer Operationen
wurde behandelt (Theorem 2). In der vorliegenden Note wird auf an-
derem Wege ein allgemeiner Satz iiber die Einbettung von (2-Pseudo-
scharen ({2 eine Familie von Operationen w : I,1 X T2 X ... X Iyn, —
— I) in Halbgruppen abgeleitet, der das Theorem 2 (erster Teil) aus [2]
als Spezialfall enthilt. Ein anderer Zusammenhang zwischen n-Pseudo-
scharen und Halbgruppen wurde bereits in [3] aufgedeckt.

AuBerdem wird ein Satz iiber die Einbettung von Halbgruppen mit
gewissen vertauschbaren unéren Operationen in Halbgruppen ange-
geben. (Dabei ist die eingebettete Halbgruppe Teilhalbgruppe der
einbettenden Halbgruppe). Solche Halbgruppen sind ebenfalls in [3]
betrachtet worden.

1. Unter einer Q-Struktur ((I,)eeq, £2) verstehen wir eine Familie
(Is)weo von endlichen Folgen I, = (o1, L2, --s Lun,) (no 2 0) von
Mengen I, wobei zu jedem w € 2 eine kiirzehalber gleichfalls mit w
bezeichnete n,,-stellige Abbildung

w: Iy X Ipy X ..o X Iwnm -1,

gehort. Dabei sei vorausgesetzt, daBl Ion, = I, = I fiir alle w € 2 mit
ne = 1. Fir n, = 0 ist I, die leere Folge und die Abbildung  eine
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konstante Operation, die durch ein Element w¢ aus I vertreten wird.
Wenn I, =I,2 = ... =1I,n,, so definiert eine solche Q-Struktur
offenbar eine Algebra (I, £2) vom Typ £ iiber der Menge I im gewo6hnli-
chen Sinne. Eine Q-Struktur heile (in Verallgemeinerung des in [3]
betrachteten Begriffs einer Pseudoschar) £2-Pseudoschar, wenn fiir alle
n, we Q2 und alle ;€ L, yj€ 1y

(1.1) ((®1 .- Tnw) WY2 - Yn,) © = (@1 ... Tn,1(¥n Y2 --- Yno) @) 7, falls
n, > 1.

1.1. Satz. Fiir eine Q-Struktur ((I,)eeq, £2) sind folgende Aussagen
einander gleichwertig:

a) Es existieren eine Halbgruppe S und Elemente s, € S, w € £2, so
daB 4:=Uueolu1 U ... Ulpp, S und

(1.2) Vx; €1
(@1 ... ¥n) © =21 ... Tp_180%n,,, falls ny, > 1,
(1) 0 = x48,, falls n, =1,

8x = & = X1 ... Tn 1 Swbn, falls n, = O und n, > 1.
b) (({u)weg, 2) ist eine 2-Pseudoschar.

Beweis. a) = b) ist klar.

b) = a) Wir diirfen voraussetzen, dal 4 n 2 = (). Sei B die Ge-
samtheit aller formalen Ausdriicke Y der Gestalt ¥ = (y1, ..., yn _1,*) ©
mit y; €l (B > 1) bzw. ¥ = (y, *) o mit yel (n, = 1) bzw. ¥ =
= (*) w(n, = 0). Sei X die Gesamtheit aller endlichen Folgen (z, ..., z,)
mit Elementen z;€ A U £ U B (einschlieBlich der leeren Folge). Mit
T(X) werde die Halbgruppe aller Transformationen der Menge X bezeich-
net. Jedem z € 4 bzw. w € 2 sei wie folgt eine Transformation g, bzw.
o, aus T(X) zugeordnet ((zi, ..., ) € X):

L (@1, s %) 02 = (®1, s Tro1, (Y1 -+ Yny12) ©),
falls z e I und z, = (y1, s Yny-1, ¥) 0 mit n, > 1;
2. (%1, ..;, @) 2 = (%1, ..., %y), falls 2p = (y, *) @ Mit 0, =1
oder z, = (*) w mit n,, = 0;
3. (%1, ..., %) 0z = (21, -.., Tr, 2), sSoweit nicht schon definiert;
4. (T1, s Ty Y1y ooy Yng—1) O = (B1, ooy Try (Y15 ooy Ynyo1, ¥) ©)

falls y; € I i, ne > 1;

5. (1, s Tr, Y) G0 = (X1, ..., Zr, (y) w), fallsye I, n, =1;



133

o> Yngp1s *) 7, Mg > 1, my, =05

(y, ) zmit n, =1
*) 7 mitn, =0;

im Falle n, > 0 noch nicht

6. (z1, ..., %y) 0 = (1, ..., Tr_1, WE),
falls z, = (y1,
7. (@1, ooor Tr) Op = (X1, ..., Ty), falls 2, =
oder x, =
8. (x1, ..., Xy) Op = (21, ..., Xy, @), SOWeEit
definiert;
9. (1, ..., Xy) 0 = (X1, ..., Tr, WE), SOWeit

im Falle n, = 0 noch nicht

definiert.

Wir werden jetzt nachweisen, da8 fiir y; € I,;, y € I,

lQ(y.---yn,,,)w = 0y.0y: -+ QYn,-1000yy, > Ny > 1,
(1.3) 0w = 0y0u> Mo =1,
lQaﬂ:O'wy anO-
Dazu setzen wir
Ul - (x17 sey xr) Q(yl...y,,m)wa 171 = (xly ey xf) le KR Qy,lw—,o'wa,,my
N > 1,
U2=(x15"-’xr)9(y)w! sz(xl,-'-;xr)QyO'm, nwzl’
U3=(9519--~,xr)9we, Vs=(x1,---’xr)0'w, nm:O-
1. Fall: ¢ B.
U] = (x13 cens Xy (yl, (KR} ?/nw) w):
I71 = (x13 s Ty Y1y eeey ynw—l) O'w@y,,m
= (xlr ceey Xy (yla ceey y’ﬂ/w—ls *) (,()) Qy”w
= (xl' ceey xr, (?/1, [EXX1 ynw—lynw) (U) - Ul)
UZ = (xla cees Xy, (3/) (U),
VZ == (xl3 ceey Ty ?/) Op = (x1> v Xy (y) C()) = UZy
U3 == (xly ceny Xy we);
V3 = (xla ceey Ty, we) = U3*
2. Fall: @y = (21, 22, -, 201, ¥) 7, 0 > L.
Ul = [xly ceey Tp_1, (zla '-uzn,,-l(?/l, ceey ?/nw) (D) ﬂ],
Vi= (@1, ..., @r_1, (21, - Zn—1Y1) ) Qy.» - OUnyy-1> T,
= (xl, ey Tr_1, (Zl, avey znn—-lyl) T, Y2, oony ynw_l) ngy"w
= [xla ooy Xy, ((21, ooy z"ln—-ly]) T, y2: ceey y'nw—ly *) (D] Qy,,w
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= [xl’ ceey Tr_1, (zly [EXS) z‘nn—lyl) 7, !/2, ceey ?/nw-lynw) w]

(
= [@1, -0y Tr1, (215 s 20,1y oo Ymy) ©) W] = Uy,

U= [21, . Tra, (215 -oos 20,1(y) @) 7],
Vo= (21, .oos Tr_1, (21, .oy 20 1Y) TT) O
= [Z1, -y Zr_1, ((21, oo 20 1Y) 7T) @]
= [#1, .0, Tr_1, (21, ooy 20 1(y) @) 7] = Uy,
Us = (21, oy Tr_1, (21, o) 20,-100°) 7T),
Vi = (21, ..., Tr_1, w¢) = Us.

3. Fall: 2, = (2, *) &, n, = 1.

U = (x4, ..., 2y),
Vi= (21, ..., @) Oupy,, = (@1, ..., 7r) 0y, = @1, ..., %) = Uy,
U, = (21, ..., %),
V= (%1, ..., Zy) 0y = (X1, ..., Xy) = Uy,
Us = (21, ..., 2y),
Vi=(x1, ..., ) = Us. .
4. Fall: 2, = (*) w, n, = 0.
U, = (z1, ..., %),
V= (x1, ..., %) 0wly,, = (x1, ..., zr) 0Yn, = (x1, ..., 2p) = Uy,
U, = (x4, ..., %),
Vo= (21, ..., ) 0 = (21, ..., X) = Uy,
Us = (21, ..., 2r),

V3 = (xl, ceey x,-) = U3.

Die Anwendung von g, auf die leere Folge ( ) € X ergibt ( ) o, =(2).
Daher definiert die Zuordnung 2(€ 4) ~— g, eine Injektion g : 4— T'(X).
Die Halbgruppe T' = T'(X') wird beziiglich der durch

(01 .- Ono) T = 01 ... Pn0-100Pnw, Mo > 1,
(1.4) (@) T = g0, Ny =1,
(0T) = 00, e =0,

(0, 0 € T') erklirten Operationen wZ(w € £2) zu einer Q-Algebra (T, QT),
die man auch als Q-Struktur ((T',)yeg, RT) mit Ty, = (To1, ... Ton,)

To1 = ... = Tan, = T, auffassen kann. Die Gleichungen (1.3) besagen
dann gerade, daB g eine ,,isomorphe Struktureinbettung* von ((I,)ueg,
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Q) in ((Tw)weg, £7T) vermittelt. Infolge dieser Isomorphie ist auch
02 = (nT)¢ = 01 ... On, 10,0, fiir alle g;€ (I,)eo, falls n, =0 und
ne > 1. Damit ist 1.1.a) bewiesen.

1.2. Bemerkung. Im Spezialfall 1,; = ... = wng, fiir alle we Q ist o
eine isomorphe Einbettung (im gewdhnlichen Sinne): (I, 2) — (T, Q7).
Jede Halbgruppe S mit ausgezeichneten Elementen s,(w € ) kann
man, wie in (1.4) im Falle § = T angegeben, zu einer 02-Algebra (S, 25)
machen. Nimmt man noch die in S definierte Halbgruppenmultiplikation
(vertreten durch das Symbol ( )) und die durch [w]® = s,(Vw € Q)
definierten konstanten Operationen [w] hinzu, so erhélt man eine Algebra
(S, ') vom Typ Q' = ([2], ( ), 29). Wie man aus (1.4) erkennt, bilden
alle so aus Halbgruppen (,,iiber 2°‘) abgeleiteten Algebren eine primitive
Klasse. Bekanntlich (vergl. zum Beisp. das in [1], p. 185, behandelte
analoge Einbettungsproblem fiir beliebige 2-Algebren oder auch [5],
p- 80, Theorem 2) existiert daher eine universale isomorphe Einbettung
(I, 2)— (8, 25). Der hier betrachtete Spezialfall der Einbettung von
0Q-Pseudoscharen in Halbgruppen wurde schon von Cupona ([2], p. 107,
erste Halfte von Theorem 2) behandelt; die dort angegebene Einbettungs-
konstruktion ist allerdings komplizierter als unsere. Auflerdem ist
Theorem 2 aus [2] ohne die von uns in (1.1) gemachte Einschrinkung
n, > 1 falsch, da die Identitdt (1.1) im Falle n, = 1 nicht ohne zu-
sitzliche Annahmen aus der Einbettbarkeit der Q-Struktur in eine
Halbgruppe folgt. Ferner erscheint die Beschrinkung des Theorems 2
(aus [2]) auf den Fall, dal hochstens eine der Operationen unér sein soll,
iiberfliissig.

2. In [3] haben wir den Begriff einer homogen 0-disjunkt (I, A)-zerleg-
baren Halbgruppe betrachtet. Das ist eine Halbgruppe (R, .) mit Null-
element 0, fiir die Zerlegungen der Form

R = UciRi = Ujeqls

existieren, die folgenden zwei Bedingungen geniigen:

1. Die Teilmengen R; < R sind Rechtsideale von R, die als R-Rechts-
systeme (d. h. beziiglich der rechtsseitigen Multiplikation mit Elementen
von R) paarweise isomorph und O-disjunkt (d.h. R; n R; ={0} fur
¢ # j) sind. Analog sind die L, Linksideale von R, die als R-Links-
systeme paarweise isomorph und 0-disjunkt sind.

2. Esist I n A s 0, und fiir einen festen Index 1 € I n /A existieren
eine Familie (¢; : R = R;)ie; von Isomorphismen zwischen R-Rechts-
systemen und eine Familie (y;: L3> Li)ica von Isomorphismen
zwischen R-Linkssystemen, so daB jedes ¢; mit jedem ; vertauschbar,
d. h. folgendes Diagramm kommutativ ist (S die natiirliche Injektion):
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i

L)_ - Ll

up up
Ri2RnLi>RinL S5 R

i ¥ Y \ Y @i

RiZ R nNnLi~R nL 5 R

ny ny

L, - I

Y

Setzt man ¢;, y; auf ganz R fort gemil
(21) Rj(Pi = L,,’l/)l == {0} fir ¢ #_7 und # A,

so erhdlt man Abbildungen ¢; : R — R, y;: R - R, die folgenden Be-
dingungen geniigen:

(2.2) Vx,ye R: pi( . y) = @) . ¥,
wi@ . y) =2 . pay),
Qipi(r) = pagi(x).

Nun sei umgekehrt (R, £2) eine Algebra von Typ Q = (., . V),
wo (.) eine bindre Operation und @ = (@i)ier, ¥ = (y1)ie 4 zwei Folgen
von einstelligen Operationen auf R sind, so daB} in (R, ) die Identitéiten
(2.2) und

(2.3) Vz,y,z€ R: (x.y).z=a.(y.2)

gelten.

2.1. Beispiel. Es sei R = § eine S-dhnliche zerlegbare Halbgruppe
mit Null 0 im Sinne von Steinfeld [6], d. h., S besitzt eine Zerlegung
S =WUicre8 =Uj ca8ei(e2 =¢;, e2=¢;, 1€l nA), wo eS(tEel)
[Sei(4 € A)] als S-Rechts [Links]-systeme paarweise isomorph sind und
eiS N eS = Se, N Se; ={0} fiir i, jel, 7~ jund », e A, » # 1 gilt.
Aus ;8 ~ .8 folgt bekanntlich ([6], p. 136, Proposition 2.1) die Exi-
stenz von Elementen ry; € e;8e;, 8;; € ¢;8e;, sodall ry8;; = ey, siry = €5,
und von Elementen p; € e;Se;, qu € e;,8e1, so dall pugi = e1, qupin =
= ¢;. Die gemiB

(2.4) @i(@) =rgx,  i(y) = yan

definierten Abbildungen ¢; :e;S — eIS[y),'1 : Sey — Se;] sind offenbar
Isomorphismen der S-Rechtssysteme e;8, ;S [der S-Linkssysteme Se;,
Se;], und jedes ¢; ist mit jedem ) vertauschbar. Fortsetzungen ¢; : § —
-8, y1: 8- S von ¢; bzw. p; mit den Eigenschaften (2.2) erhalt man,
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indem man in (2.4) x und y ganz § durchlaufen laBt. (Diese Fortsetzun-
gen stimmen im allgemeinen nicht mit den durch (2.1) definierten
iiberein).

Im Hinblick auf dieses Beispiel erhebt sich die Frage, ob eine Algebra
(R, ), 2 = (., D, V) mit den Eigenschaften (2.2), (2.3) stets so in eine
Halbgruppe 8 eingebettet werden kann, daB folgende zwei Bedingungen
erfiillt sind:

(2.5) da;, b8, Vre R: @i(x) = ax, pa(r) = aby;
(2.6) (R, .) ist eine Teilhalbgruppe von S.

Das ist in der Tat der Fall.

2.2. Satz. Fiir eine Algebra (R, 2), wo {2 aus einer zweistelligen
Operation (.) und zwei Folgen @ = (@1)ic1, ¥ = (¥1)1c 4 von einstelligen
Operationen besteht, sind folgende Aussagen gleichwertig:

a) Es existiert eine Halbgruppe S mit den Eigenschaften (2.5), (2.6);

b) in (R, £2) bestehen die Identitdten (2.2), (2.3).

Beweis. a) = b) istklar.

b) = a). In (R, Q) seien die Identititen (2.2), (2.3) erfiillt.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir R, @, ¥ als paar-
weise disjunkte Mengen auffassen. (Wir kénnen zum Teil einem in [4]
beschriebenen Weg folgen.) Sei W(N) die freie Halbgruppe mit Eins-
element iiber der freien Erzeugendenmenge N =R y® y ¥. Wir
bilden die folgenden drei Relationen in W(N):

o1 ={(xy,x.y) | z,ye R},
02 = {(@iz, gu(x)) |z € R},
03 = {(@y1, ya(z)) | x € R}.

Sei o die von g; U g, U g3 in der Halbgruppe W(N) erzeugte Kongruenz
und P = W(N)/o die Faktorhalbgruppe von W(N) nach p. Bezeichnet &
die das Element z e W(N) enthaltende Kongruenzklasse von W(N)
beziiglich g, so gilt (Vz, y € R)

.=y =1, @) =px=¢f @) =ypr=7Ip.
Definiert man in W(N) einstellige Operationen gemifl
P¥@) = gw, pF@) =ay,  (Yee WD),

so erhilt man eine Algebra (W(N), 27) mit Q7 = (( ), (¢ )ier, (¥} )1ca),
und da ¢ auch eine Kongruenz in dieser Algebra ist, so existiert die
Faktoralgebra (P, QP) mit QP = (( ), (¢D)icr, (yF)1e4). Dabei vertritt
() das zur Operation xy bzw. &j(x, y € W(N)) gehorige bindre Opera-

tionssymbol. Da z . y = & (x, y € R) und
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pule) = §iE = gP(E), (@) = Fr = v(@),
so ist durch z ~— #(x € R) ein Homomorphismus (R, Q)— (P, 2P)
definiert. Wir wollen nachweisen, daB diese Abbildung injektiv ist,
d.h. aus a, b e R, (a, b) € g stets folgt @ = b. Bekanntlich ist allgemein

(a, b) € o (fiir @, b € W(N)) gleichwertig mit der Existenz von Elementen
Si e W(N), so daB3

(2.7) a =SO’ Sh ceny Sn :‘:b)
wobei S; aus S;_; (¢ =1, ..., n) durch eine der folgenden Regeln entsteht

(x,ye R; U, Ve WW)):
1. Si—l == U(pt(w) V, S{ = U(pi(x) V,

1. 8;_1 = UzyV, S=Ux.y)V,

2. 8ia=Ux.y)V, S; = UxyV,
3. Si_1 = UgiaV, 8 = Ugilx) V,

(2.8) 4. 8, =Ugple)V, 8 = UgaV,
l 5. Si_l = waV, Si = Uzp;,(x) V,

6. Si_1 = Uw(x) v, S = Uam,u;V.

Elementepaare der Form (S;_1, 8;) heiBen assoziiert. Unter einem
R-Wort iiber der Algebra (R, £2) verstehen wir irgendein Element der
(absolut) freien Algebra vom Typ 2 mit der (absolut) freien Erzeugen-
denmenge R. Zwei R-Worter &, 5 heien R-gleich, & £ 7, wenn sie bei
ihrer Interpretation als Elemente von (R, 2) gleich sind.

Die Elemente der von R erzeugten Teilalgebra von (W(N), QW)
heiBen Ausdriicke in W(XN). Die Ausdriicke in W(N) lassen sich induktiv
definieren: Jedes Element aus R ist ein Ausdruck in W(&). Sind J, K
Ausdriicke in W(N), so heilen auch JK, ¢;J, Ky, Ausdriicke in W(N).
Offenbar sind die Ausdriicke in W(N) genau die Elemente aus W(N)
der Form

X = @i, 0150 Pn, o P2 Pty PIERYrs o Wiy oe Pl oo PhoZ W, oo P, -
(2.9)

Dabei ist zp, € R und @5, ... @;, bzw. 9, ... 1, eine (evtl. leere) Folge
von Faktoren aus @ bzw. aus .

Wir definieren eine Funktion f, die jedem Ausdruck in W(XN) genau
ein R-Wort zuordnet. Ist X der Ausdruck (2.9), so sei

(2.10) f(X) = (@i, - Q1P - V12R)) « oo (@i -oe P10, oo P2, (X))

2.3 Lemma.. Wenn zwei Ausdriicke in W(N) kongruent beziiglich p
sind, so sind die zugeordneten R-Worter R-gleich.
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Beweis. Zunichst ist auf Grund von (2.8), (2.9) leicht einzusehen,
daB mit S;_; stets auch S; ein Ausdruck ist. Daher geniigt es, 2.3 fiir
assoziierte Ausdriicke S;_;, S; zu beweisen. Im Fall (2.8.1) hat man

Si_l = nyV =X = .. @i, .- (p,gxyw,,p !pza very
Se=Ulx.9)V=..0i..90,x.9) @, - Pa, -

J8i 1) = .o @1, - @1,(2) - (9, - ¥2,(®) - oo
F(8y) . (@1, o @1, 0, - P2, (X Y) . ...
—_R— SR TS Y 2 €T R 770 (7)) ) I

R ) R TR % (7))
:f(Si-l)~

Analog zeigt man, daB auch in den iibrigen 5 Fillen (2.8.2)—(2.8.6)

f(Si_1) —-f(Si) ist.

Aus Lemma 2.3 folgt nun sofort Satz 2.2. Wenn némlich a,be R
kongruent beziiglich ¢ sind, so ist a =f(a) £ f(b) =b, d.h. aber,
a =b.

2.4. Bemerkung. Wir konnen W(N) auch als Algebra vom Typ
([D], [¥], QW) auffassen, wo [D] = ([@il)ic1, [¥'] = ([¥a])ica und [¢]
bzw. [y;] eine konstante Operation mit [¢;]e = @i, [w1]e = y2 ist.
Entsprechend 148t sich P als Algebra vom gleichen Typ ([D], [¥], £2F)
auffasen (hier ist [¢;]e = ¢y, [wi]¢ = ;). Bezeichnet @ (£ P) die von
R(g P) erzeugte Teilalgebra von (P, [D], [W], £29), so ist die von
(R, Q)— (P, £2P) induzierte Einbettung (R, Q)— (§, £29) universal.
D. h., wenn (8, ( )) eine Halbgruppe, a;(i € I), b;(k e /) fixierte Elemente
von S (8, (), [@], [¥]) die Algebra mit den zusitzlichen, durch [g;]e =
= ay, [W]e = b, definierten konstanten Operationen [@;] (¢ € I), [yl
(Ae A); (8, [DP], [P)], Q) die daraus abgeleitete Algebra vom Typ
(@], [¥], 25) mit QF = (( ). (¢Dier, (7)rea) (s0 daB @F(x) = [gilex =
= aix, y; (r) = 2[y;]¢ = xby) und a: (R, ) — (S, 25) irgendein Homo-
morphismus ist, so existiert genau ein Homomorphismus

B: (@, [P, [¥], 29) — (8, [P], [¥], 29),
der das folgende Diagramm kommutativ schlieBt:
(R, Q) — (@, 29)
AN
aN P
(8, 25)

Nach einem analogen Argument wie in 1.2 ist zwar sofort klar, dal
iiberhaupt eine universale Einbettung fiir (R, £2) existiert; wir wollen
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jetzt aber machweisen, daB schon (R, Q)-> (@, £29) die angegebene
Universaleigenschaft besitzt.

Ein Element y € W(N) heile @¥-Ausdruck in W(N), wenn yx die
Form

(2.11) yx= Phes -+ PLYpr o Vi Phes o PaPps o Yoaooe P o PP - Yom

besitzt. Ein Element X € W(N) heile ¢-Ausdruck in W(N), wenn X
nicht das leere Wort ist und die Form

(212) X = X()X1Z1XZXZ .err, r g 0,

besitzt, wo y; @V¥-Ausdriicke und die X, Ausdriicke in W(N) sind.
Dabei soll g5 (1 = g < 7—1, r > 1) nicht das leere Wort sein, mit
einem Element ¢; € @ anfangen und mit einem Element y; € ¥ enden:
wenn 7 2 1 und y, nicht das leere Wort ist, so soll yo mit einem y; e ¥
enden; wenn 7 = 1 und 4, nicht das leere Wort ist, so soll y, mit einem
@i € @ anfangen. Offenbar besteht @ genau aus den Elementen der
Form X, wo X ein ¢-Ausdruck in W(N) ist.
Ist
(2.13) X' = yoXiXonz - Xoxs

ein zweiter c-Ausdruck, so ist (X, X') € o gleichbedeutend mit » = 7,
Xo =%, (920), (Xg,X))epo (9 21). Diese Behauptung 1aBt sich
durch Riickgang auf assoziierte c-Ausdriicke S;_;, S; leicht einsehen,
denn in §;_; = X, 8; =X’ gilt fiir genau ein ¢’ die Aussage (X,
Xy)epound sonst gy =y, (92 0), X, =X, (921, 9 £ g').

Ein Homomorphismus «: (R, 2)— (S, 29%) 146t sich jetzt wie folgt
zu einer Abbildung f: @ > S fortsetzen: Ist X €@, X = p(y, ..., ¥n)
der c-Ausdruck (2.12), wobei die in X vorkommenden Elemente aus R
genau die Elemente z, ..., z, sein mogen, so setze man ﬂ(X) =
= ps(a(@1), ..., a(zy)); dieses Polynom ps geht aus dem Polynom
P(@1, ..., ,) durch folgende Substitution hervor: 1. Jedes X, in p werde
durch fg(X,) ersetzt; fs(X,) ist analog wie f(X,) definiert —, man hat
in (2.10) nur ¢; bzw. y, durch ¢} bzw. yj, ferner zp durch a(zp) zu
ersetzen. 2. Jeder @¥-Ausdruck y,, (2.11), ist durch

gk

1 Ym

ety by ag, oap b, b

m Mm "

zu ersetzen. Die so definierte Zuordnung f# ist eindeutig. Denn sind
X, X’ c-Ausdriicke (2.12), (2.13) und ist X = X', sogilt r =1, x5 = 2,
(92 0) und (X,, X)) ep (g = 1). Zufolge 2.3 ist daher f(Xy) = fX7);
und da o ein Homomorphismus ist, so hat man fs(Xy) R a(f (Xy))_~_—
= a(f(X,)) =fs(X,), g 2 1. Zusammen mit y, =y, (7 2 0) ergibt
sich daher f(X) = p(X’). Sind X, X’ irgendzwei Elemente aus @, wobei
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X =p(xy, ..., zp), X' =p'(xy, ..., x,,) c-Ausdriicke darstellen, so ist
auch XX’ ein c-Ausdruck, und man hat B(XX') = B(XX') = ps(a(),
ooy (2n)) Ps((@]), ..., alzy)) = B(X) BX). AuBlerdem gilt ﬂ((?i) = ay,
B =bi, B(ef(X)) = B(¢iX) = B(piX) = aip(X) = ¢f(B(X)) und
entsprechend f(y#(X)) = y3(f(X)). Folglich ist § ein Homomorphismus,
B:(Q, [P, [V], £29) — (S, [D], [P], 29). Da die Algebra (Q, [D], [¥], 29)

von R erzeugt wird, ist § durch o« eindeutig bestimmt.

LITERATUR

[1] Cohn, P. M.: Universal algebra, New York, Evanston and London, 1965.

[2] Cupona, G.: On some primitive classes of universal algebras, Mat. Vesnik n. S.
3 (18), (1966), 105—108.

[3] Hoehnke, H.—J.: Uber Verallgemeinerungen des Scharbegriffs, Math. Nachr.
38 (1968), 365—382.

[4] Pebawne, 0. KH.: O npedcmasaenuu yriusepcasvrvix areebp 6 komMmynamuenix
noayepynnax, Cub. Mam. #Hypn. 7 (1966), 878—885.

[6] Schmidt, J.: 4 general existence theorem on partial algebras and dits special
cases, Colloq. Math. 14 (1966), 73—87.

[6] Steinfeld, O.: On a generalization of completely O-simple semigroups, Acta Sei.
Math. (Szeged) 28 (1967), 135—145.

Deutsche Akademsie der Wissenschaften zu Berlin,
Institut fir Reine Mathematik



		webmaster@dml.cz
	2012-05-09T13:46:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




