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ZUR EINBETTUNG VON ß-PSEUDOSCHAREN 
IN HALBGRUPPEN 

Von H a n s - J ü r g e n Hoehnke in Ber l in 

Herrn Professor Otakar Borüvka zum 70. Geburtstag am 10. 5. 1969 gewidmet 

Eingegangen am 18. Februar 1969 

0. In [3] wurde der Begriff einer ri-Pseudoschar eingeführt. Darunter 
verstehen wir ein w-Tupel (I\, J2 , ..., In) von Mengen J;, j = 1, ..., n, 
Jn = Ix = J, zusammen mit einer in der Form (xi,x2, ..., xn) -> xxx2 ... xn 

geschriebenen Abbildung Ji X J2 X ... X In -> I> so daß für alle xk, 
yk e Ik gilt 

[[a?i ... xn] y2 ...yn] = [xi ... xn_l[xny2 ... yn]]. 

Offenbar läßt sich jede w-Pseudoschar (n _z 3) als 3-Pseudoschar (J, H, I) 
mit H = I2 X ... X In-i und [#i(#2, ..., a^ i ) #w] = [xix2 ... xn] auf
fassen. Im Fall Ji = J2 = ... = In = I stimmen die w-Pseudoscharen 
mit den in [2] betrachteten universalen Algebren Q( )(Q = I) überein. 
Dort wurde gezeigt (Theorem 1), daß sich jede solche universale Algebra 
in eine Halbgruppe einbetten läßt; auch der Fall mehrerer Operationen 
wurde behandelt (Theorem 2). In der vorliegenden Note wird auf an
derem Wege ein allgemeiner Satz über die Einbettung von ß-Pseudo-
scharen (Q eine Familie von Operationen co : Jwi X Ia>2 X ... X Imn^ -> 
-> I) in Halbgruppen abgeleitet, der das Theorem 2 (erster Teil) aus [2] 
als Spezialfall enthält. Ein anderer Zusammenhang zwischen %-Pseudo-
scharen und Halbgruppen wurde bereits in [3] aufgedeckt. 

Außerdem wird ein Satz über die Einbettung von Halbgruppen mit 
gewissen vertauschbaren unären Operationen in Halbgruppen ange
geben. (Dabei ist die eingebettete Halbgruppe Teilhalbgruppe der 
einbettenden Halbgruppe). Solche Halbgruppen sind ebenfalls in [3] 
betrachtet worden. 

1, Unter einer ß-Struktur ((J«>)a>6Q, Q) verstehen wir eine Familie 
(Ia>)a>eQ von endlichen Folgen Im = (J^i, 1*2, ..., J«,nJ (nm _\ 0) von 
Mengen J ^ , wobei zu jedem co e Q eine kürzehalber gleichfalls mit co 
bezeichnete w^-stellige Abbildung 

co : Jtoi X Im2 X . . . X J«,»^ -> Jo,i 

gehört. Dabei sei vorausgesetzt, daß Imnm = I<oi = I für alle co e Q mit 
nm > 1. Für nm = 0 ist J^ die leere Folge und die Abbildung co eine 
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konstante Operation, die durch ein Element coe aus i* vertreten wird. 
Wenn J«,x = 1^2 = ... = Imn^ so definiert eine solche ß -S t ruk tu r 
offenbar eine Algebra (J, Q) vom Typ Q über der Menge I im gewöhnli
chen Sinne. Eine Q-Struktur heiße (in Verallgemeinerung des in [3] 
betrachteten Begriffs einer Pseudoschar) ß-Pseudoschar, wenn für alle 
n, o) 6 Q und alle Xi e I„%, y$ e Imj: 

(1.1) ((«i ... xna) ny2 ... ynJ co == (x{ ... xnn^(xn7jy2 -.- Vnm) ™) n9 falls 
n* > 1. 

1.1. Satz. Für eine ß -S t ruk tu r ((Im)meQi -Ö) sind folgende Aussagen 
einander gleichwertig: 

a) Es existieren eine Halbgruppe 8 und Elemente sm e S, co e ß , so 
daß 4̂ : = Ua>€„/«>i U ... U Imn<ü S S und 

(1.2) yfxi€lmi: 

(^i ... # w j co = xx ... xn<ü_x swxno)9 falls na > 1, 

(xi) co = a^So,, falls w«, = 1, 

Ä_ == jre = x1 ... xn _i «o,«-. > falls n„ = 0 und n^ > 1. 

b) ((I(o)meQ, ß ) ist eine ß-Pseudoschar. 

B e w e i s , a) => b) ist klar . 

b) => a) Wir dürfen voraussetzen, daß 4̂ n ß = 0- Sei B die Ge
samtheit aller formalen Ausdrücke Y der Gestalt Y = (yl9 ...9 yn _i,*) co 
mit y< G /«,< (w«, > 1) bzw. Y = («/, *) co mit y e I (n^ = 1) bzw. Y = 
= (*) cü(nm = 0). Sei 2 die Gesamtheit aller endlichen Folgen (xl9 ..., xn) 
mit Elementen x%e A U ß U B (einschließlich der leeren Folge). Mit 
T(Et) werde die Halbgruppe aller Transformationen der Menge S bezeich
net. Jedem z e A bzw. co e ß sei wie folgt eine Transformation QZ bzw. 
Gay aus T(li) zugeordnet ((xl9 ..., av) e S ) : 

1. (a?i, . . . , % ) £ * = (xl9 ...,xr_x, (2/1 . . . yw<u_iz) co), 

falls 2 e 1 und % = (yl9 ..., yn^l9 *) co mit na > 1; 

2. (a?i, ..., xr) QZ = (xl9 ..., xr)9 falls # r = (?/, *) co mit nw = 1 

oder xr = (*) co mit nm = 0; 

3. (a?i, ..., xr) QZ = (#1, ..., # r , z), soweit nicht schon definiert; 

4 . (Xl9 . . . , # r , 1/!, . . . , ynm-l) (Tay = ( « 1 , . . . , # r , (*/l, . . . , ^ - 1 , * ) CO) 

falls t / i E J ^ , nm > 1; 

5. (a?i, . . . ,%,|/)(Tß, =.( .r i , . . . , i r r , (y) co), falls y e I, nw = 1; 
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6. (xl9 ..., xr) a«> = (x1, ...,xr_l9w
e), 

falls xr = (yl9 ..., ynn-i, *) n, nn > 1, nm = 0; 

7. (xi, ...,xr) aa = (xl9 ...,a?r), falls xr = (y, *) nimtn„ = 1 
oder xr = (*) n mit n„ = 0; 

8. (»i, . . . ,%) ero> = (a?i, ..., xr, co), soweit im Falle nm > 0 noch nicht 
definiert; 

9. (x1, ..., xr) am = (x\, ..., xr, coe), soweit im Falle n^ = 0 noch nicht 
definiert. 

Wir werden jetzt nachweisen, daß für y% e I^i, y e I, 

\Q(yt...2/»ro)«> — QyiQyz--- Qynm-iao>Qy„f„> n^ > \ , 

( 1 . 3 ) ^(2 / )a) = QyG<a 

{Qü)e = 0*0,, 

Dazu setzen wir 

Ul = (XX , . . . , Xr) Q(Vl.. . yn(o)co , V1 = (X1, ...,Xr)Qyi... Qy^-^^Qy^ , 

n* > 1, 
V2 = (xl9 ...,xr)Qya{ 

nм = 1, 

n_ = 0. 

U2 = ( # 1 , . . • , Xr) Q{y)ítì 

UЗ = (Xг, ...,Xr) Qыe, Vз = (xІ9 ...9xr)aш 

Пæ = 1 , 

^Û) = o. 

>tK,-i .*)«>) (?...„ 

. Vnm-\VnJ CO) = Ul, 

1. Fall: xr$B. 

Ux = (xl9 ...,xr, (yl9 .. 

Vi = (X\9 . . . . a:r, yl9 ... 

= (xl9 ...,xr, (yl9 .. 

= (xl9 ...,xr, (yl9 .. 

U2 = (xl9 ...,xr, (y)co) 

V2 = (xl9 ..., a;r, y) a_ = (xl9 ..., av, (y) CD) = U2, 

U3 = (xl9 ...,xr, coe), 

V3 = (X19 ...,Xr,COe) = U3. 

2. Fall: xr = fo, z2, ..., «nn-i , *) rc, ^ > 1. 

Ui = [a?i, ..., a;r_i, («i, ..., 2f»w_i(yi, ..., ynJ CD) n], 

Vi = (xl9 ..., a;r_i, («i, ..., 2nw_iyi) n) Qy2, .., Qy%orX, <J»Qyn<a 

= (xl9 ..., Xr_l9 («i, ..., Zn^-lS/l) TT, ^2, •, yn^-l) <7a,e.yno, 

== [a?i, ..., arr_i, ((zl9 ..., Zn^-i^i) rc, y2 , ..., ^ - i , *) to] ^ n 
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= fo. 

= D»i, 

U3 = (*i. 

F 3 = (.-i, 

3. Fal l : x r = 

Ui = (*i, 

F i = (.-,, 

U2=(*l, 

V2 = (.-1, 

U3=(*l, 

F3-(.-„ 
4. Fal l : x r = 

Ul = (xl, 

Vi = (.51, 

U2 = ( * l , 

F 2 = (*i, 

V3 = (*i, 

•••, #Г-1, {(Zl, ..., Z«я_l*/l) Л,y2, ..., Уnф-lУnm) CO] 

.-., #Г-1, («1, ..-, Znя_lføl, ..., ^ Л J Co) Л] = Ui, 

..., % - i , (zi, ..., 2Пя_i(г/) ю) я;], 

•-., # Г - 1 , («1, ..-, 25Лjţ_il/) л) Oa 

...,я?r-i,((гi, ...,2!nя-iž/) Я)Ö>] 

• -., ^ r - ь («i, ..., Zия-ifø) o>) n] = U2, 

•••,#Г-1, («1, .-, 2 n я . i f t ) в ) я ) , 

. . . , # r _ i , a > « ) = Í7з-

(a?i, ...,#r) = Ui, 

(z, *) n, nn = 1. 

...,xr), 

..-, Xr) OaQyn(a = (Xl, ...,Xr) Qyn 

...,xr), 

...,Xr) Oa = (Xt, ...,Xr) = U2, 

...,xr), 

.•.,#r) = U3-

(*) -7r, n„ = 0. 

., # r ) , 

•> ^r) ^ o , ^ n a ) = fai, •••> ^r) ^2/nw = (*-> •••> ^r) = # 1 , 

. , % ) , 

. , % ) ^ = (a?i, ...,a? r) = U2, 

. , % ) , 

.,%) = u3. 

Die Anwendung von @e auf die leere Folge ( ) e £ ergibt ( ) QZ =(z). 
Daher definiert die Zuordnung z(e A) <~̂ -> QZ eine Injektion @ : _!-> JT(_*7). 
Die Halbgruppe T = JT(_7) wird bezüglich der durch 

(1.4) 

(í>l •. Qna>) COT = Qi ... Qna>~lOaQna 

(Q)C0T =QOa, 

Jto, (coT)e = aaз 

na > 1, 

na = 1, 

nm = 0 , 

(Q, Qi e T) erklärten Operationen coT(co e Q) zu einer Q-Algebra (T, QT), 

die man auch als ß -S t ruk tu r ((Ta)aeQ, QT) mit Ta = (Tal, ..., TanJ, 

Tai = ... = Tan& = T, auffassen kann. Die Gleichungen (1.3) besagen 

dann gerade, daß Q eine „isomorphe St rukture inbet tung" von ((Ia)aGQ, 
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Q) in ((T^aeQ, QT) vermittel t . Infolge dieser Isomorphie ist auch 
ÖV- = (nT)e = Qi ... Qn^-tfuGn ^ u r a U e Qi e (Io>f) Q> falls nn=0 und 
n«, > 1 . Damit ist l . l .a) bewiesen. 

1.2. B e m e r k u n g . I m Spezialfall I^i = ... = 7«,»^ für alle COEQ ist Q 
eine isomorphe Einbet tung (im gewöhnlichen Sinne): (I , Q) -> (T, QT). 
Jede Halbgruppe S mit ausgezeichneten Elementen s^co e Q) kann 
man, wie in (1.4) im Falle S = T angegeben, zu einer Q-Algebra (S, Qs) 
machen. Nimmt man noch die in S definierte Halbgruppenmultiplikation 
(vertreten durch das Symbol ( )) und die durch [co]e = sa(\fco e Q) 
definierten konstanten Operationen [co] hinzu, so erhält man eine Algebra 
(S, Q') vom Typ Q' = \[Q\ ( ), Qs). Wie man aus (1.4) erkennt, bilden 
alle so aus Halbgruppen (,,über ß " ) abgeleiteten Algebren eine primitive 
Klasse. Bekanntlich (vergl. zum Beisp. das in [1], p . 185, behandelte 
analoge Einbettungsproblem für beliebige Q-Algebren oder auch [5], 
p . 80, Theorem 2) existiert daher eine universale isomorphe Einbet tung 
(I, Q) -> (S, Qs). Der hier betrachtete Spezialfall der Einbet tung von 
ß-Pseudoscharen in Halbgruppen wurde schon von Cupona ([2], p . 107, 
erste Hälfte von Theorem 2) behandelt; die dort angegebene Einbettungs
konstruktion ist allerdings komplizierter als unsere . Außerdem ist 
Theorem 2 aus [2] ohne die von uns in (1.1) gemachte Einschränkung 
n„ > 1 falsch, da die Ident i tä t (1.1) im Falle n„ = 1 nicht ohne zu
sätzliche Annahmen aus der Einbet tbarkei t der ß -S t ruk tu r in eine 
Halbgruppe folgt. Ferner erscheint die Beschränkung des Theorems 2 
(aus [2]) auf den Fall, daß höchstens eine der Operationen unär sein soll, 
überflüssig. 

2. In [3] haben wir den Begriff einer homogen 0-disjunkt (I, /l)-zerleg-
baren Halbgruppe betrachtet . Das ist eine Halbgruppe (R , .) mit Null
element 0, für die Zerlegungen der Form 

R = Uje /P i — U^EÄLA 

existieren, die folgenden zwei Bedingungen genügen: 
1. Die Teilmengen Rt s R sind Rechtsideale von R, die als R-Rechts-

systeme (d. h. bezüglich der rechtsseitigen Multiplikation mit Elementen 
von R) paarweise isomorph und 0-disjunkt (d. h. Rf n Rj = {0} für 
i z£ j) sind. Analog sind die Li Linksideale von R, die als R-Links-
systeme paarweise isomorph und 0-disjunkt sind. 

2. Es ist I n A •=£• 0, und für einen festen Index l e I () A existieren 
eine Familie ((p[ : Ri -> R\)ui von Isomorphismen zwischen Ä-Rechts-
systemen und eine Familie (tp'x : LA -> Li)xeA von Isomorphismen 
zwischen R-Linkssystemen, so daß jedes <p[ mit jedem y'k vertauschbar, 
d. h.folgendes Diagramm kommuta t iv ist ( c die natürliche Injektion): 
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V>1 
Lx -> L± 

U+ Uf 
Ri^LRi PiLx^Ri f l i i c Ri 

<p'i\ \ \ \ <p'i 
Ri^LRi n Lx -> Pi n Lv _c Px 

n̂  n{ 
Lx -> Li 

V'x 

Setzt man <p\, \p\ auf ganz R fort gemäß 

(2.1) Rjcpi = LHtpx — {0} für i -=f=. j und x ^ X, 
so erhält man Abbildungen <pi : R -> P, \px : R -> P, die folgenden Be
dingungen genügen: 

(2.2) V#, y e R: <pi(x . y) = <pt(x) . y, 
\px(x .y)=x. ipx(y), 
<Pift.(z) = ipx(pi(%)> 

Nun sei umgekehrt (P, Q) eine Algebra von Typ Q = (., 0, W), 
wo (.) eine binäre Operation und 0 = (<pi)iei, *P = (fxheA zwei Folgen 
von einstelligen Operationen auf R sind, so daß in (P, Q) die Identitäten 
(2.2) und 

(2.3) V#, y, ze R: (x . y) . z = x . (y . z) 

gelten. 
2.L Beispiel . Es sei R = S eine S-ähnliche zerlegbare Halbgruppe 

mit Null 0 im Sinne von Steinfeld [6], d. h., S besitzt eine Zerlegung 
S = U ^ e ^ S = \JxeASex(e2

i =et, e\ = eK, 1 ei n A), wo etS(i e I) 
[Sex(X e A)] als S-Rechts [Links]-Systeme paarweise isomorph sind und 
etS n fyS = SeH ri Sex = {0} für i, j e I, i =£ j und x, X e A, x •=£ X gilt. 
Aus e*S ~ eiS folgt bekanntlich ([6], p. 136, Proposition 2.1) die Exi
stenz von Elementen ru e e\Sei, sn e e^Sei, sodaß rnsu = e_, suru = e«, 
und von Elementen p ^ 6 e\Sex, qx\ e e^Se1? so daß Pi^Ai = ^i, qxiPn = 
= ex. Die gemäß 

(2.4) <pl(x) = mx, y>'x(y) = yqxi 

definierten Abbildungen <p\ : ê S -> e\S\%p\ : Sex -> $ei] sind offenbar 
Isomorphismen der S-Rechtssysteme e$S, eiS [der S-Linkssysteme Se;t, 
Sei], und jedes 9̂ ' ist mit jedem \p\ vertauschbar. Fortsetzungen <pi : S -> 
-> S, ipx : S-> S von 9̂ ' bzw. ^ mit den Eigenschaften (2.2) erhält man, 
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indem man in (2.4) x und y ganz 8 durchlaufen läßt. (Diese Fortsetzun
gen stimmen im allgemeinen nicht mit den durch (2.1) definierten 
überein). 

Im Hinblick auf dieses Beispiel erhebt sich die Frage, ob eine Algebra 
(R, Q), Q = (.,&,¥) mit den Eigenschaften (2.2), (2.3) stets so in eine 
Halbgruppe 8 eingebettet werden kann, daß folgende zwei Bedingungen 
erfüllt sind: 

(2.5) lat, bi e S,Vx e R: <pi(x) = atx, ipx(x) = xbx', 

(2.6) (R, .) ist eine Teilhalbgruppe von 8. 

Das ist in der Tat der Fall. 
2.2. Satz. Für eine Algebra (R, Q), wo Q aus einer zweistelligen 

Operation (.) und zwei Folgen 0 = (<pi)t e j , ¥ = (tp^JAeA von einstelligen 
Operationen besteht, sind folgende Aussagen gleichwertig: 

a) Es existiert eine Halbgruppe 8 mit den Eigenschaften (2.5), (2.6); 
b) in (R, Q) bestehen die Identitäten (2.2), (2.3). 
Beweis, a) => b) istklar. 

b) => a). In (R, Q) seien die Identitäten (2.2), (2.3) erfüllt. 
Ohne Einschränkung der Allgemeinheit dürfen wir R, 0, ¥ als paar
weise disjunkte Mengen auffassen. (Wir können zum Teil einem in [4] 
beschriebenen Weg folgen.) Sei W(N) die freie Halbgruppe mit Eins
element über der freien Erzeugendenmenge N = R {) & [) W. Wir 
bilden die folgenden drei Relationen in W(N): 

Qi = {(xy> x .y)\x,yeR}, 
Qi ={(<piX, <pi(x)) \xeR}, 
Qz ={(xfx, ipx(x)) | xeR). 

Sei Q die von Qt \j Q2 IJ Q3 in der Halbgruppe W(N) erzeugte Kongruenz 
und P = W(N)IQ die Faktorhalbgruppe von W(N) nach Q. Bezeichnet x 
die das Element x e W(N) enthaltende Kongruenzklasse von W(N) 
bezüglich Q, SO gilt ("ix, y e R) 

x .y =xy =xy, <pt(x) = <ptx = (ptx, %px(x) = ipx% = xipx. 

Definiert man in W(N) einstellige Operationen gemäß 

<pf(x) = <pix, vY(x) = xxpx (Vx e W(N)), 

so erhält man eine Algebra (W(N), fi^) mit Qw = (( ), (cpYhei, (WY)^A), 

und da Q auch eine Kongruenz in dieser Algebra ist, so existiert die 
Faktoralgebra (P, Qp) mit Qp = (( ), (<p?)iei, (yfUe^). Dabei vertritt 
( ) das zur Operation xy bzw. xy(x, y e W(N)) gehörige binäre Opera
tionssymbol. Da x . y = xy (x, y e R) und 
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<pi(x) = <p{x = <pf(x), tpA(x) = xfx = yf («)> 

so ist durch x ~-> x(x e R) ein Homomorphismus (R, Q) -> (P, Qp) 
definiert. Wir wollen nachweisen, daß diese Abbildung injektiv ist, 
d. h. aus a,b e R, (a, b) e Q stets folgt a =b. Bekanntlich ist allgemein 
(a, b) e Q (für a,be W(N)) gleichwertig mit der Existenz von Elementen 
Si e W(N), so daß 

(2.7) a=SQ, Sti...,Sn=b, 

wobei Si aus Si_\ (i = 1, ..., n) durch eine der folgenden Regeln entsteht 
(x,yeR;U,VeW(N)): 
1. £,_! - U<pt(x) V, St = U<pi(x) V, 

l.S(^ = UxyV, S{ = U(x.y)V, 
2. S._! = U(x . y) V, Si = TJxyV, 

(2.8) 
3. Ht_i = VcpixV, Si - U^'*) V, 
4. ««_! = U<p<(x) V, Si = U^zF, 
5. Si.i = UxyuY 0< = Uyjta;) V, 
6. # _ . = Uyx(z) V, Si = UxyxV. 

Elementepaare der Form (St_i, St) heißen assoziiert. Unter einem 
i?-Wort über der Algebra (R, Q) verstehen wir irgendein Element der 
(absolut) freien Algebra vom Typ Q mit der (absolut) freien Erzeugen
denmenge R. Zwei R-Wörter f, rj heißen R-gleich, f = rj, wenn sie bei 
ihrer Interpretation als Elemente von (R, Q) gleich sind. 

Die Elemente der von R erzeugten Teilalgebra von (W(N), Qw) 
heißen Ausdrücke in W(N). Die Ausdrücke in W(N) lassen sich induktiv 
definieren: Jedes Element aus R ist ein Ausdruck in W(N). Sind J, K 
Ausdrücke in W(N), so heißen auch JK, <ptJ, Kipx Ausdrücke in W(N). 
Offenbar sind die Ausdrücke in W(N) genau die Elemente aus TV(N) 
der Form 

X = <pit... <puXh,fxi -•• fxWh ••• <PiFh2f*2... fx2... <fim ... <Pjm%hmy>*m ... fxm-
(2.9) 

Dabei ist %ff eR und <ptg ... <pjg bzw. tpHg ... %pxg eine (evtl. leere) Folge 
von Faktoren aus 0 bzw. aus W. 

Wir definieren eine Funktion / , die jedem Ausdruck in W(N) genau 
ein Ä-Wort zuordnet. Ist X der Ausdruck (2.9), so sei 

(2.10) f(X) = (<pix ... <phfHl ... tpxA^)) [<Pim ... <pimy*m ... YxJxhJ). 

2.3 Lemma.. Wenn zwei Ausdrücke in W(N) kongruent bezüglich Q 
sind, so sind die zugeordneten j^-Wörter ungleich. 
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Beweis . Zunächst ist auf Grund von (2.8), (2.9) leicht einzusehen, 
daß mit S^_i stets auch St ein Ausdruck ist. Daher genügt es, 2.3 für 
assoziierte Ausdrücke Si_l7 Si zu beweisen. Im Fall (2.8.1) hat man 

Si_t = UxyV = X = ... <pig ... <pigxyxpXg ... %pXg ..., 
St = U(x . y) V = ... <pig ... <pjg(x . y) ipHg ... \pK ..., 

f(Si-i) = ••• • [<Pi, ... q>i,(x)) • (y>*, ••• ¥>*,&)) . .-., 
•(w, ••• w,v*, ••• v>Ä,(*-y))' ••• 

• [y*, ••• <Pu(x- (v** •" v*,(y))] • ••• 
• (?>*, ••• «,(*))• (v*, ••• v*,(y)). ••• 

= /(«<--)• 
Analog zeigt man, daß auch in den übrigen 5 Fällen (2.8.2)—(2.8.6) 
f(St_t) 4 f(Si) ist. 

Aus Lemma 2.3 folgt nun sofort Satz 2.2. Wenn nämlich a,beR 
kongruent bezüglich Q sind, so ist a =f(a) = f(b) = b, d.h. aber, 
a = b. 

2.4. Bemerkung . Wir können W(N) auch als Algebra vom Typ 
([0], [W], QW) auffassen, wo [0] = ([<pi])ieI, [W] = ([^xlhsA und [<pt] 
bzw. [ipi] eine konstante Operation mit [<pi]e = <pi, [ipz]e =. \p\ ist. 
Entsprechend läßt sich P als Algebra vom gleichen Typ ([&], [¥], Qp) 
auflasen (hier ist [<pt]

e = <pi, [ipK]e = y}). Bezeichnet Q ( ü P) die von 
R(g P) erzeugte Teilalgebra von (P, [0], [W], QQ), so ist die von 
(R, Q) ~> (P, Qp) induzierte Einbettung (R, Q) -> (Q, QQ) universal. 
D. h., wenn (S, ( )) eine Halbgruppe, at(i e I), bi(X e A) fixierte Elemente 
von S, (S, ( ), [0], [¥]) die Algebra mit den zusätzlichen, durch [<pi]e = 
= au [ty*]e = b* definierten konstanten Operationen [<pi] (ie I), [ipi] 
(keA); (S, [0], [W], Qs) die daraus abgeleitete Algebra vom Typ 
([0], [¥],QS) mit Q* = (( ), (tf)ie/, (V*)XBA) (so daß <pf(z) = [<pt]

ex = 
= atx, ip'l(x) = x[xpx\e = xb)) und a: (R, Q) -> (S, Qs) irgendein Homo-
morphisrnus ist, so existiert genau ein Homomorphismus 

ß- (Ö, m, m, ®Q) -> (Ä, [*], t n QS), 

der das folgende Diagramm kommutativ schließt: 

(R, Q) > (Q, QQ) 

*\Sß' 
(S, Qs) 

Nach einem analogen Argument wie in 1.2 ist zwar sofort klar, daß 
überhaupt eine universale Einbettung für (R, Q) existiert; wir wollen 
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jetzt aber nachweisen, daß schon (Rt Q)-+(Q, QQ) die angegebene 
Universaleigenschaft besitzt. 

Ein Element x e W(N) heiße 0W-Ausdruck in W(N), wenn x die 
Form 

(211) x = <P*i - <PuVni - Vvi^*. ••• (PuW^---fr2--(pkm'"(PKfßm ••• Wvm 

besitzt. Ein Element X e W(N) heiße c-Ausdruck in W(N), wenn X 
nicht das leere Wort ist und die Form 

(2.12) X = xoXiXiXiX* - XrXr> r = 0, 

besitzt, wo Xg ^V7-Ausdrücke und die Xg Ausdrücke in W(N) sind. 
Dabei soll Xg (1 = 9 = r — - • > r > 1) nicht das leere Wort sein, mit 
einem Element cpte & anfangen und mit einem Element ipxeW enden; 
wenn r ^ 1 und xo nicht das leere Wort ist, so soll xo mit einem ipxeW 
enden; wenn r ^ 1 und Xr nicht das leere Wort ist, so soll Xr -*--t einem 
cpie 0 anfangen. Offenbar besteht Q genau aus den Elementen der 
Form 1 , w o l ein c-Ausdruck in W(N) ist. 

Ist 
(2-13) X'= XoX[X[X'2x2 ... X'nX;, 

ein zweiter c-Ausdruck, so ist (X, X') e Q gleichbedeutend mit r = r', 
Xff = Xg ((7 = 0), (Xg, Xg) e Q (g ^ 1). Diese Behauptung läßt sich 
durch Rückgang auf assoziierte c-Ausdrücke St_\, Si leicht einsehen, 
denn in $*__i = X, S( = X' gilt für genau ein g' die Aussage (Xg>, 
X'g>)e Q und sonst Xg = Xg (9 = 0), Xg = X'g (g ^ 1, <? ^ gr'). 

Ein Homomorphismus a: (P, -2)->(S, Qs) läßt sich jetzt wie folgt 
zu einer Abbildung ß: Q~>S fortsetzen: Ist XeQ, X = p(xiy ...,xn) 
der c-Ausdruck (2.12), wobei die in X vorkommenden Elemente aus R 
genau die Elemente x{, ...,xn sein mögen, so setze man ß(X) = 
— Ps{<x(%i), .... oc(xn)); dieses Polynom ps geht aus dem Polynom 
p(%i, •••, %n) durch folgende Substitution hervor: 1. Jedes Xg mp werde 
durch fs(Xg) ersetzt; fs(Xg) ist analog wie f(Xg) definiert —, man hat 
in (2.10) nur (pi bzw. ipx durch <pf bzw. ^f, ferner x^ durch oc(xn) zu 
ersetzen. 2. Jeder 0!F-Ausdruck x9, (2.11), ist durch 

akt ... aubßl ... bVl ... akm ... aitbßm ... bVm 

zu ersetzen. Die so definierte Zuordnung ß ist eindeutig. Denn sind 
X, X' c-Ausdrücke (2.12), (2.13) und ist X = X', so gilt r = r', Xg = Xg 
(g £ 0) und (Xg, X'g) e Q (g ^ 1). Zufolge 2.3 ist daher f(Xg) = f(X'g); 
und da a ein Homomorphismus ist, so hat man fs(Xg) R <*(f(Xg)) == 

= a(/(K;)) =/«(X;), flr S 1. Zusammen mit %g = Xg (9 ä- 0) ergibt 
sich daher ß(X) = ß(X'). Sind K, X' irgendzwei Elemente aus Q, wobei 
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X = p(xi, ...,xn), X' = p'(x'v ...,x'n') c-Ausdrücke darstellen, so ist 
auch XX' ein c-Ausdruck, und man hat ß(XX') = ß(XX') = Ps(<x(xi), 
•••> oc(xn)) p's((x(x[), ..., a « ' ) ) = ß(X) ß(X'). Außerdem gilt ß(y{) = at, 

ß(ipx) = bx, ß(<p?(X)) = ß(<Pi*)= ß(<PiX) =- atß(X) = <p?(ß(X)) und 
entsprechend ß(yjf(X)) = ipf(ß(X)). Folglich ist ß ein Homomorphismus, 
ß: (Q, [0], [¥], QQ) -> (S, [0], [W], QS). Da die Algebra (Q, [0], [W], QQ) 
von E erzeugt wird, ist ß durch a eindeutig bestimmt. 
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