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REMARQUES SUR CERTAINES FORMULES
DE LA MOYENNE

par Tiberiu Popoviciu & Cluj (Roumanie)
Dédié & M. O. Borvwka a loccasion de son 70-iéme anniversaire

Présenté le 14 Avril 1969

1. Considérons une fonctionnelle linéaire (donc additive et homogéne)
réelle R[f], définie sur un espace vectoriel S formé par des fonctions
réelles et continues f(x), définies sur un intervalle donné I (de longueur
non nulle) de ’axe réel. Nous supposons toujours que S contient tous
les polynomes. L’espace S peut coincider avec ’ensemble de toutes les
fonctions continues f : I — R, mais peut aussi étre plus restreint. Dans la
suite lorsqu’il est nécessaire on précisera ’ensemble S et la nature de
ses éléments.

Le degré d’exactitude de R[f] est ’entier m = —1 qui jouit de la
propriété suivante: '

R[1]1+=0sim = —1,
R[1] = R[x] = ... = R[am] = 0, R[zm*1] %= 0 sim = 0.

Le degré d’exactitude peut ne pas exister, mais s’il existe il est bien
déterminé. L’existence d’un degré d’exactitude égal & m est équivalent
au fait que la fonctionnelle linéaire E[f] s’annule sur tout polynome de
degré m mais est différent de zéro sur au moins un polynome de degré
m + 1.

Lorsqu’il est nécessaire on précisera encore la nature de la fonction-
nelle linéaire R[f).

Rappelons la définition suivante de la simplicité de la fonctionnelle
linéaire R[f]:

La fonctionnelle linéaire R[f] est dite de la forme simple s’il existe un
entier m = —1, indépendant de la fonction f(x), tel que pour tout f(x) € S
on ait

(l) R[f] :K[Slafh ceey §m+2;f]7

ou K est une constante différente de zéro indépendante de la fonction f(z)
et &, o =1,2,....m + 2 sont m + 2 points distincts de Uintervalle 1,
dépendant en général de la fonction f(x).

Le nombre m est déterminé complétement et est précisément le
degré d’exactitude de R[f]. On a d’ailleurs K = R[zm*1].
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Dans la formule (1) nous désignons par (y1, ¥z, ..., yr; f] la différence
divisée, d’ordre » — 1, de la fonction f(z) sur les points ou noeuds (dis-
tincts ou non) yi, ¥z, ..., Yr.

La théorie des fonctions convexes d’ordre supérieur permet de trouver
divers critéres de simplicité de la fonctionnelle linéaire R[f]. Par exemple.
un tel critére peut s’énoncer de la maniére suivante:

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction-
nelle linéaire R[f], de degré d’exactitude m, soit de la forme simple est
que Uon ait R[f] == O pour toute fonction f(z) € S convexe d’ordre m.

Une fonction f(x) est dite convexe d’ordre m sur 1 si toutes ses diffé-
rences divisées [z, 3, ..., Tm,2; f], d’ordre m -+ 1, sur des noeuds
X1, T2, ..., Tm,2 € 1 distinets, sont positives. Si ces différences divisées
sont toutes non-négatives la fonction est dite non-concave d’ordre m.
(sur I). Enfin si les différences divisées d’ordre m +- 1 de la fonction
f(x) sont toutes négatives respectivement toutes non-positives, cette
fonction est dite concave respectivement non-convexe d’ordre m. Par le
passage de la fonction f(x) & la fonction —f(x), les propriétés concernant
les fonctions concaves respectivement non-convexes d’ordre m se dé-
duisent, en général, des propriétés correspondantes des fonctions con-
vexes respectivement non-concaves d’ordre m. .

Lorsque R[f] est de degré d’exactitude m et est de la forme simple on a

(2) R[am*1] R[f] > 0
pour toute fonction f(x) € S convexe d’ordre m. En effet, d’abord xm*t
est bien convexe d’ordre m. Ensuite, si R[am*1] R[f] < 0 pour une
fonction f(x) convexe d’ordre m, pour la fonction fi(x) = {R[zm*1]}2 f(x) —
— R[am+1] R[f] am*1, qui est encore convexe d’ordre m, on aurait
R[fi] = 0 ce qui, d’aprés le théoréme 1, est impossible.

Dans les mémes conditions si f(x) est une fonetion non-concave
d’ordre m, on a

(3) ‘ R[am+1] R[f] = 0.

En effet, pour tout ¢ > 0, la fonction f(x) + eaxm+1 est convexe d’ordre m
et nous avons donc R[am*1] {R[f] + eR[am+1]} = R[zm™1] R[f] +
+ e{R[xm*1]}2 > 0, d’ou, en faisant tendre ¢ vers 0, on déduit 'inégalité

Pour les propriétés des fonctions convexes d’ordre supérieur, pour
la notion de simplicité d'une fonctionnelle linéaire et pour diverse
autres propriétés utilisées dans ce travail, on peut consulter mes travaux
antérieurs. Par exemple, mon travail de , Mathematica‘ [4].

Si m = 0, on peut méme affirmer que les points &, « =1, 2, ...,
m -+ 2 dans (1) sont a U'intérieur de 'intervalle I.
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Sim = 0, si R[f] est de degré d’exactitude m, est de la forme simple
et si f(x) & une dérivée fm+1)(x) d’ordre m -+ 1 & Pintérieur de I, nous
avons

(m + 1)!
ou & est un point & 'intérieur de U'intervalle 1.

Les formules (1), (4) permettent, dans le cas de la simplicité, de
délimiter la fonctionnelle R[f] lorsqu’on connait des délimitations de la
différence divisée d’ordre m + 1 de la fonction f(z), ou bien des délimi-
tations de la (m 4 1)ieme dérivée fm+1)(x), supposée existante, de
cette fonction.

2. Supposons que la fonctionnelle linéaire R[f] soit définie sur ’ensem-
ble S des fonctions continues sur I et ayant une dérivée fm+1(x) d’ordre
m + 1 sur 'intérieur de I. En plus nous supposons m = 0, que E[f]
soit de degré d’exactitude m et de la forme simple. Alors si & est un
point donné de l'intérieur de I, la fonctionnelle

Jmen(g)

(m + 1)!

est linéaire et s’annule sur tout polynome de degré m 4- 1. En prenant
f(x) = am*2 et en tenant compte de la formule de la moyenne (4), on
voit qu’il existe une valeur bien déterminé ¢ (de l'intérieur de l'inter-
valle T) de & pour laquelle la fonctionnelle (5) s’annule aussi sur tout
polvnome de degré m + 2. Le nombre ¢ est donné par 1’équation

(6) Ram*2] — (m -+ 2) Rlam™1]c =0

Nous avons le

) R[f]— R[am*1]

Lemme 1. Sous les hypothéses précédentes la fonctionnelle linéaire
; fom(e)
= — R[am+1] L\
™) Rif] = Rf] — Rl L2
est définie sur S et est de degré d’exactitude m + 2.

Il suffit de démontrer que R[xm+3] n’est pas nul.
Compte tenant de (6), nous déduisons

1
Rlzm+1] B am*3] — .~
g T S

— (m + 3) Rz{merZ]}

{2(m + 2) Rlam+1] R{zm*3] —

Si nous posons

2 3
(9 Pl@) =am* + (m + 3) zam*? + s )2(m 2 s
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ou z est un paramétre indépendant de z, nous avons

Pomt)(z) = M( x +2)2

Nous avons donc Pm+i)(x) > 0 pour & 7= —=z. Il en résulte que le
polynome (9) est convexe d’ordre m (partout). Nous avons, d’aprés (2),
R[xm+1] R[P] =
= R[zm*1] {R[&™*3] + (m + 3) Rlem?] z +

(m 4+ 2)(m + 3)
+ 2

R[azm+1]22} > 0

quel que soit z. Il résulte que le discriminant de ce trinome de second
degré est négatif, donc

(m + 3) {(m + 3) R2[am*2] —2(m + 2) R[am*1] R[z™*3]} < O
et ’égalité (8) nous montre que
(10) R[xm+1] Ri[am+3] > 0.

Le lemme 1 en résulte.

Nous verons plus loin que la fonctionnelle linéaire (7) est de la forme
simple.

3. Nous allons supposer maintenant que lintervalle I se réduise
a l'intervalle borné et fermé [a, b] (@ < b) et que les éléments f(x) de S
aient une dérivée (m + 1)i¢me continue sur [a, b].

On suppose toujours m = 0.

Soit alors R[f] une fonctionnelle linéaire définie sur S, de degré d’exac-
titude m et de la forme simple et considérons la fonctionnelle linéaire (7),

le nombre c étant déterminé par I’équation (6). Nous avons alorsa < ¢ <
< b. «

Nous avons le

Lemme 2. Sous les hypothéses précédentes, s'il existe un entier k,
0 = k = m + 1tel que la fonctionnelle linéaire R[f] soit bornée par rapport
a la norme

(11) il = ZO max ]f‘“’(x)!
nous avons
(12) Rlxm+1] Ri[f] 2 0

pour toute fonction f(x) € S non-concave d’ordre m + 2.
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Considérons les fonctions

x—A+ |w—A]\mt2
Pm3,2(T) = 3 )

ou A est un paramétre indépendant de z et compris entre a et b.

La fonction @m,s, a(x) appartient & S et est non-concave d’ordre
m + 2 pour tout 4. Nous avons
r—A+|x—2|

2

99%++31,)1($) = (m + 2)! ( ) = (m + 2)! ‘PZ,Z(z)

Nous allons démontrer que l'inégalité (12) est vérifiée pour cette
fonction, donc si nous posons f(x) = @m,3,1(x). En effet,

Ril@my3,1] = Blomy3,2] — (m + 2) R[a™+1] gz,a(c)
et si nous tenons compte de (6), nous avons
B [ Blgmis, 2 —am2 + (m + 2) Aam™1]sid < ¢
‘mwm&ﬂ“lme&ﬂgaga
Mais les fonctions

Pmy3, (), Pmys,a(X) —amt2 4 (m + 2) Jamtl

sont non-concaves d’ordre m puisque leurs dérivées d’ordre m - 1
sont

m+m%““lzw"%wga(m+m%

|x—l[——x+/1)>0
3 =

respectivement.
Nous avons done

R[x™ 1] Ri[@m,43,2] 2 0
et, compte tenant de (10),
Ry[a™*3] B\[pm,3,1]

pour tout A compris entre a et b.

D’un théoréme de notre travail oité [4] (théoréme 15) il résulte que
la fonctionnelle linéaire R[f] est de la forme simple, done I'inégalité (12)
est vraie pour toute fonction f(x) € S non-concave d’ordre m + 2 (et
méme sans égalité possible si f(x) est convere d’ordre m + 2).

Le lemme 2 est donc démontré.

(1%
=)

Remarque. Nous avons écrit la norme qui intervient dans le lemme
2 sous la forme (11). On pourrait la remplacer facilement par une autre
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ne contenant linéairement que max |f(*)| et max |f(m*1)(x)|, en vertu
de certaines délimitations données par J. HADAMARD pour les dérivées
d’ordres intermédiaires.

4. Nous pouvons maintenant démontrer le

Théoréme 2. Si les hypothéses suivantes sont vérifides:

1. m est un entier non-négatif.

2. S est Uespace des fonctions f(x) ayant une dérivée continue d’ordre
m -+ 1 sur Uintervalle borné et fermé [a, b] (@, < b) (ce qui entraine la
continuité de f(x) et de toutes ses dérivées d’ordres 1, 2, ..., m + 1
sur [a, b)).

3. R[f] est une fonctionnelle linéaire définie sur S, de degré d’exactitude
m, de la forme simple et bornée par rapport & la norme (11) pour un certain
entier k, 0 £ k < m + 1.

4. ¢ est le point déterminé par Uéquation (6) (On a alors @ < ¢ < b).
La fonction f(x) vérifie de plus Uune des 4 propriétés suivantes:

. est non-concave d’ordre m -+ 1 et non-concave d’ordre m —+ 2,
. est mon-convexe d’ordre m -+ 1 et non-concave d’ordre m -+ 2,
. est mon-concave d’ordre m -+ 1 et non-convexe d’ordre m + 2,
. est non-convexe d’ordre m -+ 1 et non-convexe d’ordre m -+ 2,

alors la formule de la moyenne (4) est vérifiée dans les cas A et D par au
moins un point & de Uintervalle [c, b] et dans les cas B, C' pour au moins
un point & de Uintervalle [a, c].

11 suffit de faire ici la démonstration dans le cas A. Dans ce cas la
fonction

Jm)(x)

— m+1 — m+1] L1 T T

a3) o(a) = Rlam1 {R1) — Fpam) S0

est non-croissante sur [a, b] et s’annule surement sur au moins un point
intérieur de l'intervalle [a, b]. Nous avons donc g(a) = 0, ¢(b) < O
et du lemme 2 il résulte que g(c) = 0. La propriété cherchée en résulte.
Remarquons d’ailleurs que les points & qui vérifient (4) forment un
intervalle et la propriété obtenue signifie que cet intervalle a au moins
un point en commun avec [¢, b]. Lorsque, en particulier, la fonction
f(x) est convexe d’ordre m + 1, le point & de (4) est unique et appartient
& lintervalle [c, b].

On démontre de la méme maniére le théoréme 2 dans les cas B, C, D.
Drailleurs les cas D, C se déduisent respectivement des cas A, B en
passant de la fonction f(z) & la fonction —f(x).

5. Comme une premiére application nous avons le

Corollaire 1. Si R [f] estle reste de la formule de quadrature du type Gauss.
b n
(14) [f@) V() =¥ Auf () + RIS
a a=1

DawmpkE =
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ou n est un nombre naturel, V(x) une fonction non-décroissante, ayant au
moins n -+ 1 points de croissance et f(x) une fonction admettant une dé-
rivée continue d’ordre 2n sur Uintervalle borné et fermé [a, b], la formule
de la moyenne

Jem(E)
—_ 2n) LT
RIf) = Rizn) o
est vérifiée, dans les cas A, D du théoréme 2, pour au moins un point &
de Uintervalle [c, b] et dans les cas B, C du théoréme 2, pour au moins un
point & de Uintervalle [a, c).

On a posé m = 2n — 1 et ¢ est donné par I’équation (6) correspon-
dante.

Dans la formule (14) x,, & = 1, 2, ..., n sont les racines (distinctes
et situées & l'intérieur de [a, b]) du polynome orthogonal de degré n
relatif & la distribution dV(x). Les 4,, « = 1, 2, ..., n sont les coefficients

(tous > 0) de Christoffel correspondants.

On peut généraliser cette propriété pour des formules du type Gauss
plus générales et que nous avons étudié dans un autre travail [3].

6. Comme une autre application du théoréme 2, nous avons le

Corollaire 2. S la fonction f(x) est continue et @ une dérivée (m -+ 1)itme
continue sur un intervalle contenant les m + 2 points x,, a« =1,2, ..,
m —+ 2 donnés, non tous confondus (m = 0), la formule de la moyenne de
Cauchy,

Jm(g)

21, 22, ..., Xmy2s f] :-(m 4+ 1)!

est vérifiée, dans les cas A, D du théoréme 2, pour au moins un point
1 m--2 .
Ez— Z x, et dans les cas B, C' du théoréme 2, pour au moins un
m + 2 =1
m4-z

ot £ £ -——— Z,.
T) E - m ‘J{" 2 =1 *
La différence divisée [z, x,, ..., Zm,2; f] oulesnoends x,, « = 1,2, ...,
m -+ 2 sont distincts ou non est définie comme d’habitude.
On voit bien que la fonctionnelle linéaire

R[f] = [x1, 22, ..., Zm 23 f]

vérifie toutes les hypothéses du théoréme 2 (porvu que les points z,
ne soient pas tous confondus), [a, b] étant un intervalle qui contient
les noeuds x,, « = 1, 2, ..., m 4 2, Dans ce cas le point c est précisément
1 m+2
la moyenne arithmétique ——_- )' =, de ces noeuds.
m + 2 /=
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En prenant m = 0, on obtient les propriétés correspondantes relatives
a la formule des acroissements finis

Ja2) —f(@) = (22 — 1) f(8).

Nous pouvons nous dispenser d’énoncer ces propriétés.

7. La propriété exprimée par le Corollaire 2 peut se démontrer aussi
directement de la maniére suivante. Pour fixer les idées supposons que
nous soyons dans le cas A, done que f(x) soit non-concave d’ordre m + 1
et non-concave d’ordre m -+ 2. En raisonnant comme nous l’avons fait
sur la fonction (13) pour la démonstration du théoréme 2 et en utilisant
quelques formules bien connues relatives aux différences divisées, nous

avons d’abord, en supposant x; £ 22 S ... £ ¥p,2,
f(m+1)(xl)
[z, 22, ..., xmu.-f] — (m‘ =
m+2
= Z [xla Zyy oo X1y X2, X3y ooy xa;f] (xd _'xl) Z 07
e —
* m—+4—o
S ) (@ y2)
[x1, @2, s Tmg2s f]1— D
m+1
== [xaa xa+1’ ceny xm+1= zm.gz, xm+2: rees xm+2§f] (xm -2 _xac) § O
a=1
o+ 1

Ici dans les seconds membres les termes ou figurent des différences
divisées prises sur des noeuds tous confondus doivent étre supprimés.
Ensuite si la fonction f(x) est non-concave d’ordre m + 2, nous avons

1 ‘x t a4 ..+
[®1, 22, ..., XTmy2s f] 2 mF ! (m+1) ( Lt 2m++ 2+ m+2)
comme nous ’avons démontré dans un autre travail [2].

8. La propriété exprimée par le corollaire 1 résulte d’ailleurs de la
propriété exprimée par le corollaire 2. En effet, des formules que nous
avons établi autrefois [1], il résulte que le reste E[f] de la formule de
Gauss (14) différe seulement par un facteur constant positif de la diffé-
rence divisée d’ordre 2z de la fonction f(x) ayant comme noeuds les
racines des polynomes orthogonaux des degrés n et n 4 1.

Dans certains cas on peut procéder aussi autrement. Prenons en
particulier V(x) = x. Alors z,, « = 1, 2, ..., » sont les racines du poly-

n

nome Py(r) = m (x —x,) de Legendre de degré n (avec le plus haut
1

a=
coefficient égal & 1) relatif & l'intervalle [a, b]. Alors en désignant par
F(z) une primitive de la fonction f(x), nous avons
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E[f] = F(b) — F(a) — iz,,F'(xa) = R*[F]

Puisque R[f] est de degré d’exactitude 2n — 1, R*[F] est de degré
d’exactitude 2n, donc ne différe que par un facteur constant (positif)
de la différence divisée de la fonction F(x) sur les noeuds a, b, ., o =
=1, 2, ..., n,les n dernier comptés chacun deux fois. On voit facilement
que

'R'—f] = R*[F] = (b .._a) Przt(b) [a’ b9 X1, X1, X2, X2, ...y Xy, T F]

La propriété énoncée en résulte.
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