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Ü B E R U M K E H R B E D I N G U N G E N IN D E R 
LI M I T I E R U N G S T H E O R I E 

W E R N E R MEYER-KÖNIG UND HUBERT TIETZ 

Herrn 0. Borüvka zum 70. Geburtstag am 10. 5. 1969 gewidmet 

Eingegangen am 29. April 1969 

1. E I N L E I T U N G 

Wie in [5] knüpfen wir an den folgenden Satz an (vgl. [4], [3, S. 1038]): 

Satz 1.1. Ist V ein permanentes, additives Verfahren zur Summierung 
00 

unendlicher Reihen £ an mit komplexen Gliedern, und ist nan = O(l) 
n = 0 n 

für n -> co eine Tauber-Bedingung für V, so ist auch ]£ kajc -= o(n) für 
n -> oo eine Tauber-Bedingung für V. k = ° 

In Fortsetzung der Untersuchungen in [5] gehen wir — allgemeiner 
als in Satz 1.1 — von Tauber-Bedingungen der Form Knan = O(l) 
aus und schließen auf Tauber-Bedingungen der Form ön = O(l), wobei 
die Folge {dn} aus der Folge {Anan} durch Transformation mit gewissen 
speziellen Dreicksmatrizen hervorgeht. Dabei ziehen wir neben O(l) 
auch 0(1) sowie die Bedingungen ,,Xnan konvergent" bzw. ,,dn konver
gent" in Betracht. Einige unserer Ergebnisse übertragen wir von 
Folgen auf Funktionen. Alle unsere früheren Resultate sind in den 
jetzigen Sätzen als Spezialfälle enthalten. 

Zur Illustration erwähnen wir gleich hier einige einfache Anwendungen. 
Für das Abel-Verfahren ist ,,nan konvergent" eine Tauber-Bedingung. 
(Sind nämlich die an unter dieser Voraussetzung reell, so strebt entweder 
nan -> 0 oder aber besitzen die an von einer Stelle an einerlei Vorzeichen.) 
Aus Satz 2.3 (oder Satz 2.9) folgt damit ganz leicht, daßj?dn konvergent*' 

n 
— mit ön = (n + 1)_1 V kajc — eine Tauber-Bedingung für das Abel-

& = o 
Verfahren ist. Bekanntlich ist (5W = 0(1) — mit denselben dV wie 
soeben — keine Tauber-Bedingung für das Abel-Verfahren. Anders 
liegen in dieser Hinsicht die Verhältnisse bei den logarithmischen Ver
fahren 1 und L (vgl. die in [5, S. 210] angegebene Literatur). Es ist 
ann log n = 0(1) eine Tauber-Bedingung für L. Nach Satz 2.6 (oder 
Satz .2.12.) folgt hieraus, daß;die schwächere Bedingung 

• l "' ; n • • 
——=- £ akk log k = 0(1) (n -> oo) 
n -\- l # = 2 
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ebenfalls eine Tauber-Bedingung für L ist. Weitere Anwendungen finden 
sich in Nr. 2. Z. B. ergibt sich für das Borel-Verfahren die von Karamata 
angegebene Tauber-Bedingung 

n 
V eV* ak = o (eVn ) (n -> oo). 

oo oo oo 

Wir schreiben (in Nr. 2) S für ]T , (in Nr. 3) J für J oder für J . 
w = 0 x=-0 t=0 

Tauber-Bedingung wird ab jetzt mit TB abgekürzt. 

2. S U M M I E R U N G VON R E I H E N 

Die betrachteten Summierungsverfahren V seien permanent und 
additiv. Der Folgenindex n soll — wenn nichts anderes gesagt ist — 
die Zahlen 0, 1, ... durchlaufen. Es seien 

(2.1) A={A4, P={pnl q={qn} 

komplexe Zahlenfolgen mit höchstens endlich vielen Nullen, so daß 
wir — wie der Beweis der Sätze 2.1 bis 2.12 zeigt — o. E. d. A. annehmen 
dürfen, daß alle Folgenglieder von Null verschieden sind. Bei festen 
Folgen (2.1) setzen wir für n = 1, 2, ... 

fn=fn(A,P>q) = - n"1 

Pn^n ' 

9n = Qn(Kp, q) = %nqn ( : = I > 
\PnAn Pn+iAn+i f 

f. J. In rA %n—**-1 

K = hn\P, q) = — 
Pn 

und ferner 
R= t\fn-fn+i\. 

n—1 

Weiter sei — bei vorgegebener Beihe S an — 

(2.2) dn = 4,(A,p,q) = — t P**«**-
qn Jfe=o 

Die Symbole o(l) und 0(1) sollen sieh auf n -> oo beziehen. Wird eine 
Folge betrachtet, so schreiben wir statt „konvergent für n -> oo" 
kurz „konvergent" oder „konv". 
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Nach (2.2) ist fiir n ^ 1 

Я.n * Яn-i (2.3) Xna>n — — 0» on-i. 

Hieraus erhält man 

(2.4) an = —y-5- + / « (<5n — dn-i) = &m + cln für n ^ 1 

oder auch 

(2.5) an = -y-^- + (fn+idn —fnön-i) = bin + C2n für tt ^ 1. 
An 

Wir führen noch die Symbole Tv(o), Tv(k), Tv(0) (v = 1,2) ein. 

00 

Tv(o) soll heißen: Xnbvn = o(l) und £ c„n konvergent, 
n = l 

oo 
:7\,(k) soll heißen: {An6„n} konvergent und Y cvn konvergent, 

n = l 
00 

Tv(0) soll heißen: Xnbvn = 0(1) und £ c„n konvergent. 
n=-l 

Unter Bezug auf (2.4) und (2.5) erhalten wir zwölf Hilfssätze, die 
wir in einer Tabelle zusammenfassen. Jeder Zeile der Tabelle entspricht 
eine Aussage der folgenden Bauart: Genügen die Folgen (2.1) den Vor
aussetzungen A und erfüllt die Folge {an} die Bedingung Ct so gestatten 
die an eine Zerlegung (2.4) (in den Hilfssätzen 2.1 bis 2.6) oder (2.5) 
(in den Hilfssätzen 2.7 bis 2.12) mit D. 

Hilfssatz: A C D 

2.1. hn = 0(1), R < oo 
2.2. hn = o(l), R < oo 
2.3. {An} konv., R < oo 
2.4. %n = 0(1), .ß < oo 
2.5. Ä n = o ( l ) , Ä < oo,/» 
2.6. Ä n -=0(1) ,Ä < oo,/* 
2.7. fr =-0(1),/« « 0 ( 1 ) 
2.8. 9n^o(l)i{fn} konv. 
2-9. {o»} konv., {/»} konv. 
2.10. gr t t= 0(1), {/w} konv. 
2.11. g» = 0 ( 1 ) , / * * o(l) 
2.12. a*==0(l) , /» - o ( l ) 

<5» = o(l) ïMо) 
{<$»} konv. -".(о) 
{ó»} konv. г»(*) 
{ð.,} konv. - \ (0) 

0(1) ðn = o(l) - » 
= 0(1) <5„ = o(l) ГiíO) 

ðя = о(l) Гa(9) 
{ðя} kоnv. ЭД 
{ð»} kоnv. Ta(fc) 
{ð»} kоnv. T2{0> 
ð» = 0(1) TaH 
ðn = .0(1) Гa(0) 
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Die Beweise ergeben sich unmittelbar. Zum Nachweis der Konvergenz 
00 

von ][] cvn (v = 1,2) verwende man bei den Hilfssätzen 2A bis 2.6 die 
w = l 

.Kriterien von du Bois-Reymond und Dedekind. 
Mit diesen Hilfssätzen beweist man nun leicht folgende zwölf Sätze, 

die wir wieder in Form einer Tabelle anschreiben. Dabei enthält diesmal 
jede Zeile der Tabelle einen Satz der folgenden Bauart: Genügen die 
Folgen (2.1) den Voraussetzungen A, und ist B eine TB für V, so ist 
auch C eine TB für V. 

Satz: A B C 

2.1. hn = 0(1), R < oo Xnan = o ( l ) ðn = 0(1) 
2.2. * „ = o ( l ) , R < oo Я A = o(l) {ðn} konv. 
2.3. {hn} konv., R < oo {Anßn} konv. {On} konv. 
2.4. hn = 0(1), R < oo Яn«% = 0 ( 1 ) {ðn} konv. 
2.5. hn=o(l), R < co, fn = 0(1) Xnan = o ( l ) ð я = 0 ( l ) 
2.6. Һn=0(l), R < oo, /n = 0(1) Лиan = 0(1) Й Л = 0 ( 1 ) 
2.7. 9n = 0(1), /n = 0(1) lrø% = o(l) «n = 0(1) 
2.8. 9n = o(l) , {/n} konv. An«w = o ( l ) {ðn} konv. 
2.9. {gn} konv., {/n} konv. {lйaй} konv. {On} konv. 
2.10. 9n = 0(1), {/n} konv. Я A = 0(1) {ðn} konv. 
2.11. 9n = o(l) /» = o(l) І A = o ( l ) On=0(l) 
2.12. 9n = 0(1), fn = 0(1) Xnan = 0(1) й n = 0 ( l ) 

Die Beweise dieser Sätze laufen alle gleich. Es soll deshalb nur der 
Beweis von Satz 2 1 angegeben werden. Wir nehmen an, V sei ein Ver
fahren mit Xnan = O(l) als TB . Weiter sei V-S an = s und — bei festen 
Folgen (2.1) mit hn = 0(1), R < co — dn = O(l) erfüllt. Zu beweisen 
ist E «w = 5. Nach Hilfssatz 2.1 gestatten die an eine Darstellung (2.4) 

oo CO . . . . 

mit Anbin = o(l) und £ clw konvergent. Ist J] ein = c und setzen wir 
n — 1 " : n = l . . -•: „"''.•.'• 

noch bio = «o + c,r.Cto == —c, so haben wir für alle aw dief Darstellung 

an = &*» rf clw mit Xnbln •= o(l) und £ c m = Q.. 

Aus T - £ an ='» und V- ]£ (—clw) = 0.-.folgt'- V-^bm = s. Daraus 
schließt man auf £ bJn -*= «s, was dann S &n = Ä zur Folge hat. 

Wie schon oben bezn3rkt, gelben die Sätze 2.1, bis 2.12 auch dann, 
wenk endlich viele Glieder der Folgen~(2A)~ verschwinden. Bei den 
Folgen {fn}, {gn}\ {hn}, {dn} sind dmn möglicherweise einige Anfangsglieder 
nicht, definiert, was sich aber auf Bedingungen. - wie z. B, hn ^ 0{\) 
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nicht auswirkt. Bei der Bedingung R < oo ist gegebenenfalls mit der 
Summation erst bei einem späteren Index zu beginnen. 

In den Sätzen 2.1 und 2.7 sind die Resultate aus [5] — soweit sie 
die Summierung von Reihen betreffen — als Spezialfälle enthalten. 

Die obigen Hilfssätze zeigen, wie man auf einfache Weise Verall
gemeinerungen der Sätze 2.1 bis 2.12 gewinnen kann. Die Inverse der 
Transformation, welche die Folge {Xnan} in die Folge {dn} überführt, 
ist gegeben durch eine Bandmatrix mit zwei Diagonalen [siehe (2.3)]. 
Allgemein sieht das so aus: 

(2.6) Xnan = OtnnK + <*n,n~iK-i fa ^ !)• 

Analog zu (2.4) und (2.5) erhalten wir hieraus für n _\ 1 

(2.7) an = h*nd*JXn + fn(dn — <J*_i) == b\n + c*in, 

(2.8) an =- g*nö*JXn + (fn+id*n — / X - i ) = Kn + c*2n, 

mit 
«* OCn,n_i * / Otfin . 0Zn+i,n\ * , * , 

Jn — ö 9 9n — I ~ 3 — " H J ] An > "n — xnn ~T 0Cn>n_i. 
An y A » An+i ] 

Lassen wir die Sterne weg, so kann die obige Satz-Tabelle wörtlich 
für diesen Fall übernommen werden, wenn wir jede ihrer Zeilen folgender-
massen interpretieren: Genügen die Folgen X, {ocnn}, {ocn>n-i} (n = 1> 2, ...) 
den Voraussetzungen A — wobei noch R sinngemäß von oben zu übernehmen 
ist — und ist B eine TB für V, so ist auch C eine TB für V. 

Ist die Inverse der Transformation, welche die Folge {Xnan} in die 
Folge {dn} überführt, durch eine Bandmatrix mit mehr als zwei Diago
nalen oder — noch allgemeiner — durch eine Dreiecksmatrix gegeben, 
so lassen sich ähnliche Sätze aufstellen. 

Wir behandeln ein Beispiel zum Fall (2.6). Es führt auf ein Resultat, 
das uns als Verallgemeinerung des Satzes 1.1 in einem Brief (Datum: 
6. Dezember 1967) von Herrn D. Leviatan mitgeteilt wurde und mit 
seiner freundlichen Erlaubnis hier — in geringfügiger Modifikation — 
wiedergegeben sei. (Unabhängig davon stieß von einer anderen Seite 
her auch Herr M. Stieglitz [6] auf dieses Ergebnis.) Mit der Folge {Xn}, 
von der wir jetzt Xo — 0, Xn y- 0 für n _\ 1, Xn i- —1 für n _z 1 voraus-
setzen, bilden wir die Ausdrücke 

n / i \ - i 
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Setzen wir 
n 

(2.9) <5o = 0, dn = Y dnkak für n _ l, 

so gilt der Satz: Ist Xnan = O(l) eine TB für V, so ist auch dn = O(l) 
eine TB für V. Aus (2.9) ergibt sich nämlich 

knan = (Aw + 1) dn — A»dn_i, /n = 1, K = l f ü r n _ 1' 

und wir erhalten das soeben formulierte (im Gegensatz zu [5, Satz 2.1] 
z . B . auch Xn = j /» zulassende) Resultat von Leviatan aus dem — im 
Anschluß an (2.6) angegebenen — Analogon zu Satz 2.L 

Wir geben eine Anwendung der Sätze 2.1 und 2.4. (Das gleiche Er
gebnis würden auch die Sätze 2.7 und 2.10 liefern.) Für das Borel-Ver
fahren B0 (vgl. Zeller [8, S. 134]) ist 

, n , _ 
(2.10) e-vn £ e\'*ak=o{l) 

k=--o 

eine TB (Karamata [2, S. 11]). Mit Satz 2.1 zeigen wir allgemeiner: 
Ist ]/n an = O(l) eine TB für V, so ist auch (2.10) eine TB für V. Dazu 
haben wir —mit A = {p&},2>o = 0, pn = e^n lyn für n _ \,q ={el/fl } — 
die Bedingungen A von Satz 2.1 zu verifizieren. Dabei ergibt sich 

hn = 0(1), fn/1 für n -^ co, also R < oo. 

Da auch die Bedingungen A von Satz 2.3 erfüllt sind, gilt weiter der 
Satz: Ist ,,]/n an konvergent" eine TB für V, so ist auch 

n 

(2.11) e~^n y et * ak konvergent 
&=o 

eine TB für V. Insbesondere ist (2.11) eine TB für die permanenten 
Kreisverfahreh (vgl. Zeller [8, S. 140]), da für alle diese ynan = 0(1) 
eine TB ist. 

Eine Folgerung aus Satz 2.2 (bzw. 2.1) ist der Satz: Ist kn = o(n) 
[bzw. 0(n)1 und Xnan = O(l) eine TB für V, so ist 

l n 
— V kak konvergent [bzw. O(l)] 
1 &=o n + 1 fco 

eine TB für V. Zum Beweis nehme man pn = »/An, <?» = n + 1. Mit 

An = ]/n erhalten wir hieraus z. B. eine von Jakimovski [1, Theorem 2] 
angegebene TB für B0. 
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3. L IMITIERUNG VON F U N K T I O N E N 

Die Sätze der vorigen Nummer lassen sich auf Verfahren zur 
Summierung uneigentlicher Integrale übertragen. Wir arbeiten, wie 
schon in [5], mit permanenten, additiven Verfahren zur Limitierung 
von Funktionen s(x) der Klasse BV, unter dem Gesichtspunkt x -> oo. 
Dabei soll die komplexwertige Funktion s(x) zu BV gehören, wenn 
sie für x ^ 0 definiert und für jedes c > 0 i n ö ^ . r £ c von beschränkter 
Variation ist. Die komplexwertige Funktion a(x) gehöre zur Klasse L, 
wenn sie für x ^ 0 definiert und für jedes c > O i n O < ^ # ^ c Lebesgue-
integrierbar ist. Liegt ein Verfahren V und ein a(x) e L vor, so soll 

J a(x) dx = s( V) 

heißen, daß V-lim s(x) = s ist, wobei 

X 

s(x) = J a(t) dt für x >. 0 
0 

gesetzt ist. Bei gegebenem V verstehen wir unter dem Verfahren V 
im engeren Sinn das vorstehend definierte Verfahren zur Summierung 
uneigentlicher Integrale J a(x) dx mit a(x) e L. 

Wir beschränken uns auf die Herleitung eines Analogons zu dem 
Spezialfall von Satz 2.1, der aus Satz 2.1 für positive Xn, pn = 1, qn = 
= n + 1 entsteht, und geben ohne Beweis ein Analogon zum ent
sprechenden Spezialfall von Satz 2.7 an. * 

Es sei X(x) stets eine für x *> 0 definierte, reelle, positive, stetige 
Funktion. Ferner sei — im Hinblick auf Satz 3.1 — 

(3.1) Mx)eBY 

und die (für x ^ 0 erklärte und stetige) Funktion 

f{x)=-wr 
in 0 S % < oo von beschränkter Gesamtvariation, wofür wir kurz 

(3.2) E = J | d/(0 | < oo 

schreiben. Bei vorgegebenem s(x) e BV sei 

X 

(3.3) ö(x) = — i _ h(t) ds(t) für x > 0, 
x + 1 J 

0 
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wobei das auftretende Integral als Riemann-Stieltjes-Integral zu 
verstehen ist. Wegen der Stetigkeit von X(x) ist d(x) e BV. 

Hilfssatz 3.0. a) Durch (3.3) ist — bei gegebenem d(x) — die Funktion 
s(x) für x 2; 0 bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. 

b) Bei gegebenem ö(x) e BV mit d(0) = 0 wird (3.3) durch die (für 
x ä> 0 existierende) Funktion 

X X 

(3.4) s(x) = J Ä dt + s(0) + Jf(t) dd(t) 
0 o 

[s(0) beliebig gewählt und dann festgehalten] identisch in x (x ^ 0) erfüllt. 
c) Ist R < oo, oc(x) e BV und oc(x) = o(l), so existiert 

(3.5) if(t)da(t). 
X 

Beweis, a) Zu zeigen ist: Aus J X(t) ds(t) = 0 für x ^ 0 folgt B(#) 
0 

konstant für # ^ 0. Wir setzen T(x) = J X(t) ds(t). Dann ist T(x) == 0 
0 

für a; ^ 0. Ist $(?/) die totale Variation von s(x) in 0 ^ # 5i ^, so gilt 
bei festem b > 0 für die totale Variation F(6) von T(x) in 0 ^ x ^ 6 
die Beziehung 

(3.6) 0 = F(6) = J | X(t) | dSf(«) 

(vgl. Widder [7] S. 20, Theorem 12). Wegen 0 < d < \ X(t) \ für ein 
festes d und alle t aus 0 ^ t ^ b folgt aus (3.6) 

J dS(t) = Ä(6) = 0. 
o 

Somit ist s(x) konstant in 0 ^ x g 6. Da 6 > 0 beliebig war, ist s(x) 
konstant für x g; 0. 

b) Die nach (3.4) gebildete Funktion s(x) gehört zur Klasse BV. 
Wir erhalten mit ihr 

X X t X t 

Jx(t) ds(t) = Jx(t)d{J-^dy } + Jl(t)d{ff(y)my)\-
0 O O 0 0 

Nach (3.1) ist d(y)/X(y) e L. Also ergibt sich 

JA(0 M*) = J d(t) dt + $(t + 1) dd(t) = (x + 1) <5(z). 
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c) Wegen R < oo konvergiert f(x) für x -> oo, also genügt es, die 
Existenz von J <x(t) df(t) zu beweisen. Dabei dürfen wir o. E. d. A. noch 
voraussetzen, daß f(x) monoton wächst. Es sei | oc(x) | < M für ein 
M > 0 und für alle x ^ 0. Zu einem gegebenen £ > 0 wählen wir x0 = 
= x0(e) so, daß /(#2) —f(x\) ^ e/-3-T für .r0 ^ #i ^ x2 ist. Dann ist 

| f a(*) d/(*) | £ J f fd/W^e. 

Aus Hilfssatz 3.0 erhalten wir folgenden, dem Hilfssatz 2.1 — bei 
obiger Spezialisierung von p und q — entsprechenden 

Hilfssatz 3.1. Genügt die Funktion X(x) den Voraussetzungen (3.1) und 
(3.2), und erfüllt die Funktion s(x) e BV die Bedingung d(x) = o(l), 
so gestattet s(x) eine Zerlegung 

(3.7) s(x) = u(x) + v(x) (x ^ 0) 
mit 

(3.8) u(x) = J 6(0 dt, b(x) e L, X(x) b(x) = o(l), 

(3.9) ° v(x)eBV, v(x) = o(l). 

Beweis. Nach Hilfssatz 3.0 gestattet $(#) die Darstellung (3.4), 
wobei jf(t) dd(t) existiert. Ist J / (0 dd(t) = c, so ist der Hilfssatz bewiesen, 
wenn wir 

__ id(x)IX(x) + s(0) + c für 0 ^ x ^ 1 

1<5(#)M(#) ^ u r a? > 1, 

«(0) + Іf(t) dд(ł) — þ(0) + c] a; füг 0 Ś Ï < 1 

(f(t)dð(t)—c für ж > 1 
г>(#) = 

setzen. 
Mit Hilfssatz 3.1 ergibt sich — analog wie Satz 2.1 mit Hilfssatz 2.1 — 
Satz 3.1. Genügt die Funktion X(x) den Voraussetzungen (3.1) und (3.2), 

und ist X(x) a(x) = o(l) eine TB für das Verfahren V im engeren Sinn, 
so ist d(x) = o(l) eine TB für V. 

Ganz ähnlich beweist man 
Satz 3.7. Genügt die für x > 0 definierte, positive, stetig differenzierbare 

Funktion X(x) den Voraussetzungen 

x =0(1) , ^ 1 = 0(1), 
X(x) v " X(x) 

und ist X(x) a(x) = o(l) eine TB für das Verfahren V im engeren Sinn, 
so ist d(x) = o(l) eine TB für V. 
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