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UBER UMKEHRBEDINGUNGEN IN DER
LIMITIERUNGSTHEORIE

WEeERNER MEYER-KONIG UND HUBERT TIETZ
Herrn O. Bordwka zum 70. Geburtstag am 10. 5. 1969 gewidmet

Eingegangen am 29. April 1969

1. EINLEITUNG

Wie in [5] kniipfen wir an den folgenden Satz an (vgl. [4], [3, S. 1038]):
Satz 1.1. Ist V ein permanentes, additives Verfahren zur Summierung

unendlicher Reihen ), an, mit komplexen Gliedern, und ist na, = o(1)
n=0

Jiir n — oo eine Tauber-Bedingung fiir V, so ist auch Z kag = o(n) fiir

n — oo eine Tauber-Bedingung fir V.

In Fortsetzung der Untersuchungen in [5] gehen wir — allgemeiner
als in Satz 1.1 — von Tauber-Bedingungen der Form Aua, = o(1)
aus und schlieBen auf Tauber-Bedingungen der Form §, = o(1), wobei
die Folge {d,} aus der Folge {Ana,} durch Transformation mit gewissen
speziellen Dreicksmatrizen hervorgeht. Dabei ziehen wir neben o(1)
auch O(l) sowie die Bedingungen ,,Ana, konvergent'‘ bzw. ,,6, konver-
gent’ in Betracht. Einige unserer Ergebnisse iibertragen wir von
Folgen auf Funktionen. Alle unsere fritheren Resultate sind in den
jetzigen Sétzen als Spezialfille enthalten.

Zur Illustration erwidhnen wir gleich hier einige einfache Anwendungen.
Fiir das Abel-Verfahren ist ,,na, konvergent“ eine Tauber-Bedingung.
(Sind némlich die a, unter dieser Voraussetzung reell, so strebt entweder
na, — 0 oder aber besitzen die a,, von einer Stelle an einerlei Vorzeichen.)
Aus Satz 2.3 (oder Satz 2.9) folgt damit ganz leicht, daB, §, konvergent‘

— mit §p =(n +1 Z kay — eine Tauber-Bedingung fiir das Abel-

Verfahren ist. Beka.nn’ohch ist 0, = O(l) — mit denselben §, wie
soeben — keine Tauber-Bedingung fiir das Abel-Verfahren. Anders
liegen in dieser Hinsicht die Verhéltnisse bei den logarithmischen Ver-
fahren 1 und L (vgl.' die in [5,S. 210] angegebene Literatur). Es ist
annlog n = O(1) eine Tauber-Bedingung fiir L. Nach Satz 2.6 (oder
Satz 2.12) folgt hieraus, dafl’ die schwéichere Bedingung

n
Y agklogk =O0()  (n— o)
1=



178

ebenfalls eine Tauber-Bedingung fiir L ist. Weitere Anwendungen finden
sich in Nr. 2. Z. B. ergibt sich fiir das Borel-Verfahren die von Karamata
angegebene Tauber-Bedingung

i o (el™) (n — o0).

Tr=

Wir schreiben (in Nr. 2) X fiir Z (in Nr. 3) { fiir | oder fiir | .
0 t=0
Tauber-Bedingung wird ab jetzt mlt TB abgekiirzt.

2.SUMMIERUNG VON REIHEN

Die betrachteten Summierungsverfahren V seien permanent und
additiv. Der Folgenindex n soll — wenn nichts anderes gesagt ist —
die Zahlen 0, 1, ... durchlaufen. Es seien

2.1) A={},  p={pn} ¢={n}

komplexe Zahlenfolgen mit hdchstens endlich vielen Nullen, so daB
wir — wie der Beweis der Sédtze 2.1 bis 2.12 zeigt — o. E. d. A. annehmen
diirfen, daB alle Folgenglieder von Null verschieden sind. Bei festen
Folgen (2.1) setzen wir fiir n =1, 2, ...

i qn—1
= l, ) = ’
Jn =Ia(4, D, q) Prin
1 1
== }'9 ) = }' - ’
gn = gn(4, P, 9) = Angn (p,,)m Pn+l}~n+1)
hn = hn(p, @) = 2201
DPn

und ferner
R = lefn _fn+l I .

Weiter sei — bei vorgegebener Reihe X a, —
1 n
(2.2) On = 6a(A, 0, 9) =— Y, prhrox.
dn k=o
Die Symbole o(1) und O(1) sollen sich auf n — oo beziehen. Wird eine

Folge betrachtet, so schreiben wir statt ,konvergent fiir » — oo
kurz ,.konvergent‘ oder ,,.konv*‘.
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Nach (2.2) ist fiir n = 1

qn In-1
2.3 Aty = — Oy — On_1-
(2.3) nln Pn n on n-1

Hieraus erhalt man

@4 an =00 b =bmt o fir mz
n

oder auch

(2.5) an = gndn + (fn410n — fubn_1) = b2n + €20 fir =n 2 1.

An
Wir fithren noch die Symbole T, (o), T,(k), T,(0) (v = 1,2) ein.

T, (o) soll heiBen: Anb,, = o(1) und Y’ ¢,, konvergent,
n=1
0
T.(k) soll heiBen: {A,b,,} konvergent und Z ¢,n konvergent,
n=1
o0

T,(0) soll heiBen: Agb,n = O(1) und Y’ ¢, konvergent.

n=1

Unter Bezug auf (2.4) und (2.5) erhalten wir zwolf Hilfssitze, die
wir in einer Tabelle zusammenfassen. Jeder Zeile der Tabelle entspricht
eine Aussage der folgenden Bauart: Geniigen die Folgen (2.1) den Vor-
aussetzungen A und erfillt die Folge {a,} die Bedingung C, so gestatten
die a, eine Zerlegung (2.4) (in den Hilfssitzen 2.1 bis 2.6) oder (2.5)
(tn den Hilfssdtzen 2.7 bis 2.12) mit D.

Hilfssatz: A C D
2.1. 2 =0(), R < n = o(1) T'(0)
2.2, hp = o(1), R < oo {6x} konv. T (o)
2.3. {hn} konv., R < o {6n} konv. T (k)
24. hn =0(), R < © {0n} konv. T:(0)
2.5. n=0(1), R < 0, fa = o(1) 8n = O(1) T(0)
26. By =0(), R < oo, fn = o(l) dn = O(1) T4(0)
2.7, gn = O(1), fn = O(1) On = o(1) T'3(0)
2.8, gn = o(1), {fa} konv. {0n} konv. T0)
2.9. {ga} konv., {f»} konv. {0a} konv. T.(k)
2.10. gn = O(1), {fa} konv. {da} konv. T0)
211. gn = o(1), fua = o(1) n = O(1) T0)

2.12. gy = O(1), fa = o(1) - 6a=0() T,(0)



180

Die Beweise ergeben sich unmittelbar. Zum Nachweis der Konvergenz

von Z ¢ (v = 1,2) verwende man bei den Hilfssdtzen 2.1 bis 2.6 die
n=1

. Kriterien von du Bois-Reymond und Dedekind.

Mit diesen Hilfssitzen beweist man nun leicht folgende zwolf Sétze,
die wir wieder in Form einer Tabelle anschreiben. Dabei enthilt diesmal
jede Zeile der Tabelle einen Satz der folgenden Bauart: Geniigen die
Folgen (2.1) den Voraussetzungen A, und ist B eine TB fiir V, so st
auch C eine TB fiir V.

Satz: A B C

2.1. = O(1), ntn = o(1)  On = o(1)
2.2, hy = o(1), Ann = o0(1)  {6n} konv.
2.3. {hn} konv. {Ans} konv.  {dp} konv.

R <
R <
, R <
24. hy, =0(1), R < Anan = O(1)  {6,} konv.

R <

888888

2.5. hy = o(1), , fa =o0(1 Any = o(1) 0n = O(1)
2.6. hp =0(1), R < o, fr =0(1 Ay = O(1) 6, = 0(1)
2.7. gn = 0(1), fu = 0(1) Antty = o(1) 0n = o(1)
2.8. gn = o(1), {fa} konv. Ity = 0(1)  {0s} konv.
2.9.  {ga} konv., {fa} konv. {Anan} konv. {0} konv.
2.10. g, = O(1), {fn} konv. Antty = O(1)  {d,} konv.
211 gy =o(l) fu=0(1) - Mnan=o(l)  dp = O(1)
2.12. g, =0(), fa =o0(1) Anon = 0(1) 6, =0(1)

Die Beweise dieser Sitze laufen alle gleich. Es soll deshalb nur der
Beweis von Satz 2.1 angegeben werden. Wir nehmen an, V sei ein Ver-
fahren mit A,a, = o(1) als TB. Weiter sei V-X a,, = s und — bei festen
Folgen (2.1) mit &, = O(1), R < 00 — §, = o(1) erfiillt. Zu beweisen
ist Z ay = s. Nach Hilfssatz 2.1 gestatten die a, eine Darstellung (2.4)

mit Azb;, = o(1) und Z ¢1n konvergent. Ist Zc;m = und setzen wir
m=1

nach by = @ + ¢, 1o = —¢, so haben wir fur alle a, die Darstellung

an = bin + cipmit Aphip =0 1) undz om = 0 .
AuswV-Z an =8 unl V- Y, (—cim) =0 folgt V—Z bm = s. Daraus
schheBt man auf X bm s, was dann X a, ='s* zur Folge hat.

Wie schon oben bemarkt, gelten die Sitze 2.1. bis 2.12 auch dann,
wenh ‘endlich viele Glieder der Folgen:(2.1). vetschwinden. Bei den
Folgen{fn},{gn}, {hn}, {02} sind d2nn moglicherweise e einige Anfangsglieder
nicht definiert, was sich aber auf Bedingungen .wie z. B. h, =0(1)
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nicht auswirkt. Bei der Bedingung R < oo ist gegebenenfalls mit der
Summation erst bei einem spéteren Index zu beginnen.

In den Sdtzen 2.1 und 2.7 sind die Resultate aus [6] — soweit sie
die Summierung von Reihen betreffen — als Spezialfille enthalten.

Die obigen Hilfssitze zeigen, wie man auf einfache Weise Verall-
gemeinerungen der Sitze 2.1 bis 2.12 gewinnen kann. Die Inverse der
Transformation, welche die Folge {Ana,} in die Folge {ds} iiberfiihrt,
ist gegeben durch eine Bandmatrix mit zwei Diagonalen [siehe (2.3)].
Allgemein sieht das so aus:

(2.6) Anlly = “nna:t + “nm_lé;—l (n = 1).

Analog zu (2.4) und (2.5) erhalten wir hieraus fiir n = 1

(2.7) an = hy0p/dn + fu(0y — 0n1) = bin + Cins
(2.8) an = gnOn/An + (far10y, —frdu1) = b3n + 20,
mit
f:: = _}nin_l » g:, = (_a”n %M) }my k:z = Otun + Xp,m—1-
n n n4+1

Lassen wir die Sterne weg, so kann die obige Satz-Tabelle wértlich
fiir diesen Fall iibernommen werden, wenn wir jede ihrer Zeilen folgender-
massen interpretieren: Geniigen die Folgen A, {atnn}, {otn,n_1} (0 = 1,2, ...)
den Voraussetzungen A — wobei noch R sinngemdf von oben zu ibernekmen
ist — und ist B eine TB fiir V, so ist auch C eine TB fiir V.

Ist die Inverse der Transformation, welche die Folge {i,a,} in die
Folge {,} iiberfithrt, durch eine Bandmatrix mit mehr als zwei Diago-
nalen oder — noch allgemeiner — durch eine Dreiecksmatrix gegeben,
so lassen sich dhnliche Satze aufstellen.

Wir behandeln ein Beispiel zum Fall (2.6). Es fiihrt auf ein Resultat,
das uns als Verallgemeinerung des Satzes 1.1 in einem Brief (Datum:
6. Dezember 1967) von Herrn D. Leviatan mitgeteilt wurde und mit
seiner freundlichen Erlaubnis hier — in geringfiigiger Modifikation —
wiedergegeben sei. (Unabhéngig davon stieB von einer anderen Seite
her auch Herr M. Stieglitz [6] auf dieses Ergebnis.) Mit der Folge {x}.
von der wir jetzt A = 0, A, % 0 fiir n = 1, 4, £ —1 fiir n = 1 voraus-
setzen, bilden wir die Ausdriicke

n 1 -1
du = I1 (1 +T) m=12.k=1,..n).
m=k m
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Setzen wir

n
(2.9) 8 =0, =Y dumax fir a1,
k=1

so gilt der Satz: Ist Ayan = o(1) eine TB fiir V, so ist auch 6, = o(1)
~ eine TB fiir V. Aus (2.9) ergibt sich ndmlich

Anan = (}.n + 1) 671, ——lnan_l. f:t = ]., h:‘ =1 fur n g 1,

und wir erhalten das soeben formulierte (im Gegensatz zu [5, Satz 2.1]
z. B. auch 1, = V'n, zulassende) Resultat von Leviatan aus dem — im
Anschlul an (2.6) angegebenen — Analogon zu Satz 2.1.

Wir geben eine Anwendung der Sitze 2.1 und 2.4. (Das gleiche Er-
gebnis wiirden auch die Sitze 2.7 und 2.10 liefern.) Fiir das Borel-Ver-
fahren B, (vgl. Zeller [8, S. 134]) ist

n

(2.10) eVm Y elFap =o(1)
k=o0

eine TB (Karamata [2, S. 11]). Mit Satz 2.1 zeigen wir allgemeiner:
Ist Vn an = o(1) eine TB fiir V, so ist auch (2.10) eine TB fiir V. Dazu

haben wir —mit 2 = {|/n}, po = 0, pn = eV" [|/n fiir n = 1,g ={el"} —
die Bedingungen A von Satz 2.1 zu verifizieren. Dabei ergibt sich

hy, = 0O(1), a1l fiir % — 00, also R‘< 0.

Da auch die Bedingungen A von Satz 2.3 erfiillt sind, gilt weiter der
Satz: Ist ,,Vn @y, konvergent“ eine TB fiir V, so ist auch

_n
(2.11) eI Y V¥ i, konvergent
F=o

etne TB fiir V. Insbesondere ist (2.11) eine TB fiir die permanenten

Kreisverfahren (vgl. Zeller [8,8. 140]), da fiir alle diese Vn an = 0(1)
eine TB ist.
Eine Folgerung aus Satz 2.2 (bzw. 2.1) ist der Satz: Ist 4, = o(n)
[bzw. O(n)] und Ana, = o(1) eine TB fiir V, so ist
1 n

r £ o ommrgent . o)

eine TB fiir V. Zum Beweis nehme man p, = n/i,, ¢o =n + 1. Mit

An = V'rT erhalten wir hieraus z. B. eine von Jakimovski [1, Theorem 2]
angegebene TB fiir By.
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3. LIMITIERUNG VON FUNKTIONEN

Die Sidtze der vorigen Nummer lassen sich auf Verfahren zur
Summierung uneigentlicher Integrale iibertragen. Wir arbeiten, wie
schon in [5], mit permanenten, additiven Verfahren zur Limitierung
von Funktionen s(x) der Klasse BV, unter dem Gesichtspunkt x — co.
Dabei soll die komplexwertige Funktion s(x) zu BV gehoren, wenn
sie fiir ¢ = 0 definiert und fiir jedes¢ > 0in 0 < z £ ¢ von beschrankter
Variation ist. Die komplexwertige Funktion a(x) gehore zur Klasse L,
wenn sie fiir # 2 0 definiert und fiir jedes¢ > 0in 0 < x < ¢ Lebesgue-
integrierbar ist. Liegt ein Verfahren V und ein a(x) € L vor, so soll

[a(x) de = s(V)

heiflen, daBl V-lim s(z) = s ist, wobei

s(x) = fa(t) d¢ fiir x

0

1\%

0

gesetzt ist. Bei gegebenem V verstehen wir unter dem Verfahren V
im engeren Sinn das vorstehend definierte Verfahren zur Summierung
uneigentlicher Integrale | a(x) dx mit a(x) € L.

Wir beschrinken uns auf die Herleitung eines Analogons zu dem
Spezialfall von Satz 2.1, der aus Satz 2.1 fiir positive An, pn =1, ¢, =
=n 4+ 1 entsteht, und geben ohne Beweis ein Analogon zum ent-
sprechenden Spezialfall von Satz 2.7 an. »

Es sei A(x) stets eine fiir x = 0 definierte, reelle, positive, stetige
Funktion. Ferner sei — im Hinblick auf Satz 3.1 —

(3.1) Mzx) € BY
und die (fir # = 0 erkldrte und stetige) Funktion
z+1
flx) = @)
in 0 £ x < o von beschrinkter Gesamtvariation, wofiir wir kurz
3.2) R = j' | df(t) | < oo

schreiben. Bei vorgegebenem s(x) € BV sei

0,

v

(3.3) a(x)=—x—jr—l f M) ds)  fur e
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wobei das auftretende Integral als Riemann-Stieltjes-Integral zu
verstehen ist. Wegen der Stetigkeit von A(z) ist d(x) € BV.

Hilfssatz 3.0. a) Durch (3.3) ist — bei gegebenem 6(x) — die Funktion
s(x) fiir x 2 0 bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmi.

b) Bet gegebenem 6(x) € BV mit 6(0) = 0 wird (3.3) durch die (fiir
x = 0 existierende) Funktion

x 6 t x
(3.4) @) = [+ 500) + [ 110 ast
[8(0) beliebig gewdhlt und dann festgehalten] identisch in x (x = 0) erfiillt.
¢) Ist R < o0, a(x) € BY und a(x) = o(1), so existiert
(3.5) [ £(t) da(?).
Beweis. a) Zu zeigen ist: Aus ]il(t) ds(?) =0 fir = 0 folgt s(x)

x
konstant fir z = 0. Wir setzen 7'(x) :fl(t) ds(t). Dann ist T(z)= 0

o
fir z 2 0. Ist S(y) die totale Variation von s(z) in 0 £ z < y, so gilt
bei festem b > 0 fiir die totale Variation V(b) von T(x) in 0 £ 2 < b
die Beziehung

b
(3.6) 0= V() = 1) | dS()

(vgl. Widder [7] S. 20, Theorem 12). Wegen 0 < d < | A(t) | fir ein
festes d und alle ¢ aus 0 < ¢t < b folgt aus (3.6)

b
fas() = 8) =o.
Somit ist s(z) konstant in 0 < 2 £ b. Da b > 0 beliebig war, ist s(z)

konstant fiir x = 0.

b) Die nach (3.4) gebildete Funktion s(:é) gehort zur Klasse BV.
Wir erhalten mit ihr

f A(t) ds(t) = f A(t)d{ f -ﬁ—(‘% dy} + f O f 1) a3}

Nach (3.1) ist d(%)/A(y) € L. Also ergibt sich

fa sy = o a + §e +1)d80) = (@ + 1) (2).
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c) Wegen R < oo konvergiert f(x) fiir z — co, also geniigt es, die
Existenz von j a(t) df(t) zu beweisen. Dabei diirfen wir o. E. d. A. noch
voraussetzen, daf f(x) monoton wichst. Es sei | a(z) | £ M fiir ein
M > 0 und fiir alle z = 0. Zu einem gegebenen ¢ > 0 wihlen wir z; =
= xo(¢) 8o, daB f(x;) —f(z1) < ¢/ M fiir 2y < z; < x, ist. Dann ist

| [t afe 1 s 2 fage < .

Aus Hilfssatz 3.0 erhalten wir folgenden, dem Hilfssatz 2.1 — bei
obiger Spezialisierung von p und ¢ — entsprechenden

Hilfssatz 3.1. Geniigt die Funktion A(x) den Voraussetzungen (3.1) und
(3.2), und erfillt die Funktion s(x) € BV die Bedingung J(x) = o(1),
s0 gestattet s(x) eine Zerlegung

(3.7 s(x) = u(x) + v(x) (xz = 0)

mat

(3.8) wz) = o) &,  ba)eL,  A@)b() = ofl),
(3.9) ° oz)eBV, w@) = o(l).

Beweis. Nach Hilfssatz 3.0 gestattet s(x) die Darstellung (3.4),
wobei | f(t) dé(t) existiert. Ist | f(t) dd(t) = ¢, so ist der Hilfssatz bewiesen,
wenn wir
ba) = (z)[/A(x) + 8(0) + ¢ fiir 0sz2z=1

T @) /Ax)  fir x> 1,

ls(O) + ff(t) dé(t) —[s(0) +c]lx fir 0<z<1
v(x) =1, °
l_ff(t) dé(t) —c¢ fir =x>1

setzen.

Mit Hilfssatz 3.1 ergibt sich — analog wie Satz 2.1 mit Hilfssatz 2.1 —

Satz 3.1. Qeniigt die Funktion A(x) den Voraussetzungen (3.1) und (3.2),
und ist A(z) a(z) = o(1) eine TB fiir das Verfahren V im engeren Sinn,
s0 8t 6(x) = o(1) eine TB fiir V.

Ganz dhnlich beweist man

Satz 3.7. Geniigt die fiir x 2 0 definierte, positive, stetig differenzierbare
Funktion A(x) den Voraussetzungen

r zA'(z)
Ma) Alz)

und ist A(x) a(x) = o(1) eine TB fiir das Verfahren V im engeren Sinn,
80 18t 8(x) = o(1) eine TB fiir V.

o), = 0(1),
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