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NACHWEIS PERIODISCHER LOSUNGEN IN NICHT-
AUTONOMEN SYSTEMEN MIT HILFE
DES BROUWERSCHEN FIXPUNKTSATZES

Rowrr REeissic in Saarbriicken
Herrn Prof. Dr. Otakar Borivka zu seinem 70. Geburtstag gewidmet
Eingegangen am 1. Juni 1969

Im folgenden befassen wir uns mit einer Vektor-Differentialgleichung
(1) x' = F(t, =),
deren rechte Seite in ¢ w-periodisch ist:
F(t + o, x) = F(t, x).

AuBerdem sei F fiir alle x € B, und ¢ € R, definiert und stetig, und die
Losungen «(t, ¢) [x(0, ¢) = ¢] der Gleichung (1) sollen in ihrem Existenz-
intervall ¢ > 0 eindeutig bestimmt sein sowie von den Anfangswerten ¢
stetig abhdngen.

Wir suchen Existenzbedingungen fiir w-periodische Losungen (d. h.
fiir harmonische erzwungene Schwingungen) und nehmen zu dem
Zweck eine passende Zerlegung der Funktion F vor:

F(t, x) = A(t) x + g(t, x)
[A(t + w)= A(2), g(t + o, x) = g(t, x); A(t), g(t, x) stetig].

Dabei soll die homogene lineare Gleichung

y =A@y
als einzige w-periodische Losung die triviale besitzen. Ist Y(f) die
Fundamentalmatrix mit Y(0) = E (Einheitsmatrix), so bedeutet diese
Forderung:
E — Y(w) nichtsingulér.
Wir setzen:
[(E—Y(w) =M, Max [Y()Y )| =K.
0sr=stzw

Die Losung des Anfangswertproblems bei der Gleichung (1) konnen

wir jetzt in der Form

(2) x(t, ¢) = Y(t) c + f Y(t) Y-1(z) g(z, (7, ¢)) dr
0
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darstellen. Fiir die w-periodischen Losungen geniigen die Anfangs-
werte ¢ der Gleichung

“(3) ¢ =¥(c) = (E —Y(0))! | Y(w) Y-1(t) g(t, x(t, ¢)) dt;
0
umgekehrt ist jede Losung x(t, ¢), die iiber dem Intervall [0, w] existiert
und deren Anfangswert c¢ der Beziehung (3) gehorcht, w-periodisch.
Demnach bietet sich fiir unsere Aufgabe der folgende Losungsweg an.
a) Solange die Losungen x(f, ¢) mit |¢| =p€[0, P), P £ o0 im

Intervall 0 £ ¢ £ w existieren, leitet man eine Abschitzung

t
4) (_)[ | g(z, x(7, €)) | dr < G(o)

[G(p) positiv und monoton wachsend]

her.

Beriicksichtigt man die Darstellung (2), so erkennt man unmittelbar,
daB diese Loésungen bis ¢ = w fortsetzbar sind. Im Phasenraum R,
wird dann die Sphire Sp(0 £ ¢ < P) durch die Transformation &
von Gleichung (3) stetig in R, abgebildet.

b) Man stellt die Bedingung auf:

(5) Gloo) S 37

fir wenigstens einen Wert g, € (0, P).

Dann wird die Sphére S,,B(O < o £ o) in sich selbst abgebildet,
ﬁ(gﬂo) < Sqo;
denn fiir die davon ausgehenden Lésungen schétzt man ab
| 9e) | < KMG() S KMGl(oo) < o-

Auf Grund des Brouwerschen Fixpunktsatzes enthilt diese Losungs-

schar wenigstens eine w-periodische Losung, fiir die
e = J(c)

gilt.

Im Falle KMG(go) < go gibt es jedoch keine w-periodische Losung
mit einem Anfangswert vom Betrage go.
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Um die grundlegende Abschitzung (4) zu erhalten, unterwerfen
wir das Zusatzglied g(¢, x) folgenden Bedingungen [die im Sonderfall
g(t, x) = h(x) 4+ e(t) von vornherein erfiillt sind]:

(6) | g(t, x) —g(t,0) | = p(t) q(] = |)

[p(?), q(r) stetig; g(r) mit ¢(0) = O streng monoton wachsend];

(0]

| p(t) dt = o,
0
OJ lg(t,0)|dt =wgo >0  (wgoK = a).

Bemerkung. Wire go = 0, so besdBle die Gleichung (1) die triviale
Losung als w-periodische Losung; mit unserem Beweisverfahren kénnten
wir aber nicht entscheiden, ob es auch nichttriviale w-periodische
Losungen gibt.

Wir definieren nun fiir ¢ < r << 4+ oo die Hilfsfunktion

,
du
r) = e
oo f q(w)
und verlangen
o

du
(7) Qo _fq(—u) > wkK.

a

Die Umkehrfunktion r = @~1(s) ist dann fiir 0 £ s < @@ £ r < 00)
definiert.

Auf Grund der Bedingung (7) kann man zu jedem r € [a, b), wobei
Q(b) = Qo — wK ist, ein ¢ = o(r) > 0 derart bestimmen, daB

Q1 + 0)r) —Q(r) = wk.

Die Funktion ro(r) ist monoton zunehmend, da @'(r) = ~q(lT) abnimmt.
Der Fall @y = oo (d. h. b = o0) liegt z. B. vor, wenn fiir » = R (hin-
reichend grof3)

qg(r) £ Lr (In7r) (In27) ... (In™ r), L>0
[m = 1 ganzzahlig, Inl7 =In7, In#tlr = In (In# r) fiir g = 1]

gilt; dann wird ndmlich
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Q(r) —Q(R) = -}; f [ (In w) ... (In™ u)]-1 du

n™ r
__._1 (1m3) (r — o)
[~—— (Inttiy) = (In“u)~1 _‘L (ln”u)] .
du du

Der Fall @ < o (d. h. b < o) liegt z. B. vor, wenn fiir » 2 B
q(r) = Lritm (m > 0)
gilt; dann wird

Q0 — Q) 5 4 [ wm du = — o e
R

_ L (B 1
—mm{“7}<mm~

1. ¢(ry=Lr;a > 0,b =

Beispiele.

oK = ‘}7 In (1 + 0), o(r) = e*KL — 1 (konstant)

2.9r) =Lrtm (0 <m < 1);a >0, =00

o= [ - ()
K——-~—{(l + o)m —1},

mwKL

o‘(?‘)=(l+ ) —1 =0 fiirr > o0

(monoton abnehmend)
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3. gy =Lrlnr;a >1,b =0

Q) = _11_: = (lnr)

Ina

1, M +a)r
wK——Tln( Inr )

o(r) = exp [(e?XL —1)In»] —1 — oo fiir r > ©

(monoton wachsend)

4. g(r) = Lrtim (m > 0);a4 > 0,0 < ©

%0 = ({5

1
— 4 -1/mY,
Qo o > wK (e < [mwKL] )

Dann wird
1 a\m
- {2)Y = — -1/m,
mLam (b) wK, b = [mwKL)
Fiir @ £ r < b erhilt man

L
m.Lym 140

o(r) = (1 —mwKLrm)-ym —1 — oo fir r > b
(monoton wachsend)

Eigenschaften der Funktion o(r).

(A) Ist Qo < o (d.h. b < ), so gilt o(r) - o fir r — b.
Sei némlich C > 0 beliebig gro und

0 < & < Min [Qo — Q((1 + C) b), Qo — wK];

dann wahlt man einen Wert ¢ mit

Q-1Qo— 0K —e) Sr <b.
Man errechnet '

QL+ 06)r) =Q(r) + oK 2 Qo—e>Q((1 + Q) b),
1+a>u+m%>1+aaﬂ>a

(B) Fiir a < r < b ist die Funktion g(r) stetig und stetig differenzierbar.
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Man wihlt einen Wert bg € (a, b) und setzt @(bo) + wK = Q(Bo); es sei a <

S <1 Zbo, ¢ = 0(r'), 6" = o()a < (1 +0)r < (1 + a") < Byl

Aus
QUL + 0" ") — QL + o) ') = Q) —Q(r)

folgt

Q4o —A+a)r =7

q(n) )
mit,
A+oNVr<np<A+0)r, r<E<r; &mnela, Bl

Also gilt

o — oy = ( 9B 1) .

q(a)

die Funktion r¢(r) und daher auch o(r) ist im Intervall [a, bo] stetig.
Ist nun " < r < ¢, so wird fir +" —7" - 0

o' —da'r  qln) d _ a1 + o))
= Tl T a0 = Ty b
do(r) 1+ G{ o((1+a)r) _q_(r_)}
dr g7 1+o0)r r |

Hieraus erkennt man:
(©) Istﬁi’—)fﬁr r = R, R e [a, b) monoton, so ist o(r) fir R <7 < b im gleichen
Sinn monoton.
(D) Aus lim 1(1 =y £ + oo folgt lim g(r) = ewrK — 1.
r>o T r->b
i)y = ©
Wenn @ < o (d.h. b < ) ist, dann wird [vgl. (A)] lim o(r) = co.

r—
Sei nunmehr Qo = oo (d. h. b = ), C > 0 beliebig gro vorgegeben.
Fir r = R = a erhilt man

@) o _In+0
r oK
und daher auch
(1+o0)r : a1+ a)rd
w u 1
K = —_——= — =
ok=[ frse [ Se=gmata

r r

In(1 4+ 0) = wKC’ =1In(l + C), o(r) = C.
i) y < o
Dann istq—(?na.oh oben beschriinkt, so daB (wie oben gezeigt wurde) @ =

= © (b = o) ausfillt.
Es sei ¢ > 0 beliebig klein vorgegeben, und fir r = R, gelte

1
<& = —In(1 4 g e~wyK);

oK

q(r)
- 7
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dann erhilt man weiter

1+ o)r
du >ln(l + U),

u
K = —_— =
@ f (q(u)) w = yte

r
0 < ewrK ek —1 = (ewrE —1) + &
Im Falle y = 0 schlieBt man sofort, da8

lim o(r) = 0.
-+

(Dieser Fall ist beispielsweise dann gegeben, wenn ¢(r) = g, fiir r — 0.)
Im Falle y > 0 wéhlt man

g < ew’K (ewyK —1),d.h.¢’ <y
und erhilt wie zuvor
In(l1+o0),.

oK £ ——————firr = R,
y—E¢

also
g = eorE e~0Ke — 1 = (ea7K — 1) —owrE(l —e-wK¢&') > (eorK —1) —¢

[ew7E (1 —e-wKe') < ew7K (ewKs — 1) = ¢].
Damit ist die Behauptung in allen Fillen bewiesen.

Wir kehren jetzt zu den Teilen a) und b) unseres Losungsweges
zuriick. Aus der Losungsdarstellung (2) leiten wir folgende Abschétzun-
gen her (solange im Definitionsintervall 0 < ¢ < o gilt):

t
|x(t, )| = r + Ki[p('r) q(| x(z, ¢) ) dx
(r =Ko + a),

t
ol =, e) ) < g(r + Kgp(f) q(| #(z, €)]) dv),

d ¢ '
G + X [ 2@) a0l =(5, o)) dv) S Kp(o),
¢ t
Qr+K (5) 2(v) ¢(| =(z, ¢)]) dz) = Q(r) + K g p(r) dr. )
Den Anfangswert ¢(| ¢ | = g) unterwerfen wir der Einschrinkung

r—Ko+a<b dh 9<P=b;“,
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8o daB
Q(r) + oK < Qo

wird.
Dann erhalten wir weiter

2
| x(t, e) | = 7 + Kgp(f) q(| x(z, )|) dz

t
2 QR + K 5 p(7) dr]

(Anwendung des Gronwall-Bellman-Biharischen Lenmas, vgl. Vlasov [4]).
Schétzen wir hiermit

5 | &(, 2(z, €)) | dz
ab, so ergibt sich

Kjlg(r, (r,0) | dr < a +ij(r q{Q“[Q + K [ p() ad} dr =
—a+ - @00) + K fp9) a0 dr =

¢
=a + Q'[Q(r) + K(gp(f) dr] —r < a + Q7Q() + wK] —r =
=a -+ rg(r)

monoton wachsend in r € [a, b) bzw. in g € [0, P). Damit ist die Be-
ziehung (4) mit
a + ro(r) — A(r)
o0 =—% =i

realisiert, wobei die Hilfsgroe
A(r) = {1 —EMo)r — (1 + KM) o)

eingefiihrt wurde. Die Bedingung (5) erfiillt man, indem man fordert:
(8) : A(ro) 2 0

fiir wenigstens einen Wert 7 € (@, b); man hat dann

—a
Q=" €(0,P)

zu setzen.
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Bemerkung:

Die Bedingung (8) 1aft sich nur dann verwirklichen, wenn es Werte
r> (1 + KM) a mit
1
a(r) < &
gibt.

Zusammenfassend erhalten wir den

Satz. Die Differentialgleichung
x' = A(t) = + g(t, x),

deren rechte Seite in ¢ o-periodisch sei, lat wenigstens eine nichttriviale
w-periodische Losung zu, wenn fiir die Fundamentalmatrix Y(¢) [Y(0) = E] der
homogenen linearen Gleichung

= A()y

E — Y(w) nichtsingulir [| (E — Y(w))"'| = M, Max |Y(t) Y(7)| = K]
0s:st=0

ist, und wenn das Zusatzglied g(¢, x) die Eigenschaften besitzt:

| g(t, x) —g(t, 0) | = p(®) q(| = |)

[q(r) mit ¢(0) = 0 monoton wachsend, j p(t) dt = w],
0

(0]

I»’f|g(t,0)|dt=a>0,
0

(140 r

du .
— = wK
q(u)

mit wenigstens einem Wert r > (1 + KM) a, fir den

9) {1 — (1 + KM) }

1
a——o(r)~KM

ausfallt.
Wir fragen nach Spezialfillen, in denen die Voraussetzungen des

Satzes erfiillt sind, und nutzen dazu die oben erliuterten Elgenschaften
(A)—(D) der Funktion g(r) aus. :
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Zusatz 1. [vgl. (D)]

Die grundlegende Forderung (8) bzw. (9) kann allein durch Wahl
geniigend groBer Werte r realisiert werden, wenn

im 30) _ ! L
(10) fim = “”<'512‘“(‘+KM
gilt.
Dann wird ndmlich
1
1 — ow?yK ___ —
}Lrg o(r) = ew? 1 <KM’
also firr 2 R, -
1
<
0<o(r) = A

Hieraus folgt
KA(r) =2 nKMr — (1 +~ KM)a

und damit die Beziehung (8), wenn wir sogar

1+KM a}

r 2 Max {Rn, KM v
n

vorschreiben.

Die fiir die Existenz w-periodischer Losungen hinreichende Bedingung
(10) ist beispielsweise dann gegeben, wenn

q(r) > go < ®© fir r - o0

(vgl. Conti [1], Ehrmann [2])
oder fiirr 2 a
gry =Lrt-m (0 <m < 1)
bzw.

1 1
glry=1Lr, L < ok In (l + K—‘M)
gilt.
Zusatz 2. [vgl. (C)]

Ist ar) filr » 2 a monoton abnehmend, so kann die Bedingung (8)

o
genau dann erfiillt werden, wenn die Gleichung (10) gilt.
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Zusatz 3. [vgl. (C)]

Ist = q( ) fiir » = @ monoton zunehmend, so ist die Bedingung (9)

nur dann erfiillbar, wenn
(11) o((1 + KM)a) < ==
ausfallt.

Zum SchluB betrachten wir hierzu noch die Beispiele 3. und 4.

1
KM

3. giry=Lrlnr;a >1,b =
Mit der Bezeichnung
e’KL 1 =¢
wird
o(r)y =rc—1.
Im Intervall

a<r<n‘/c(x=l+1—;ﬂ)

suchen wir einen Wert, fiir den A(r) = 0 wird; diese Abschitzung 148t
sich umschreiben in

1+ KM)r —KMritc — (1 +~ KM)a = 0O
oder

@(r) = ur —ritc 2 xa.
Man berechnet

Pry=x2—14+c)rc>0

in einem Intervall r = a, falls

a® <

x
|

_ »® 1/c
"= (1 +c)

erreicht die Funktion ¢ ihr Maximum
xc x \Ve
——] =
1+o (1 T c) < e

[fallsa°S l+c(l+o)]

ist; an der Stelle
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Folglich ist die Existenz einer w-periodischen Losung durch die Be-

dingung
1 c x \Ve
<8 <1 (1 ¥ c)
gewdhrleistet, die nur im Falle
+e
E_icf_)__ <x

(also bei hinreichend kleinem ¢ bzw. L) realisierbar ist.

1
= 1+ M =
4. q(r) = Lritm (m > 0); a > 0, bm oKL
Man hat
1
= — -1/m —
o(r) = (1 —mwKLrm)-1/m —1 < a4
fir
1 —m\1/m
< -
asr< ( mwKL) .
In diesem Intervall suchen wir einen Wert mit A(r) = 0, d. h.
;> (1+KM)ya . xa
= (1 + EKM)— KM —mwKLm)-tm — 5 — (1 — mwKLrm)-t/m’
, .
@(r) = xr — = xa.

(1 —moKLrm)/m =
Die Funktion ¢ wéchst in einem Intervall » > ¢ monoton, wenn

@'(r) =% — (1 —moKLrm)-1tm/m > 0  fir r =a,

d. h.
1 — y—m/(1+m) )1/m

mwKL
sie erreicht an der Stelle 7 = @y ihr Maximum

xao(l — »~m/1+m)),

a'<ao=(

Demnach erhilt man fiir
: < (1 — x-—m/(l+m))(l+m)/m
@= (mwKL)m ’

d. h. bei geniigend kleinem a, wenigstens eine w-periodische Losung.
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Folgerung:
Gilt
g(t, x) = h(x) 4 e(t),
[ k()| = L|x|*™ (m > 0),
E = Max |e(t) |,
[0,]
so wird

o =K [|e(t)|dt < oKE;
0

dann tritt bei Kkleiner Erregeramplitude E stets eine harmonische
erzwungene Schwingung auf.
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