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UBER AUSGEZEICHNETE
TAUBER-MATRIZEN

MICHAEL STIEGLITZ
Herrn O. Bordwka zum 70. Geburtstag am 10. 5. 1969 gewidmet
Eingegangen am 29. April 1969

1. EINLEITUNG
Ausgangspunkt dieser Note ist der folgende Satz (vgl. [5; S. 177]):
,»Ist V ein permanentes, additives Verfahren zur Summierung unendlicher
Reihen Y an mit komplexen Gliedern, und ist
n=0

nay, =o(l)  fiir n — o0

eine Tauber-Bedingung fir V, so ist auch

b _1*_ i kz-:o kaxr = o(1) Jiir 7 —> 00

eine Tauber-Bedingung fiir V*°. Aus einer ersten Tauber-Bedingung (TB)
fir V wird also eine zweite TB fiir V hergeleitet. Schreibt man mit
Hilfe zweier Matrizen T; und T, die erste TB in der Form T1a = o(1) und
die zweite TB in der Form T,e = o(1) und ersetzt man ferner den Aus-
druck Tauber-Bedingung fiir V durch den Terminus T'auber- Matriz (TM)
fur V, so laBt sich der obige Sachverhalt auch so formulieren: aus
einer TM T, fiir V wird eine TM T, fiir V hergeleitet. Die TM T, in dem
zitierten Satz hat eine sehr spezielle Form, nimlich T, = diag {n}.
Das legt nahe, nach Bedingungen zu suchen, unter denen ganz allgemein
von einer vorgelegten TM T, fiir V auf eine neue TM T, fiir V geschlossen
werden kann. Solche Bedingungen werden in Nr. 2 angegeben.

In Nr. 3 werden die gefundenen Ergebnisse auf den Spezialfall T; =
= diag {4»} angewendet. Dabei laBt sich unter gewissen Bedingungen
iiber die Folge {1,} zeigen, daB die neue TM T, T-starker ist als die
alte TM T,. Das soll (bezogen auf den obigen Fall, in welchem die TB
T, und T, vom Typ o sind) heiBen, daB erstens fiir jede konvergente
Reihe X ay, mit Tija = o(1) auch T,a = o(1) ist und zweitens es mindestens
eine konvergente Reihe X a, mit T,a = o(1) gibt, fir die nicht T)a =
= o(l) ist. Dariiber hinaus kann der Fall eintreten, daB T,a = o(1)
ist fiir jede konvergente Reihe X a,. In diesem Sinn ist T, eine aus-
gezeichnete Tauber-Matriz, fir die also gilt: eine V-summierbare Reihe
X a, ist genau dann konvergent, wenn Ta = o(1) ist.
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2. TAUBER-MATRIZEN T, VON ALLGEMEINER FORM

Vorweg seien einige Bezeichnungen eingefiihrt. Ist a = {a,} eine
komplexe Folge und T = (Tnr)ogn k< eine komplexe Matrix, so wird

die Folge { ) Tur@k}osn<o mit Ta und lim Te mit lim Ta abgekiirzt.
K=o

n—»aw
Ist ferner a einer der Folgenrdume co, ¢ oder m, so ist mit o T die Menge
{a : Ta existiert, Ta € a} gemeint. Dabei ist ¢y, ¢ bzw. m der Raum der
Nullfolgen, der konvergenten bzw. der beschrinkten Folgen. Weiter
wird ein Verfahren zur Summierung unendlicher Reihen X a, stets
mit V, der Wert einer V-summierbaren Reihe mit V-lim Se¢ und das
Reihenwirkfeld von V mit V* bezeichnet, wobei S die Abkiirzung fiir
die untere Dreiecksmatrix (spx) mit spg =1 (0 k< n;n =0, 1, ..))
ist. V heiit permanent (null-permanent), wenn aus lim Sa = s (= 0)
stets V-lim Sa = s (= 0) folgt. Schlieflich heiBt V additiv, wenn aus
V-lim Sa = s und V-lim Sb =1¢ stets V-lim S(a + b) = s + ¢ folgt.
Die Einheitsmatrix wird mit E bezeichnet.

Definition 1 (Tauber-Mairiz). Es sei o = ¢, ¢ oder m. Dann wird
eine Matrix T Tauber-Matriz vom Typ o beziiglich des Verfahrens V,
in Zeichen T*, genannt, wenn gilt

V*¥n oT = ¢S mit lim Se¢ = V-lim Sa (@aeV*n oT).

Satz 1. Es sei V ein permanentes, additives Verfahren. Ferner . sei
T = T4, und es existiere eine rechtsinverse Matrixz T mait

(1) Ty(T7la) = a (@ €c).
Ist dann T, eine Matriz, die der Beziehung
(2) Sa = S[T7Y(T.a)] + Ta (@ e V* n cT))

geniigt, so ist T, = T%.
Zusatz: Sind T, und T, untere Dreiecksmatrizen, so folgt (2) aus

(3) S = (ST + E) T;.

Beweis. Sei a € V* 0 ¢T,. Dann ist zu zeigen a € ¢S mit lim Sa =
= V-.lim Sa. Wegen a € ¢T, und der Permanenz von V ist V.lim (—T.a) =
= — lim T,a. Daraus folgt fiir b = T;(T,e) unter Verwendung von (2),
der Additivitdt von Vund ¢ € V*,daBl b € V* und V-lim Sb = V-lim Se —
—1lim Tya ist. Da nach (1) auBlerdem T;b = T,z €c¢, also b e T, ist,
laBt sich die Voraussetzung T; = T¢ auf b anwenden, und man erhdlt
becS mit lim Sp = V-lim 8Sp = V-lim Sa — lim T,a. Wegen (2) ist
daher a € ¢S mit lim Sa = lim Sb + lim T,a = V-lim Sa.
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Analog beweist man den

Satz 2. Es sei V ein null-permanentes, additives Verfahren. Ferner
set Ty = TS, und es existiere eine rechisinverse Matriz T mit

(4) Ty(T7la) =a (@ € co).

Ist dann T, eine Matriz, die der Beziehung

(5) Sa = S[T[1(T.a)] + T (@ e V* n ¢oTy)
geniigt, so ist T, = TS.

Beziiglich (5) gilt derselbe Zusatz wie in Satz 1.
Aus diesen Sitzen ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 1. In Satz1 kann TS durch T¢ (a = ¢ oder m) und T durch
T4 (B = co oder ¢) (sowte ¢ in (1) und (2) durch B) ersetzt werden. In Satz 2
kann TS durch T (o« = co, ¢ oder m) ersetzt werden.

Ist T, eine normale TM, so 1Bt sich die TM T, der Sdtze 1 und 2
explizit angeben.

Folgerung 2. a) Es sei V ein permanentes, additives Verfahren. Ferner
sei Ty = T% («« = ¢ oder m) normal und geniige der Bedingung

(6) W1 (m=0,1,..)
Dann ist T,: =TT, = T8 (B = co oder c) mit
(7) T = (T,81 + E)-

und T, auferdem normal.

b) Es set V ein null-permanentes, additives Verfahren. Ferner set
Ty = T% (¢ = co, ¢ oder m) normal und geniige der Bedingung (6). Dann
ist Tp: =TT, = TS mit T aus (7) und T, auflerdem normal.

Zum Beweis bestdtigt man mit Hilfe bekannter Rechenregeln fiir
Dreiecksmatrizen die Beziehungen (1), (3) und (4) und wendet dann
die Sétze 1 und 2 sowie die Folgerung 1 an.

3. TAUBER-MATRIZEN T, VON DER SPEZIELLEN FORM
T, = diag {Aa}

In Nr. 2 wurde zu jeder TM T¢, die gewissen Bedingungen geniigt,
eine neue TM T% angegeben. Es fragt sich nun, ob fiir jede konvergente
Reihe T a, mit T%a € « auch Téa e B gilt oder gar Tfa e B fiir jede
konvergente Reihe X a,, ist. Das fiihrt zu der
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Definition 2 (Ausgezeichnete Tauber-Matriz). T5 heiBt T-stdarker
als T%, wenn ¢S n aT? < ¢S n PFT% ist. T* heilt ausgezeichnete Tauber-

Matriz (ATM), in Zeichen T*, wenn ¢S = «T* ist.

Da viele bekannte Tauber-Matrizen Diagonalform haben, wird
dieser Spezialfall im folgenden weiter untersucht. Dabei zeigt sich,
daB jede TM T, = diag{4s} auf Grund der allgemeinen Ergebnisse
der Nr. 2 zwangsliufig auf eine neue TM T, fithrt. Diese TM T, hat
schon Herr D. Leviatan (vgl. Meyer-Konig und Tietz [5; S. 181]) ange-
geben. Geniigt die TM T, zudem gewissen (nicht sonderlich einschneiden-
den) Bedingungen, so ist die TM T, sogar eine ausgezeichnete Tauber-
Matrix.

Satz 3. Es set V ein permanentes, additives Verfahren. Ferner sei
T, = diag {Ax} = T% (« = ¢ oder m) mit

8) Mm#0,—1 (n=0,1,..).

Dann 1st die Matriz T, = (t3),

g
9 @ = anl O0O=k=snn=01,..)
0 (sonst)
mat
1 (n=0)
(10) Op = 'nHI (1 +_l.) n=12..)
k=0 y "

a) normal, und es gilt T, = T8 (8 = co oder c).
Geniigt Ty dariiber hinaus den Bedingungen

(11) i 1 _ ool)
n=0| }m I a
und :
12 sup —— —l<w’,
12) ogngw | Oni1 | ¥=0| Ak

so hat T, die weiteren Eigenschaften:

b) Die durch die Beziehung T, = TT; definierte Matrix T ist eine
permanente, normale Matriz.

c) Es ist T, = T (also auch T, = T%).

1) Andernfalls wiire *T;  mT; < ¢S, d. h. T, triviale TM.

2) Die Bedingung (12) folgt i. a. nicht aus (8) und (11), wie das Gegenbeispiel
An = (—1)*(n + 1) zeigt.
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d) Im Fall Lim || < oo ist Ty =T (also auch Ty =T%). Im
Fall o
(13) lim |4, | = o0

Nn=—»0
ist Tgo T-stirker als T? (also auch TS T-stirker als T%).
Beweis. Zu a). Setzt man T, = TT}, so ist T = (7uk),
Ok
(14) Tk = { AkOni1
0 (sonst).
Ausrechnen von (7) und Vergleich mit (14) ergibt nach Folgerung 2a)

die Behauptung.
Zu b). Zunichst wird gezeigt, daf3

O0=k<nn=01,..)

(15) lim | 0| = o0
n—»o0
ist.3) Aus (10) folgt
On
16 = ——r =0,1,..).
(16) el )
Daher ist wegen (12)
n—1

(17) kzolo'kﬂ—“o'kl <Klos| =12 .,;K>0).

Also kann, da nach (8) und (17)

1 . n—l .
0<——=]|o1—o0o| £ lim ¥ |ogyy—ox| <K lim | oy |
| 2o | w50 k=0 o
ist, nicht lim | o | = O sein. Ist aber lim | o, | > 0, d. h. wegen (8)
n—>» o m
(18) lon] 2 L>0 (mn=0,1,...).
so folgt aus (11), (16) und (17)
i’: i ”i’ 1 1 I n_l
= —— = lim —— < — lim Ok — Ok | S
#=0 | An | mk=0|lx|—L”_,wk;olk+l k=

K .
éT_h;mIUnlx

Nn—>co
also (15).
3) DaB aus (8), (11) und (15) nicht umgekehrt auch (12) folgt, zeigt das Gegen-
bespiel {4z} mit A2n = 2n + 1, Aops1 = _2nt? n=0,1,...).

4n + 5
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Nun ist nach Definition T = (tk) mit Tax aus (14). Durch Induktion
zeigt man

n 1
(19) Y T =1—
k=0

On41

(m=0,1,..).

Aus (14) bzw. (19) folgt wegen (15)
n
lim 1 =0 (k=0,1,...) bzw. lim ) o =1,

n—c0 n—wo k=0

also zusammen mit (12) die Permanenz von T [1; Theorem 2, S. 43].
Zu o). Wegen (17) und (18) ist

ool +|0o1—00| 4+ ... +|0on—0n1| <M|on]
(n=12..;M>0).
Zusammen mit (15) folgt daher nach dem Satz von Kronecker (vgl.
[3; S. 131, FuBinote 2]) ¢S < ¢ T% = BTE.

Zu d). Da nach ¢) T, = T4 ist, geniigt es, die Existenz einer Folge
a = {a,} nachzuweisen mit a € ¢S\ mT;. Wegen (13) gibt es eine Folge
{nk} mit
| Ane | > (B 4 1)3 (k=0,1,..).
Man wahle daher
a __{(k—}-l)"2 (n=mng;k=0,1,...)
"o (sonst). '

Analog beweist man mit Hilfe von Folgerung 2b) den

Satz 4. Satz 3 bleibt richtig, wenn man V durch ein null-permanentes,
additives Verfahren, o durch co, ¢ oder m und f durch co ersetzt.

Bemerkung 1. Ist die Folge {45} positiv, so kénnen in Satz 3 und Satz 4
die Bedingungen (8) und (12) weggelassen werden, da die Folge {0} dann
positiv ist, also (12) aus (14) und (19) folgt. Einfache Beispiele sind
An =n + 1 (vgl. Einleitung), A, = |/n + 1, An = (» + 2) log (n + 2),
An = (n + 3) log (» 4 3) log log (» + 3), ...

Bemerkung 2. Wegen (9) und (10) wird die Gestalt von T; i. a. nicht
sehr einfach sein. Es fragt sich daher, ob es nicht zu T, T-stdrkere oder
gar ausgezeichnete TM T, von einfacherer Bauart gibt.4) Diese Frage

4) So ist z. B. beim Borel-Verfahren die nach Satz 4 zu T, = diag {Vn + 1}
gehorige ATM T, komplizierter als die Bedingung Z kayx = o(n + 1), welche nach
Jakimovski [2; 8. 69] fiir reclle ay auf eine ATM fuhrt
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‘haben Meyer-Konig und Tietz sowohl in [5] als auch fir TM T, =
= diag {A»} mit reellen, streng monoton wachsenden 1, in [4] untersucht
und viele TM T, angegeben, die einfacher als die TM (9) sind. Dabei
hat sich allerdings gezeigt, dal der Vorteil einer einfachen TM T, mit
dem Nachteil zusétzlicher und zum Teil einschneidender Bedingungen
itber die Glieder von T, erkauft werden muB. Einige dieser TM T, sind*
dabei ATM, andere wiederum nicht. So liefert z. B. der Satz 3.3 [4; S. 212]
genau dann eine ATM T, wenn der Grenzwert der Folge {gn +1} (definiert
durch [4; S. 212 (27)]) von Null verschieden ist. Das beweist man in der
einen Richtung mit Hilfe des Satzes von Kronecker (vgl. [3; S. 131])
und in der anderen Richtung durch das Gegenbeispiel a, = (—1)%gy.
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