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SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, ARCH. MATH. 2,
VII: 66—176, 1971

EINIGE OSZILLATORISCHE EIGENSCHAFTEN
DER LOSUNGEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
DRITTER ORDNUNG

Y +p@)y +q@)y=0

MiLAN GERA, Bratislava
(Eingegangen am 21. Mai 1969)

EINLEITUNG UND VORLAUFIGE BETRACHTUNGEN

Man sagt, dap die lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung im Intervall J
nichtoszillatorisch ist, wenn jede thre nichttriviale Losung in diesem Intervall héchstens
n—1 Nullstellen, die Vielfachheit eingerechnet, hat. Im entgegengesetzien Falle sagen
wir, daf sie im Intervall J oszillatorisch ist.

In dieser Arbeit werden einige notwendige und hinreichende Bedingungen abge-
leitet, unter welchen die lineare Differentialgleichung der dritten Ordnung

(1) Kiyl=y" +p@)y +qx)y=0

im Intervall # nichtoszillatorisch (oszillatorisch) ist, wo p(x) € CY(S), q(x) € C(SF)
und S = < 2, b) bzw. (@, x>, —c0 L a <z < b £ .

Die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung in der allgemeinen
Form
(1) Y+ @)y + pA¥) Y+ pa(x) y =0
kann auch auf die Differentialgleichung der Form (1) iiberfilhrt werden, wenn
pi(x) €C%(F) ist (siehe [1]).

{In den Arbeiten [2], [3] beschéaftigen wir uns mit der Ableitung der Bedingungen,
bei welchen die lineare Differentialgleichung (1) im Intervall S nichtoszillatorisch
(ozsillatorisch) ist.)

Die zu der Differentialgleichung (1) adjungierte Differentialgleichung hat die
Form

(2) Klyl=y" +p)y + (¢'(x) —g(z)) y = 0.
Wir werden die nachfolgenden Lemmata benutzen;

Lemma 1 [3]. Die Funktion A(x,t) sei stetig und nichtnegativ fiir xo St <z < b
[nichtpositiv fiir a < ® £ t £ o] und die Funktion f(x) sei stetig und nichinegativ
(nichtpositiv) im Intervall < xo,b) [(a, zo >). Fiir die Losung wu(x) der Integralgles-
chung

(8) @) =fl@) + f Al ) u(t) &t

m Intervall (xo,b) [(a, 20)] gilt dann _
u®) 2 fle) 20 (u(z) < flz) S 0).
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Die Integralgleichung (a) ist dquivalent mit der Integralgleichung

b w(x) = g(x) + J‘ { f A(z,7) A(z, t) dt}u(t) dt,
Xo t

wo

o(@) = f(z) + f Az, t) f(¢) dt

ist und f(z), A(x,?) Qtetige Funktionen fiir 2o St Sz < b [a < z £t £ 2] sind.
Lemma 2 [8]. Die Funktion A(x,t) séi stetig und nichtpositiv fiir ko <t Sz < b
[nichtnegativ fiir @ < x < t < x,). Die Funktion f(x) sei stetig und die Funktion

Ple) = f@) + f Alz, 1) f) s

sei. nichtnegativ (nichtpositiv) fiir xe < xyb) [x€(a, xo >]. Fiir die Lésung u(x) der
Integralgleichung (a) im Intervall {xo, b) [(a, xo) ] gilt dann

0 = ¢(z) £ u(@) < flz) (flz) £ u(x) £ px) < 0).
Bemerkung 1. Ist der Kern A(z, t) der Integralgleichung (a) fiirzo St < 2 < b

nichtpositiv [fiir e < < ¢ < 2o nichtnegativ] und die Funktion g(z) fiir ze < o, b)
[x€(a, xo)] nichtnegativ (nichtpositiv), so ist auch notwendig die Funktion f(z)
im Intervall <, b) [(a, o)) nichtnegativ (nichtpositiv).

Die Differentialgleichung K[y] = 0 bzw. K[y] = 0 mit den gegebenen Cauchy-

schen Anfangsbedingungen in der Zahl x,
(3) | Y(@o) = Yo, ¥'(%0) = Y5, ¥"(%0) = ¥
ist dquivalent im Intervall # mit der Volterraschen Integralgleichung zweiter Art

x
4) ' YD (x) = Pi, Yo, Yo, Yo) + f_A,(x, t) yO(t) dt
Zo
bzw.
x
(6) yO(x) = Qu=, Yo, Yo» Yo) + fB,(x, t) yO(t) dt,
o . 2
welche mit der Integralgleichung -
(6) yO(z) = @u(x, Yo, Yo, ) + f {J-Az(x, 7) Ai(1,1) dt}y(l)(t) dt
%g t
bzw.
x T .
() yO(@) = i, Yo, Yo ¥g) + f { f Bi(x, ) By(7, t) dr } yO(t) dt
' Zo t .
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aquivalent ist, wo z

¢Pl(x, Yo, ?/(I), ?/'(’)) = Pl(xy Yo, ?/('), y;) + J‘ Al(x: t) Pl(t’ Yo, ?l:):y;) dta
Zo

i@, Yo, Yo, Yo) = Qu(=, Yo, Yo, Yo) + f Biy(z, t) Qu(t, Yo, Yo» Yo) 4,

To

1 igt eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und

o

Z, Yo, Yo, yo

Py

Al(x’ t) =

o)

0 Yo

’

Qilx, Yo, ¥

Zo (% — 20)?

—yoq(x)—y(,(p(x) +’f_T”9 q(x)) -y (” _1 p@) +— q(x)) firl = 3

x

” ’ ’ t— .
Yo— yof (p(t) + ‘ﬁﬂ q(t)) dt — yo f qt)dt firl =2,

To

Yo + y(”,(x——xo)—yof(x——t) g(t)ydt fiirl =1,
Zo

N 2
Yo + Yol® — o) + (Yo + P(%o) Yo) = 2%) fiir 1 = 0;

o —t) pla) — & - Vo)  fir1=3,

— f (&) + (E—) ()] dE  firl—2,
t

z

-—-(fv—t)P(t)—f(x—E)Q(E) d¢ firl=1,

¢t

(x —1)2

—(x —1t) p(t) — (g¢) —p'@®)) firl=0;

(x—xo)?
2

—P(x) (Yot (®—20) ¥5) + (9(x) —P'(2)) (o + (¥ —Z0) Yo+ yo) firl =3,

z

Yo + P(%o) yo — p(2) (3o + (& — %o) ¥o) + Yo J‘ qit)dt fir I =2,

Zo

Yo f [x—1) g(t) — p(t)) dt + g + (P@o) yo + ¥3) (@ —m0)  fiir =1,

w (T — )2

Yo + Yo ( — 20) + (p(x0) yo + ¥5) fiir [ = 0;
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—e—np@ + ET g — ) furi=3,

— (x —t) p(x) +f(~f——t)q(§)d§ fiir 1 = 2,
11

Bl(xa t)

J.[(x—f) q(&) —p(£)1dé  firl =1,
t

— (x—1) p(t) + (_x_g-_tﬁ q@¢) fir I =0.

Definition 1. Wir sagen, daf die Differentialgleichung K[y] = 0 baw. K(y] =0
aus der Klasse Hi (F) ist, wenn der Kern der zugehérigen Integralgleichung (4) bzw. (5)
eine nichinegative (nichtpositive) Funktion fir 1o St Sz <b(@a < x =t £ @) tst.

Definition 2. Wir sagen, dap die Differentialgleichung K[y] = 0 bzw. K[y] =0
aus der Klasse Hy (F) ist, wenn der Kern der betreffenden Integralgleichung (4) bzw. (5)
eine nichtpositive (nichtnegative) Funkiion fiir 2o St S x <b(a < x £t £ x,) st

Bemerkung 2. Wenn die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) aus der
Klasge H;(S)bzw. Hy (#) ist, dann ist notwendig p(x) < 0 bzw. p(x) = O fiir zesf.

Weiter bezeichnen wir I = £ — {w,}. .

Fiir die Losungen der Differentialgleichung K[y] = 0 gilt die folgende Integral-
identitat [5]

1 1 3 1
(8) vy — ‘2—?/'2 + ?p(x) ¥+ f {q(t) — —Q—p’(t) }yz(t) dt = Konst.

Ty
Es existiere die Losung y,(x) der Differentialgleichung K[y] = 0, welche im Intervall
positiv ist. Dann gilt in demselben Intervall 7 ’

) (K[y] ’(yl)ﬂh p@)+ ) v =0,

wo v = y3 (y/y1)’ und y die Losung der Differentialgleichung K [y] = 0 ist.

Durch Substitution v = uVy1 geht die Differentialgleichung (9) in die folgende
Differentialgleichung iiber

” 3 ” 3 '2
(10) u +(p<x)+~%-—-”—l2-)=o, zel.
2 »n 4 yi
Wenn y1(zo) = y;(%) = 0, y3(%o) = 1 ist, dann haben wir aus der Integralidentitit (8)
fiir die Losung y; im Intervall I -

1 . 3 1 : 1
Ty iy + p@) = @) — 2 ) I {Q(t) — ?P'(t) }y%(t) ds.

Es ist dann moglich die Differentialgleichung (10) in der Form

o 3 1 1
(11) v TP — 5 g | [10— 50 ]yi(t)dt}u —0
zu schreiben. ' *
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Aus den Sitzen 1—3 [6] sowie aus dem Zusammenhang der Differentialgleichung
(9) mit der Differentialgleichung (11) ergibt sich dag

Lemma 3. Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall $ dann und nur
dann nichtoszillatorisch (oszillatorisch), wenn die Differentialgleichung (11) im Inter-
vall I nichtoszillatorisch (oszillatorisch) ist. '

Weiter werden wir oft die folgende Tatsache ausniitzen: ist die Differential-
gleichung K[y] =0 im Intervall # nichtoszillatorisch (oszillatorisch), dann ist
auch die adjungierte Differentialgleichung K[y] = 0 nichtoszillatorisch (oszillato-
risch) im Intervall # und umgekerhrt (siehe [6]). _

Aus dieser Tatsache und mit Riicksicht darauf, daf die Differentialgleichung
R[y] = 0 dieselbe Form wie die Differentialgleichung K[y] = 0 hat, erhalten wir:

Wenn unter gewissen Voraussetzungen iiber die Koeffizienten p(z), g(z) die
Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch (oszillatorisch)
ist, dann ist bei demselben Typ von Voraussetzungen iiber die Koeffizienten p(z),
p'(x) — q(x) die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall .# nichtoszillatorisch
(oszillatorisch).

In den folgenden Sitzen werden wir uns dieser Tatsache bedienen und in den
runden Klammern werden wir die Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Diffe-
rentialgleichung K[y] = 0 schreiben, welche wir so erhalten, daB wir die gegebenen
Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Differentialgleichungen K[y] =0 an
die Koeffizienten der Differentialgleichung K[y] = 0 iiberschreiben. Aus diesem
Grund werden wir diese Fille nicht beweisen.

OSZILLATORISCHE UND NICHTOSZILLATORISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN K[y]=0

Satz 1. Es sei | eine der Zahlen 1, 2, 3 und die Differentialgleichung K[y] =b
(R[y] = 0) sei aus der Klasse Hi(F). Wenn dabei die lineare Differentialgleichuny

2weiter Ordnung
z

1 1
(12) v +{rre—3 inf f [q(t)—;p'(t)] at fu =0
té
1 ¢ 1
(13) (u +{p@+ 3 sup f [q(t -——2—p'<t)] at Ju= 0),
Y

wo S ein Intervall ist, dessen Endpunkte die Zahlen xo und x sind, im Intervall 1
nichtoszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[yl = 0 im Intervall S
nichtoszillatorisch.

Beweis. Es sei yi(x) die Losung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der
Eigenschaft y;(xo) = ¥;(%0) = 0, y1(%o) = 1. Da die Differentialgleichung K[y]=0
aus der Klasse Hj (#) ist und (# — x)'P; (2,0,0,1) 2 0 fiir xef (As(z, %) =
= P4z, 0,0, 1)), laut Lemma 1 ist fiir die Losung y{(x) der Integralgleichung (4)
im Intervall £ (x — %)l yP(x) = (x — 2o)! P; (2, 0,0, 1).

Aus diesen Tatsachen folgt, daB (x — o) ¥1(%) = 0, yi(x) > O fiir x e I ist.

Auf Grund des zweiten Satzes iiber den Mittelwert der Integralrechnung existiert
dann solche Zahl &4, daB
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x

1
x) f[ 2 5P (t)] yi) dt = f [ q(t) — 5 ') ] dt, zel

¢
gilt. Mit Ruokswht darauf, daB

f [q(t)—ip'm ]dt > inf f [q(t)——ip'm ]dt
2 tes, 2
& &

fiir ze! ist, ist der Koeffizient bei » in der Differentialgleichung (11) kleiner oder
gleich dem Koeffizienten bei % in der Differentialgleichung (12). Aus dem Vergleich
der Differentialgleichungen (11) und (12) folgt, daB auch die Differentialgleichung
(11) im Intervall I nichtoszillatorisch ist, wenn die Differentialgleichung (12) im
Intervall I nichtoszillatorisch ist. Laut Lemma 3 ist deshalb die Differentialgleichung
K[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch.

Folgerung 1. Es sei l eine der Zahlen 1, 2, 3 und die Differentialgleichung K[y] = 0
(K[y] = 0) sei aus der Klasse Hy (F) (d. h. daf p(x) < 0 fiir xc.F ist). Wenn dabes

- (x — 29) [ q(z) ——2— P'(x) ] 2 0 (=0) fiir x.# ist, dann ist die Differentialgleichung
K[y] = 0 im Intervall S nichtoszillatorisch.

Folgerung 2. Es sei (z—zo)[ (:c)-lp () ] S0(20)und p(x) <0 fir xes.

[q(t)—%p'(t)] atfu =0
(15) ( +{gr0) +3 H t)——p(t)]dt}u—O)

im Intervall I nichtoszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0
im Intervall S nichioszillatorisch.

Wenn die Differentialgleichung

14 v+ {ppe —

Y

1‘
Beweis. Den Beweis werden wir nur im Falle durchfiihren, wenn g(x) — < p(x) =<

< 0, p(x) £ O fiir zes = (xo, b) ist. In den iibrigen Féllen wird der Bewels ahnlich
durchgefiihrt.

Aus der Ungleichheit ¢g(x) —— p(x) < 0 fiir ze.# ist ersichtlich, daB die Differen-

tialgleichung (12) in der Form (14) geschrieben werden kann. Auf Grund des Satzes 1
geniigt es also zu zeigen, daB die Dlﬁ'erentlalglelchung K[y] = 0 aus der Klasse
Hj (f) ist,wo [ eine der Zahlen 1, 2, 3 ist. Wir zeigen, daB die Differentialgleichung
K[y] = 0 aus der Klasse Hj}(f) ist.

Aus der Form des Kernes A,(z, t) der Integralgleichung (4) (fiir [ = 2)

Ay, t) = —f [p(&) + (6 —1) q(§)]dé
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A !
und aus den Ungleichheiten p(z) £ 0, ¢(x) = —é-p () folgt:

‘ ‘ 1
a0z — [ [o0) + 5 =020 |28 = —g o) —

—5 [reraEzo0
t

fiir 29 <t < z < b. Das bedeutet aber, dass die Differentialgleichung K[y] =0
aus der Klasse H}(#) ist. Damit ist der Beweis beendet.
Bemerkung 3. Es sei die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

() " + Q)u=0

gegeben, wo Q(x) eC(#) ist.

Es ist leicht zu zeigen (auf Grund dessen, daB die linearen unabhéngigen Losungen
dieger Differentialgleichung ihre Nullstellen separieren), daf die Differentialgleichung
(c) dann und nur dann nichtoszillatorisch [oszillatorisch] im Intervall # ist, wenn
sie im Intervall I nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist.

Satz 2. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 1 erfiillt. Wenn dabei die Differential-
gleichung Kly] = 0 tm Intervall # oszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung
(12) ((13)) m Intervall £ oszillatorisch.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem Vergleich der Differentialgleichungen
(11) und (12). o

Folgerung. Es sei (x — o) [q(x) — %p'(x)] £0(=0) und p(x) £ 0 fiir xzesf.

Ist die Differentialgleichung K[yl = 0 ¢m Intervall & oszillatorisch, so ist die Differen-
tialgleichung (14) ((15)) tm Intervall £ oszillatorisch.

Satz 3. Die Differentialgleichung K[yl =0 (K[y] = 0) set aus der Klasse
H{(F) (d.h.daff plx) £ O fiir xS ist) und es sei (€ — o) [q(x) —;—p’(x) ] =0(=0)

fiir xe#. Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch.

Beweis. Es sei y;(x) die Losung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der
Eigenschaft y1(wo) = y1(xo) = 0, y7(xo) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] = 0
aus der Klasse Hj(F) ist und Po(x, 0,0, 1) > O fiir ze I ist, haben wir laut Lemma 1
fiir ¥, () sowie auch fiir die Losung der Integralgleichung (4) (fiir {=0) im Intervall .#
%1(z) 2 Po(x,0,0,1)d. h. y1(x) > 0 fiir 2l ist. Mit Riicksicht darauf, dal p(z) £ 0,

(x — o) [q(x) — % P'(x) ] 2 Ofiir ze.#, ist der Koeffizient bei % in der Differential-

gleichung (11) nichtpositiv und deshalb ist die Differentialgleichung (11) im Inter-
vall I nichtoszillatorisch [1]. Laut Lemma 3 folgt daraus, daB die Differentialgleichung
K[y] = 0 im Intervall .# nichtoszillatorisch ist.

Satz 4. Es sei ] eine der Zahlen 1, 2. Die Differentialgleichung K[y] = 0 (K(y] = 0)
sei aus der Klasse H7(F) und es ser im Intervall 5

(x'—" xo)l(pl(xy 05 O’ 1) g O ((x i xo)"]’l(x, O! 0’ l) z— 0)'
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Wenn dabei die Differentialgleichung zweiter Ordnung (12) ((13)) im Intervall I nicht-
oszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[¥] = 0 im Intervall £ nicht-
oszillatorisch.

Beweis. Es sei y(x) die Losung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der
Eigenschaft y;(%o) = y;(%o) = 0, (%) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] = 0
aus der Klasse Hy (f) ist und (x — zo)'gi(, 0,0, 1) = O fiir ze.# ist, haben wir ge-
méaB Lemma 2 fiir die Losung ;) (x) der Integralgleichung (4) im Intervall .#

(x — o)y () = (x — 2o)'qu(2,0,0,1) Z 0.

Mit Riicksicht auf die Anfangsbedingungen, welche von y,(x) in der Zahl z, erfiillt
werden, haben wir aus der letzten Ungleichung (z — o) ¥1(%) = 0, y1(x) > O fiir z€l.
Der Beweis wird weiter derart durgefiihrt, daB8 die Differentialgleichungen (11) und
(12) verglichen werden (siehe den Beweis des Satzes 1) und das Lemma 3 angewendet
wird. .

Ahnlich werden folgende Sitze bewiesen:

Satz 5. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfiillt. Ist die Differentialgleichung
K[y] = 0 im Intervall S oszillatorisch, so ist auch die Differentialgleichung (12) ((13))
im Intervall S oszillatorisch.

Bemerkung 4. Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall # dann und
nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist (siehe
Folgerung 4 [6]). Daraus geht hervor:

Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall # oszillatorisch gerade dann,
wenn sie im Intervall I oszillatorisch ist.

Satz 6. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfiillt und die Differentialgleichung
zwetter Ordnung

1 3 1
(16) u+{me—~§:£f[ﬁw—5pw]M}u=o
&
T
a7) Qﬂ+{}pwrkgggf[mn—§mv)Pﬁu=0}

wo F 1 ein Intervall ist, dessen Endpunkte die Zahlen xy und x bilden, sei im Intervall S
oszillatorisch. Dann ist die Differentialgleichung K[yl = 0 im Intervall I oszillatorisch.
Satz 7. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4 erfiillt. 1st die Differentialgleichung
K[y] = 0 im Intervall S nichtoszillatorisch, so ist die Differentialgleichung (16) ((17))
tm Intervall I nichtoszillatorisch.
Aus den Sitzen 4 und 6 ergibt sich nachstehende

Folgerung. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfillt. Es set (x — x,) {q(x) —

———%p’(z)} 20(=0) [(x — %) {q(z)—-%p’(x) } =0(z 0)]fiir xS und die Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung
(18) W 44 pE)u =0

set 1m Intervall I nichioszillatorisch [oszillatorisch). Dann ist die Diﬁeréntialgleichung
K[y] = 0 nichtoszillatorisch [oszillatorisch] im Intervall S.
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v » 1
Bemerkung 5. Aus der Voraussetzung p(z) 2 0, (¥ — %o) {9(-’3) ———2~p'(x)} 20

(< 0) fir ze# folgt, daB die Differentialgleichung K[¥] =0 (K[y] = 0) aus der
Klasse H{(£) und H;(S) ist.

Satz 8 [8]. Es existiere die Losung y(x) der szferentwlgleiChung K[yl =0 (K[y] =
= 0) mit der Eigenschaft y(x) > 0, (x — %) y'(x) > 0 fir x€F und dabei sei (x — o)
(@) 2 0 ((@— o) [P’ (x) —q(x)] 2 0) fiir xe.F. Dann ist die szferentmlglewhung
Kly] = 0 im Intervall & nichtoszillatorisch.

Satz 8’ [3]. Es set (x — o) g(x) Z 0 ((x — %o) [p'(x) — q(2)] 2 0) fiir xe £. Dann
tst die notwendige Bedingunyg fiir die Existenz der Losung y(x) der Differentialgleichung
K[y] = 0 (R[y] = 0) mit der Eigenschaft y(x) > 0, (x — o) ¥'(x) > 0 in I, daf die
Differentialgleichung zweiter Ordnung

(18') u' + plx)u =
tm Intervall S nichtoszllatorisch ses.
Satz 9. Es sei p(x) 2 0, (x — x) q(z) 2 0 ((x———zo) [p'(x) — q(x) ] 2 0) in S

und zwar derart, daf
@2 (2,0,0,1) =2 0 (2, 0,0,1) 2 0),
oder
(x — xo) @1(x,0,0.1) > 0 ((x — o) p1(x,0,0,1) > 0)

fir xel ist. Dann ist die Differentialgleichung K{y] = 0 im Irtervall F nichtoszilla-
torisch.

Beweis. Es sei p(x) =2 0, (x — o) g(x) = 0 fiir z€ .#. Avs dicsen Voraussetzungen
sehen wir, dass die Differentialgleichung K[y] = 0 avs der Klasse H7(f) ist, wo 1
eine der Zahlen 1, 2 ist. Aus dieser Tatsache und daravs, daB (z — zo)'gi(z, 0,0, 1) 2
2 0 fiir xe £ ist, wobei (x — o) @1(2,0,0,1) > 0 in I, kérnen wir dhnlicher Weise,
wie wir den Satz 4 bewiesen haben, zeigen, daf fiir die Losung yi(x) von K[y] =0
mit der Eigenschaft y,(xo) = y,(%o) = 0, ¥}(xo) = 1 im Intervall I die Ungleichungen
Y1(x) > 0, (x — xo) yy(x) > 0 gelten. Aus diesen Tatsachen ergibt sich dann auf
Grund des Satzes 8, daB die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall # nicht-
oszillatorisch ist.

Bemerkung 6. Die Voraussetzungen des Satzes 9 seien erfiillt. Dann ist die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung (18’) im Intervall # nichtoszillatorisch (siehe
Beweis des Satzes 9 und den Satz 8’).

Aus dem Vergleich der Differentialgleichungen (16) (17), (18) mit der nichtoszilla-
torischen Differentialgleichung (18’) (p(x) = 0 in #) folgt, daB dann auch die Diffe-
rentialgleichungen (16), (17), (18) im Intervall # nichtoszillatorisch sind.

Satz 10. Die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) sei aus der Klasse H; (S)
und @o(x,0,0,1) > 0 (yo(x, 0,0,1) > 0) ses fiir x€I. Wenn dabei (x — o) {q(x) -

——;—p’(x)} =0(=0) [(x——xo){q(x)——%—p’(z)} =0(= 0)]fiir:ve.f ist und die

Differentialgleichung (18) im Intervall 1 wichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist, dann
ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall S nichtoszillatorisch [oszillatorisch].
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Beweis. Es sei yi(x) die Losung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der
Eigenschaft y,(xo) = y;(%o) = 0, yj(%0) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] = 0
aus der Klasse H; (f) ist und go(z, 0,0, 1) > 0 fiir x € I ist, haben wir laut Lemma 2
fiir y1(x), wie auch fiir die Losung der Integralgleichung (4) (fiir I = 0), y;(z) =

2 @o(x,0,0,1) > 0 fitr xe}. Wenn (z — ) {q(x) —--;—p’(x)} 20 [(z—xo){q(x) —

—%p’(x) } =0 ] fiir z€ f ist, dann gilt fiir die Koeffizienten der Differentialglei-
chungen (11)und (18)

1 1
TP z)f{ F7'0 0 at s Lo

1 1
[Z—px 5 yz(x) f{ )} 2t)de 2 p(x)],xe].

Aus dieser Ungleichheit und aus der Tatsache, daB die Differentialgleichung (18)
im Intervall I nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist, folgt, daB auch die Differential-
gleichung (11) im Intervall I nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist. Deshalb ist
gemiB Lemma 3 die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall 4 nichtoszillato-
risch [oszillatorisch].

DISKUSSION

G. Sansone [5] bewies folgenden Vergleichssatz:
A(x) sei eine stetige Funktion von x zusammen mit threr ersten Ableitung im Intervall
{a, b>, b(x) = 0 sei auch stetig in {a, b> und y(x) sei die die Anfangsbedingungen

Y(@) y(@)— 3-y72(@) + A(a) (@) = 0

erfillende Léosung der Differentialgleichung
Y+ 24y’ + (4" +b)y = 0.
Weiter sei A;(x) eine stetige Funktion von x€ < a,b> und fiira £ x £ b gelte A(x) =

2 4q(z).
z(x) sei die Losung der selbstadjungierten Differentialgleichung

(19) ’ ' 2"+ 24,2 + A2z=0

mit doppelten aufemanderfolgenden Nullstellen «, f; a £ a < B b

" Dann hat y(x) im Intervall (o, ﬂ) wenigstens eine Nullatelle, auper dem Fall, daf

A = 4,, b = 0 und y(x) = kz(x) tn e, §) 1st, wobet k eine Konstante bezeichnet.
Aus dem Zusammenhang zwischen den Lésungen der selbstadjungierten Differen-

talgleichung (19) und der Differentialgleichung zweiter Ordnung

-~

@) Wt o A =0
(si_ehe [6] oder (1]) folgt:
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Die Differentialgleichung (19) ist im Intervall {a, b\ dann und nur dann oszdlatonsch
wenn die Differentialgleichung (20) tm Intervall {a, b> oszillatorisch ist.

Auf Grund des Vergleichssatzes von G. Sansone und mit Riioksicht darauf, daB
die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall & oszillatorisch ist, wenn die ad-
jungierte Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall # oszillatorisch ist und um-
gekehrt, ist es moglich in der Folgerung nach dem Satze 7 und im Satz 10 die Voraus-
setzungen, unter welchen die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall # oszilla-
torisch ist, folgenderwelse abzuschwachen

Es sei g(x) — ——p () = 0 oder q(x) — — p "(x) < 0 fiir xe S und die Differential-

gleichung (18) set oszillatorisch im Intervall L. Dmm ist die Differentialgleichung
K[y] = 0 tm Intervall £ oszillatorisch.

In den Arbeiten [7], [8], [9] werden die Differentialgleichungen der dritten Ordnung
mit folgenden zwei Eigenschaften untersucht:

Vi: Jede nichttriviale Losung der linearen homogenen Differentialgleickung dritter
Ordnung, welche in einem Punkte c, c€ S, eine zweifache Nullstelle besitzt, hat keine
Nullstelle, die kleiner als c ist.

V,: Jede nichitriviale Losung der linearen homogenen Differentialgleichung dritter
Ordnung, welche in einem Punkte c, c € £, eine zweifache Nullstelle besitzt, hat keine
Nullstelle, die gréfer als c ist.

Es ist leicht zu sehen, daB die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) aus

der Klasse H/ (#) [Hy ()] ist, wenn diese aus der Klasse H *(J Y [H7(F)] ist, Wobe1

J =< %o, b) bzw. (a, &y >, Toel.

Wenn die Dlﬁerentlalg]elchung Ky1=0 K[y] =0) aus der Klasse H(F) ist,
so hat diese auch 'die Eigenschaft V, bzw. V, (siehe die Definition der Funktion
Py(x,0,0,1) und den Beweis des Satzes 1; I ist eine der Zahlen 0, 1, 2, 3).

Ahnlich, wenn die Differentialgleichung K [y] = 0 (K[y] = 0) aus der Klasse H3(F)
ist und

@2(2,0,0,1) =1 + [ Ay(x,t)dt = 0 (p2(2,0,0,1) =1 + sz(:c, t)dt = 0)
%o ) o
[aus dieser Ungleichheit folgt, daBl auch

fir jede %o l, ze S ist], dann hat die Dliferentlalglelchung K[y] = 0 (K[y] = 0)
die Eigenschaft V, bzw. V, (siche Beweis des Satzes 4).

Weiter wird in den Arbeiten [7], [8], [9] der Begriff der oszillatorischen und nicht-
oszillatorischen Differentialgleichung folgendermassen definiert:

Definition 3. Man sagt, dap die lineare homogene Differentialgleichung im Intervall J
oszillatorisch ist, wenn sie wenigstens eine nichttriviale Losung hat, welche ym Intervall J
unendlich viele Nullstellen hat. Im entgegengesetzten Falle sagen wir, daf sie im In
tervall J nichtoszillatorisch ist.

Bei dem derart definierten Begriff der oszillatorischen Dlﬁ'erentm]glelchung 1st
in der Arbeit [7] folgender Satz bewiesen:

Die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit der Eigenschaft V,
oder V, ist dann und nur dann im Intervall J oszillatorisch, wenn die zu thr adjungierte
Differentialgleichung im Intervall J oszillatorisch ist.
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"Auf Grund dieser Tatsache ist es moglich, in den Satzen 1—10 und ihren Folge-
rungen, die Oszillationsfahigkeit und die Nichtoszillationsfahigkeit der gegebenen
Differentialgleichungen (die Oszillationsfahigkeit nur wenn die Differentialgleichung
K[y] = 0 (K(y] = 0) die Eigenschaft V; oder V; hat) im Sinne der Definition 3 zu
verstehen. :

Wenn wir den Zusammenhang zwischen den Losungen der Differentialgleichungen
(9) und K[y] = 0 beachten, sehen wir, daB jede Losung der Differentialgleichung (9)
zugleich die Lésung der Differentialgleichung K[y] = 0 ist.

Infolge dieses Umstandes (wenn wir dabei die Oszillationsfiahigkeit der gegebenen
Differentialgleichungen im Sinne der Definition 3 verstehen) kénnen wir den Satz 6
folgenderweise umformulieren: Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfiillt und die
Differentialgleichung zweiter Ordnung (16), ((17)) sei im Intervall # oszillatorisch.
Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) im Intervall .# oszillatorisch.
Dabei hat die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) ein Paar linear unabhdngiger
Lésungen tm Intervall I, welche in diesem Intervall unendlich viele einfache, sich gegen-
seitig separierende Nullpunkte hat.

In diesem Sinne ist es auch méglich die Folgerung nach dem Satze 7 und den
Satz 10 umzuformulieren.
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