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SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRTJNENSIS, ARCH.MATH. 2, 
VII: 65—76, 1971 

EINIGE OSZILLATORISCHE EIGENSCHAFTEN 
DER LÖSUNGEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 

DRITTER ORDNUNG 
ym + p(x) y' + q(x) y = 0 

Mi LAUT GERA, Bratislava 

(Eingegangen am 21. Mai 1969) 

E I N L E I T U N G UND VORLÄUFIGE BETRACHTUNGEN 

Man Sagt, daß die lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung im Intervall J 
nichtoszillatorisch ist, wenn jede ihre nichUriviale Lösung in diesem Intervall höchstens 
n—1 Nuttstellen, die Vielfachheit eingerechnet, hat. Im entgegengesetzten FaUe sagen 
wir, daß sie im Intervall J oszillatorisch ist. 

In dieser Arbeit werden einige notwendige und hinreichende Bedingungen abge­
leitet, unter welchen die lineare Differentialgleichung der dritten Ordnung 

(1) K[y] s jT + p(x) y' + q(x) y = 0 

im Intervall J nichtoszillatorisch (oszillatorisch) ist, wo p(x)eCl(J), q(x)sC(J) 
und £ = < x0, b) bzw. (a, x0>, —oo <i a < x0 < b <; oo. 

Die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung in der allgemeinen 
Form 
(1') ym + px(x) y" + p2(x) y' + p3(x) y = 0 

kann auch auf die Differentialgleichung der Form (1) überführt werden, wenn 
px(x) e&(f) ist (siehe [1]). 

(In den Arbeiten [2], [3] beschäftigen wir uns mit der Ableitung der Bedingungen, 
bei welchen die lineare Differentialgleichung (V) im Intervall ./nichtoszillatorisch 
(ozsillatorisch) ist.) 

Die zu der Differentialgleichung (1) adjungierte Differentialgleichung hat die 
Form 

(2) K[y] = f + p(x) y' + (p'(x) - q(x)) y = 0. 

Wir werden die nachfolgenden Lemmata benutzen; 

Lemma 1 [3]. Die Funktion A(x, t) sei stetig und nichtnegativ für x0 <J t «J x < b 
[nichtpositiv für a < x <i t g x0] und die Funktion f(x) sei stetig und nichtnegativ 
(nichtpositiv) im Intervall < x0, b) [(a, x0 >]. Für die Lösung u(x) der Integralglei-

(a) u(x) = f(x) + j A(x, t) u(t) dt 

m Intervall (x0, b) [(a, x0y] gilt dann 

«>(x) ^ f(x) > 0 (u(x) < f(x) S 0). 
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Die Integralgleichung (a) ist äquivalent mit der Integralgleichung 
X X 

(b) u(x) = tp(x) + j I i A(x, x) A(r, t) dr ju(t) dt, 
x0 t 

W O 

<p(x)=f(x) + j A(x,t)f(t)dt 

x0 

ist und f(x), A(x, t) stetige Funktionen für x0 <J t g x < b [a < x ^ t <* x0] sind. 
Lemma 2 [8]. Die Funktion A(x, t) sei stetig und nichtpositiv für x0 < t <; x < b 

[nichtnegativ für a < x <> t :g x0]. Die Funktion f(x) sei stetig und die Funktion 
X 

f(x)=f(x) + í A(x,t)f(t)dt 

sei nicktnegativ (nichtpositiv) für xe < x0 b) [xe(a, x0 >]. Für die Lösung u(x) der 
Integralgleichung (a) im Intervall (x0> b) [(a, x0y ] gilt dann 

0 £ <p(x) g u(x) < f(x) (f(x) £ u(x)£ <p(x) ^ 0). 

Bemerkung 1. Ist der Kern A(x, t) der Integralgleichung (a) für x0 <> t <> x < b 
nichtpositiv [für a < x ^ t ^ x0 nichtnegativ] und die Funktion <p(x) für xe < x0,b) 
[xe(a, x0}] nichtnegativ (nichtpositiv), so ist auch notwendig die Funktion f(x) 
im Intervall <x0, b) [(a, x0}] nichtnegativ (nichtpositiv). 

Die Differentialgleichung K[y] = 0 bzw. R[y] = 0 mit den gegebenen Cauchy-
schen Anfangsbedingungen in der Zahl x0 

(3) yM==yo,yf(xo)===y09y
,f(x0) = y'0 

ist äquivalent im Intervall J mit der Volterraschen Integralgleichung zweiter Art 

X 

(4) y^Hx)^Pi(x,y0,y0iy0)+[Al(x,t)yii)(t)dt 
x0 

bzw. 
X 

(5) y^(x) = Qt(x, y0i y'0, y0) + f Bt(x91) y«)(t) dt, 

welche mit der Integralgleichung 
, X X 

(6) yM(x) = <pi(x,y0,y'0,y"0) + J J f A,(x, r)A,(r,t) dr\y«)(t)dt 
XQ t 

bzw. 
X x 

(7) yW(x) = y>i(x,y0,y0,y"0) + \ U B,(x, r) B,(r,t) dr\y(D(t) dt 
%0 t 
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äquivalent ist, wo % 

4>i(x, Уo, У0, У0) = Pi(x, Уo, УІ УІ) + Ai(x, t) Pг(tђ y0i y0ìyl)åty 

x0 
X 

* o 
5* 

* ' 

ftľ 

Vi(«, yo, y0, y0) = Qi(x, yo, y0, y"0) + Bi(x, t) Qt(t, y0, y0i yQ) &t, 
x0 

eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und 

- t / o 3 ( * ) - 2 / 0 ( p ( * ) + " % ( * ) ) ^ 

x x 

y'o-y'oj (p(t) + ' - - ^ q(t)) * - S/o f q(t) d< für l = 2, 
XQ 

X 

j(x-t)i У0 + Уo(x — x0) —yo (x — t) q(t) åt ftir l = 1, 

x0 

(x "—" Xt\$* 
2/o + 2/0(* — *o) + (y'o + 2>(-«b) 2/o) — ~ 2 fur * = 0; 

— (x — t) p(x) — {X~t)2 q(x) fiir Z = 3, 

Í b(f) + (f — «)3(f)]df für 7. = 2, 

— (*—<) p(<) — (x — f) <ř(f) df für Z = 1, 

* O 
3 * 

å 

<$ 

ř 

- (x - 1 ) p(t) - ^LZ}L (q(t) _ p>{t)) fur Z = 0; 

(x Xtt)^ 
—P(x) (y0+ (x—x0) yl) + (q(x)—p'(x)) (y0 + (x—x0) y0 -\ - y"Q) ftir l =-= 3, 

X 

y0 + P(x0) y0 — p(x) (y0 + (x — x0) y0) + y0 q(t) át ftir l = 2, 
x0 

X 

j [(* — t) q(t) — p(t)] át + y'0+ (p(x0) y0 + y0) (x — x0) fur Z = 1, ž/o 
xл 

Уo + y'o(* — *o) + (p(xo) 2/0 + У"0)
(X ^ för Z = 0; 
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-Ч 

• (* - i) p(x) + (^-Jl (g(íe) —p'(x)) flir l = 3, 

ÍB 

— (x — t)p(x)+ ((S — t)q(S)dS für 1 = 2, 

f [(* - I) q(S) —P(m d | für 1 = 1 , 

t 

— (x — t)p(t)+(*^¥-q(t) für 1 = 0. 

Definition 1. Wir sagen, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 bzw. K(y] = 0 
aus der Klasse H$(J) ist, wenn der Kern der zugehörigen Integralgleichung (4) bzw. (5) 
eine nichtnegative (nichtpositive) Funktion für x0 S t S x < ° (a < x = l = xo) ist. 

Definition 2. Wir sagen, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 bzw. K[y] = 0 
aus der Klasse Hj(J) ist, wenn der Kern der betreffenden Integralgleichung (4) bzw. (5) 
eine nichtpositive (nichtnegative) Funktion für x0 ^ t ^ x < b (a < x S t _ x0) ist. 

B e m e r k u n g 2. Wenn die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] — 0) aus der 
Klasse JET/

+(t/)bzw.Hj"(c/) ist, dann ist notwendig p(x) S 0 bzw. p(x) ^ 0 für xeJ. 
Weiter bezeichnen wir I = J — {x0}. 
Für die Lösungen der Differentialgleichung K[y] = 0 gilt die folgende Integral­

identität [5] 

(8) /"—Y y'2 + ~p(x)y2 + j {q(t) — Y *>'(*) }y2(*)dt = Konst-

Es existiere die Lösung yx(x) der Differentialgleichung K[y] = 0, welche im Intervall / 
positiv ist. Dann gilt in demselben Intervall / 

wo v = y\ (yly\Y und y die Lösung der Differentialgleichung K [y] = 0 ist. 
Durch Substitution v = u]/yt geht die Differentialgleichung (9) in die folgende 

Differentialgleichung über 

(10) 
\ 2 Ví 4 ž/i/ 

Wenn jfito) = yl(afo) = 0, y\(x0) = 1 ist, dann haben wir aus der Integralidentität (8) 
für die Lösung y\ im Intervall I 

.Co 

Es ist dann möglich die Differentialgleichung (10) in der Form 

dl) „• + £,(,)_»._*_J [^-^'w}»}« = o 
zu schreibe». 

68 



Aus den Sätzen!—3 [6] sowie aus dem Zusammenhang der Differentialgleichung 
(9) mit der Differentialgleichung (11) ergibt sich das 

Lemma 3. Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall J dann und nur 
dann nichtosziUatorisch (oszillatorisch), wenn die Differentialgleichung (11) im Inter­
vall I nichtosziUatorisch (oszillatorisch) ist. 

Weiter werden wir oft die folgende Tatsache ausnützen: ist die Differential­
gleichung K[y] = 0 im Intervall J nichtosziUatorisch (oszillatorißch), dann ist 
auch die adjungierte Differentialgleichung R[y] = 0 nichtosziUatorisch (oszillato­
risch) im IntervaU <f und umgekerhrt (siehe [6]). 

Aus dieser Tatsache und mit Rücksicht darauf, daß die Differentialgleichung 
R[y] = 0 dieselbe Form wie die Differentialgleichung K[y] = 0 hat, erhalten wir: 

Wenn unter gewissen Voraussetzungen über die Koeffizienten p(x), q(x) die 
Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J nichtosziUatorisch (oszillatorisch) 
ist, dann ist bei demselben Typ von Voraussetzungen über die Koeffizienten p(x), 
p'(x) — q(x) die Differentialgleichung R[y] = 0 im Intervall J nichtosziUatorisch 
(oszillatorisch). 

In den folgenden Sätzen werden wir uns dieser Tatsache bedienen und in den 
runden Klammern werden wir die Voraussetzungen über die Koeffizienten der Diffe­
rentialgleichung R[y] -= 0 schreiben, welche wir so erhalten, daß wir die gegebenen 
Voraussetzungen über die Koeffizienten der Differentialgleichungen K[y\ = 0 an 
die Koeffizienten der Differentialgleichung R[y] = 0 überschreiben. Aus diesem 
Grund werden wir diese Fälle nicht beweisen. 

O S Z I L L A T O R I S C H E U N D N I C H T O S Z I L L A T O R I S C H E 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N K [y] = 0 

Satz 1. Es sei l eine der Zahlen 1, 2, 3 und die Differentialgleichung K[y] = 0 
(R[y] = 0) sei aus der Klasse H\(J). Wenn dabei die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

X 

(12) u" + {~p(x) — j inf J jg(*)-~p'(t) 1 d* }* = 0 
1 cf 

X 

(13) {u* + {~p(x) + j sup J [q(t)-1p'(t) j dl } u = 0^, 

wo Ji ein IntervaU ist, dessen Endpunkte die Zahlen x0 und x sind, im Intervall I 
nichtosziUatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall £ 
nichtosziUatorisch. 

Beweis . Es sei yi(x) die Lösung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der 
Eigenschaft yi(x0) = y[(x0) = 0,y[(x0) = 1. Da die Differentialgleichung K[y) = 0 
aus der Klasse H}(J) ist und (x — x0)

lPi (#,0,0,1) > 0 für xeJ (A2(x, x0) = 
= P$(x, 0, 0,1)), laut Lemma 1 ist für die Lösung yf(x) der Integralgleichung (4) 
im Intervall J (x — x0f yf(x) ^ (x — x0)

1 Pi (x, 0, 0,1). 
Aus diesen Tatsachen folgt, daß (x — x0) y[(x) ^ 0, yi(x) > 0 für xe I ist. 
Auf Grund des zweiten Satzes über den Mittelwert der Integralrechnung existiert 

dann solche Zahl |e«/i , daß 
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x . x -, 

- - p - j [«(0-yj»'(«)] yf(0 <K = j [?(*)- | F ' W J * - ^ I 
.Co I 

gilt. Mit Rücksicht darauf, daß 
X X 

J[j(0--j.f>'«^ 

für â ef ist, ist der Koeffizient bei u in der Differentialgleichung (11) kleiner oder 
gleich dem Koeffizienten bei u in der Differentialgleichung (12). Aus dem Vergleich 
der Differentialgleichungen (11) und (12) folgt, daß auch die Differentialgleichung 
(11) im Intervall I nichtoszillatorisch ist, wenn die Differentialgleichung (12) im 
Intervall Jnichtoszillatorisch ist. Laut Lemma 3 ist deshalb die Differentialgleichung 
K[y] = 0 im InterVall J nichtoszillatorisch. 

Folgerung I. Es sei l eine der Zahlen 1, 2, 3 und die Differentialgleichung K[y] = 0 
(R[y] = 0) sei aus der Klasse Hj(J) (d. h. daß p(x) g 0 für xeJ ist). Wenn dabei 

(x—x0)\ q(x)—-^p'(x) I J> 0 (gO)jfw xej ist, dann ist die Differentialgleichung 

K[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch. 

Folgerung 2. Es sei (x — x0) I q(x) — y #'(#) U ö ( ^ O ) und p(x) <; 0 für xeJ. 

Wenn die Differentialgleichung 

(14) w -+J^. J > (X )_ | .J[ g ( 0_^. 4 , 'W ]A 'J» = o 
X0 

X 

(15) («' + {jiK*)+|-J[g[(*)-|i»'(*)]*}«=-o) 
X0 

im Intervall I nichtoszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 
im Intervall J nichtoszillatorisch. 

Beweis. Den Beweis werden wir nur im Falle durchführen, wenn q(x) — -^p(^) S 

& 0, p(x) S 0 für xeJ = <#0, b) ist. In den übrigen Fällen wird der Beweis ähnlich 
durchgeführt. 

Aus der Ungleichheit q(x) — —-p(x) % 0 für xeJ ist ersichtlich, daß die Differen-
2, 

tialgleichung (12) in der Form (14) geschrieben werden kann. Auf Grund des Satzes 1 
genügt es also zu zeigen, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 aus der Klasse 
Ht(f) ist, wo l eine der Zahlen 1, 2, 3 ist. Wir zeigen, daß die Differentialgleichung 
K[y] = 0 aus der Klasse H$(S) ist.. 

Aus der Form des Kernes A2(x, t) der Integralgleichung (4) (für 1 = 2) 

AІ(X, t) = — J [p(f) + (f - « ) ?(!)] dS 
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und aus den Ungleichheiten p(x) g 0, q(x) <i -^P'(x) f o l 8 t : 

A2(x, 0 ä — f \p{i) + j (f — 0 P'(f) 1 df = — y (*— *) 2>(*) — 

X 

-П j»(f)df ş o 

für #o <i £ <i # < 6. Das bedeutet aber, dass die Differentialgleichung K[y] = 0 
aus der Klasse H\(J) ist. Damit ist der Beweis beendet. 

B e m e r k u n g 3. Es sei die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(c) un + Q(x) u = 0 

gegeben, wo Q(x) sG(J) ist. 
Es ist leicht zu zeigen (auf Grund dessen, daß die linearen unabhängigen Lösungen 

dieser Differentialgleichung ihre Nullstellen separieren), daß die Differentialgleichung 
(c) dann und nur dann nichtoszillatorisch [oszillatorisch] im Intervall J ist, wenn 
sie im Intervall I nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist. 

Satz 2. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 1 erfüllt. Wenn dabei die Differential* 
gleichung K[y] = 0 im Intervall J oszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung 
(12) ((13)) im Intervall J oszillatorisch. 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem Vergleich der Differentialgleichungen 
(11) und (12). 

Folgerung. Es sei (x — x0) I q(x) — ~^p'(x) I <i 0 (*g 0) und p(x) <i 0 für xeJ'. 

Ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J> oszillatorisch, so ist die Differen­
tialgleichung (14) ((15)) im Intervall J> oszillatorisch. 

Satz 3. Die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) sei aus der Klasse 

H+(J) (d. h. daß p(x) <; Ofür xeJ ist) und es sei (x — x0) q(x) — -^-p'(x) I J> 0 ( £ 

für xe*f. Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch. 
Beweis. Es sei yx(x) die Lösung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der 

Eigenschaft yi(x0) = y[(x0) = 0, y\(x0) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] =- ö 
aus der Klasse H^(J) ist und P0(x, 0, 0,1) > 0 für xel ist, haben wir laut Lemma 1 
für yi(x) sowie auch für die Lösung der Integralgleichung (4) (für l = 0) im Intervall f 
yx(x) ^ Po(x, 0,0,1) d. h. yi(x) > 0 für xel ist. Mit Rücksicht darauf, daß p(x) <i 0, 

(x— x0) I q(x) — -äP'(x) I ^ Ofür xs*f, ist der Koeffizient bei u in der Differential­

gleichung (11) nichtpositiv und deshalb ist die Differentialgleichung (11) im Inter­

vall I nichtoszillatorisch [1]. Laut Lemma 3 folgt daraus, daß die Differentialgleichung 

K[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch ist. 
Satz 4. Es sei l eine der Zahlen 1,2. Die Differentialgleichung K\y] = 0 (R(y] == 0) 

sei aus der Klasse Hj(*f) und es sei im Intervall J 

(x — x0)
l(pi(x,0,0, 1) £ 0 ((# — #0)*f j (^ 0,0, ! ) 25 0). 
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Wenn dabei die Differentialgleichung zweiter Ordnung (12) ((13)) im Intervall I nicht­
oszillatorisch ist, dann ist die Differentialgleichung K[y\ = 0 im Intervall ./ nicht-
oszillatorisch. 

Beweis. Es sei yx(x) die Lösung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der 
Eigenschaft yi(x0) = y't(x0) = 0, y[(x0) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] = 0 
aus der Klasse Hf(J) ist und (x — x0)

lcpi(x, 0 , 0 , 1 ) ^ 0 für x&f ist, haben wir ge­
mäß Lemma 2 für die Lösung yiil)(x) der Integralgleichung (4) im Intervall J 

(x — x0yyf(x) :> (x — x0y<pi(x, 0,0,1) ä 0. 

Mit Rücksicht auf die Anfangsbedingungen, welche von yx(x) in der Zahl x0 erfüllt 
werden, haben wir aus der letzten Ungleichung (x — x0) y[(x) ^ 0, yi(x) > 0 für xel. 
Der Beweis wird weiter derart durgeführt, daß die Differentialgleichungen (11) und 
(12) verglichen werden (siehe den Beweis des Satzes 1) und das Lemma 3 angewendet 
wird. 

Ähnlich werden folgende Sätze bewiesen: 
Satz 5. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfüllt. Ist die Differentialgleichung 

R[y] = 0 im Intervall J oszillatorisch, so ist auch die Differentialgleichung (12) ((13)) 
im Intervall *f oszillatorisch. 

B e m e r k u n g 4. Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall«/ dann und 
nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist (siehe 
Folgerung 4 [6]). Daraus geht hervor: 

Die Differentialgleichung K[y] = 0 ist im Intervall J oszillatorisch gerade dann, 
wenn sie im Intervall / oszillatorisch ist. 

Satz 6. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfüllt und die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

X 

(16) ^+1^^)— Isup J[#)-yywld«}^-=0 
X 

(17) ^ + J^^)+|.inf J^(«)-~^W t } ^ = o), 

wo Ji ein Intervall ist, dessen Endpunkte die Zahlen x0 und x bilden, sei im Intervall J 
oszillatorisch. Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall I oszillatorisch. 

Satz 7. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4 erfüllt. Ist die Differentialgleichung 
K[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch, so ist die Differentialgleichung (16) ((17)) 
im Intervall I nichtoszillatorisch. 

Aus den Sätzen 4 und 6 ergibt sich nachstehende 

Folgerung. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfüllt. Es sei (x — x0) lq(x) — 

— y-P'fc)} = ° ( = °) [ ( * —*b) {?(*) — jP'(x) } £ 0 (> 0U für xeS und die Dif­

ferentialgleichung zweiter Ordnung 

(18) u" + ~p(x)u = 0 
4 

sei im Intervall I nichtoszillatorisch [oszükdorisch]. Dann ist die Differentialgleichung 
K[y] = 0 nichtoszillatorisch [oszillatorisch] im Intervall *f. 
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B e m e r k u n g 5. Aus der Voraussetzung j?(#) £ 0, (* — #o) jg(a;) — — jp'X )̂f -5 0 

( ^ 0) für xeJ folgt, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] == 0) aua der 
Klasse H^(J) und .Hat-/) ist. 

Satz 8 [8]. Es existiere die Lösung y(x) der DifferentißH^chung K[y\ = 0 (K[y] = 
= 0) mit der Eigenschaft y(x) > 0, (x — x0) y'(x) > 0 fürxeJund dabei sei (x — x0) 
q(x) ^ 0 ((x—x0)[p'(x) — q(x)] £ 0) für xeJ. Dann ist die Differentialgleichung 
K\y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch. 

Satz 8' [3]. Es sei (x — x0) q(x) g 0 ((x — x0) [p'(x) — ?(«)] ^ 0) für xeJ.Dann 
ist die notwendige Bedingung für die Existenz der Lösung y(x) der Differentialgleichung 
K[y] = 0 (R[y] -= 0) mit der Eigenschaft y(x) > 0, (x — x0) y'(x) > 0 in I , daß die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(18') un + p(x) u^O 

im Intervall J nichtoszillatorisch sei. 

Satz 9. Es sei p(x) ^ 0, (x — a?0) q(x) ^ ol(x — x0)\ p'(x) ~ q(x) I ^ 0 J in J 

und zwar derart, daß 
q>2(x, 0,0,1) ^ 0 (^ (0 ,0 ,0 , 1) 5 0), 

(# — ÄJÖ) ^ ( a , 0, 0. 1) > 0 ((a? — x0) xpx(x, 0, 0, 1) > 0) 

für XEI ist. Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J nichtoszilla­
torisch. 

Beweis. Es sei p(x) ^ 0, (x — x0) q(x) ]> 0 für xeJ. Ars diesen Voraussetzungen 
sehen wir, dass die Differentialgleichung K[y] = 0 aus der Klasse Hj(J) ist, wo l 
eine der Zahlen 1, 2 ist. Aus dieser Tatsache und daraus, daß (x — x0)

lq>i(x, 0,0,1) ^ 
^ 0 für xe J ist, wobei (x — x0) q>\(x, 0,0,1) > 0 in I, körnen wir ähnlicher Weise, 
wie wir den Satz 4 bewiesen haben, zeigen, daß für die Lösung y\(x) von K[y] = 0 
mit der Eigenschaft y\(x0) = y[(x0) = 0, y[(x0) = 1 im Intervall / d i e Ungleichungen 
yx(x) > 0, (x — x0) y'x(x) > 0 gelten. Aus diesen Tatsachen ergibt sich dann auf 
Grund des Satzes 8, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J nicht­
oszillatorisch ist. 

B e m e r k u n g 6, Die Voraussetzungen des Satzes 9 seien erfüllt. Dann ist die Diffe­
rentialgleichung zweiter Ordnung (18') im Intervall J nichtoszillatorisch (siehe 
Beweis des Satzes 9 und den Satz 8'). 

Aus dem Vergleich der Differentialgleichungen (16), (17), (18) mit der nichtoszilla-
torischen Differentialgleichung (18') (p(x) ;> 0 in J) folgt, daß dann auch die Diffe­
rentialgleichungen (16), (17), (18) im Intervall J nichtoszillatorisch sind. 

Satz 10. Die Differentialgleichung K[y] = 0 (R[y] = 0) sei aus der Klasse H^(J) 

und q)0(x, 0, 0,1) > 0 (f0(x, 0, 0,1) > 0) sei für xsl* Wenn dabei (x ---x0) l q(x) — 

— Y-P'fao} -̂  °(-S 0) (x — x0)\q(x)—-~p'(x) \ S 0 ( £ 0) [für xeJ ist und die 

Differentialgleichung (18) im Intervall I nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist, dann 
ist die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch [osziUatorisch]. 
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Beweis. Es sei yx(x) die Lösung der Differentialgleichung K[y] = 0 mit der 
Eigenschaft yt(x0) = y[(x0) == 0, y\(x0) = 1. Da die Differentialgleichung K[y] = 0 
aus der Klasse Hj(^) ist und (p0(x> 0,0,1) > 0 für xel ist, haben wir laut Lemma 2 
für yx(x), wie auch für die Lösung der Integralgleichung (4) (für 1 = 0), yx(x) ^ 

> (p0{x, 0,0,1) > 0 für x e J. Wenn (x — x0) | q(x) — trP'fr) \ ^ 0 \(x — x0) j g(z) — 

— ~nP'(x) \ -S 0 I für xsJ ist, dann gilt für die Koeffizienten der Differentialglei­

chungen (11) und (18) 

^W_|^_J|^ )_i. i ,WJ2 /2 ( < ) d << i.^) 

[т*(*> - г ш ! {q{t) - ҡ p'{t)}Уì{t) dť = тp{x) ]' XЄІ. 

Aus dieser Ungleichheit und aus der Tatsache, daß die Differentialgleichung (18) 
im Intervall J nicht oszillatorisch [oszillatorisch] ist, folgt, daß auch die Differential­
gleichung (11) im Intervall J nichtoszillatorisch [oszillatorisch] ist. Deshalb ist 
gemäß Lemma 3 die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall $ nichtoszillato­
risch [oszillatorisch]. 

D I S K U S S I O N 

G. Sansone [5] bewies folgenden Vergleichssatz: 
A(x) sei eine stetige Funktion von x zusammen mit ihrer ersten Ableitung im Intervall 

<a, &>, b(x) ^ 0 sei auch stetig in <a, b> und y(x) sei die die Anfangsbedingungen 

y(a) y»(a) — jy'2(a) + A(a) y*(a) £ 0 

erfüllende Lösung der Differentialgleichung 

yT + 2Ay' +(A' + b)y = 0. 

Weiter sei A[(x) eine stetige Funktion von xe < a,b> und für a £ x ;g b gelte A(x) ^ 
^Ax(x). 

z(x) sei die Lösung der selbstadjungierten Differentialgleichung 

(19) zm + 2Axz' + A[z = 0 

mit doppelten aufeinanderfolgenden Nullstellen oc, ß; a < <x < ß S b. 
Dann hat y(x) im Intervall (<x, ß) wenigstens eine Nullstelle, außer dem Fall, daß 

A == Ax, b = 0 und y(x) = kz(x) in <a, ß} ist, wobei k eine Konstante bezeichnet. 
Aus dem Zusammenhang zwischen den Lösungen der selbstadjungierten Differen-

talgleichung (19) und der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(20) u" + ~-Axu = 0 

(siehe [5] oder (1]) folgt: 
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Die Differentialgleichung (19) ist im Intervall <a, 6) dann und nur dann oszillatorisch, 
wenn die Differentialgleichung (20) im Intervall <$. &> oszillatorisch ist. 

Auf Grund des Vergleichssatzes von G. Sansone und mit Rücksicht darauf, daß 
die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall & oszillatorisch ist, wenn die ad-
jungierte Differentialgleichung K[y] — 0 im Intervall J oszillatorisch ist und um­
gekehrt, ist es möglich in der Folgerung nach dem Satze 7 und im Satz 10 die Voraus­
setzungen, unter welchen die Differentialgleichung K[y] = 0 im Intervall J oszilla­
torisch ist, folgenderweise abzuschwächen: 

Es sei q(x) — -^pf(x) ;> 0 oder q(x) — —p'(x) § 0 für x e J und die Differential­

gleichung (18) sei oszillatorisch im Intervall J. Dann ist die Differentialgleichung 

K[y] = 0 im Intervall J Oszillatorisch. 
In den Arbeiten [7], [8], [9] werden die Differentialgleichungen der dritten Ordnung 

mit folgenden zwei Eigenschaften untersucht: 
Vi: Jede nichttriviale Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung dritter 

Ordnung, welche in einem Punkte c, CEJ, eine zweifache Nullstelle besitzt, hat "keine 
Nullstelle, die kleiner als c ist. 

V2: Jede nichttriviale Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung dritter 
Ordnung, welche in einem Punkte c, ceJ, eine zweifache Nullstelle besitzt, hat keine 
Nullstelle, die größer als c ist. 

Es ist leicht zu sehen, daß die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] == 0) aus 

der Klasse Hf(J) [Hj(J)] ist, wenn diese aus der Klasse Hf(J) [Hj(J)] ist, wobei 

J = < x0, b) bzw. (a, x0 >, X0EI. 
Wenn die Differentialgleichung K[y] == 0 (K[y] = 0 ) aus der Klasse Ht(J) ist, 

so hat diese auch die Eigenschaft V2 bzw. Vi (siehe die Definition der Funktion 
Pi(x, 0, 0, 1) und den Beweis des Satzes 1; Z ist eine der Zahlen 0 , 1 , 2, 3). 

Ähnlich, wenn die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) aus der Klasse H^(J) 
ist und 

X 

cp2(x, 0, 0, 1)• ==• I + J A2(x, t)dt^0 (y2(x, 0, 0, 1) = 1 + J B2(x, t) dt £ 0) 
X0 %o 

[aus dieser Ungleichheit folgt, daß auch 

1 + $A2(x,t)dt ^ 0 (1 + ]B2(X, t)dt>Q) 
X0 

für jede x0el, xeJ ist], dann hat die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) 
die Eigenschaft V2 bzw. Vi (siehe Beweis des Satzes 4). 

Weiter wird in den Arbeiten [7], [8], [9] der Begriff der oszillatorischen und nicht-
oszillatorischen Differentialgleichung folgendermassen definiert: 

Definition 3. Man sagt, daß die lineare homogene Differentialgleichung im Intervall J 
oszillatorisch ist, wenn sie wenigstens eine nichttriviale Lösung hat, welche im Intervall J 
unendlich viele Nullstellen hat. Im entgegengesetzten Falle sagen wir, daß sie im In­
tervall J nichtoszillatorisch ist. 

Bei dem derart definierten Begriff der oszillatorischen Differentialgleichung ist 
in der Arbeit [7] folgender Satz bewiesen: 

Die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit der Eigenschaft Vi 
oder V2 ist dann und nur dann im Intervall J oszillatorisch, wenn die zu ihr adjungierte 
Differentialgleichung im Intervall J oszillatorisch ist. 
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Auf Grund dieser Tatsache ist es möglich, in den Sätzen 1—10 und ihren Folge­
rungen, die OsziHationsfähigkeit und die Nichtos2dllationsfähigkeit der gegebenen 
Differentialgleichungen (die Oszillationsfähigkeit nur wenn die Differentialgleichung 
%ly] = 0 (%(y] = 0) die Eigenschaft Vt oder V% hat) im Sinne der Definition 3 zu 
verstehen. 

Wenn wir den Zusammenhang zwischen den Lösungen der Differentialgleichungen 
(9) und K[y] = 0 beachten, sehen wir, daß jede Lösung der Differentialgleichung (9) 
zugleich die Lösung der Differentialgleichung R[y] = 0 ist. 

Infolge dieses Umstandes (wenn wir dabei die Oszillationsfähigkeit der gegebenen 
Differentialgleichungen im Sinne der Definition 3 verstehen) können wir den Satz 6 
folgenderweise umformulieren: Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfüllt und die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (16), ((17)) sei im Intervall J oszillatorisch. 
Dann ist die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) im Intervall J Oszillatorisch. 
Dabei hat die Differentialgleichung K[y] = 0 (K[y] = 0) ein Paar linear unabhängiger 
Lösungen im Intervall I , welche in diesem Intervall unendlich viele einfache, sich gegen­
seitig separierende Nullpunkte hat. 

In diesem Sinne ist es auch möglich die Folgerung nach dem Satze 7 und den 
Satz 10 umzuformulieren. 
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