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SCRIPTA F A C SCI. NAT. U J E P BRUNENS IS, ARCH. MATH. 2, 
VII: 87—98, 1971 

DAS PRODUKT VON HÜLLENSTRUKTUREN 
OLD&ICH KOPEÖEK, Brno 

(Eingegangen am 7. Juli 1969) 

In dieser Arbeit werden Hüllenoperatoren auf einer Menge betrachtet, beson
ders — vom zweiten Absatz an — im Fall, daß die Menge ein kartesisches Produkt 
von Mengen ist. In der Menge aller Hüllenoperatoren auf einer solchen Menge be
schränken wir uns auf die sogenannten Produkthüllenoperatoren, durch die wir 
das sogenannte Produkt von Hüllenstrukturen definieren. 

In den letzten drei Absätzen untersuchen wir ferner speziell ein Produkt von 
Hüllenstrukturen im Zusammenhang mit einem direkten Produkt von Q-Algebren, 
mit einem Kardinalprodukt von vollständigen Verbänden und mit einem Produkt 
von topologischen Räumen. 

1. DIE H Ü L L E N O P E R A T O R E N AUF E I N E R MENGE 

Es sei A eine Menge. Wir bezeichnen mit @t(A) die Menge aller Teilmengen der 
Menge A. Wir werden eine Abbildung J: $(A) -> $(A) mit folgenden Eigenschaften 
betrachten: 
J l . : X c J(X) für beliebiges X c A; 
J2. : aus I g 7 folgt J(X) s J(Y) für beliebige X, Y c A. 

Wenn ferner für J die Eigenschaft 
J3. : JJ(X) = J(X) für jedes X c A 
erfüllt wird, nennen wir J einen Hüllenoperator auf A. 

Wir bezeichnen die Mengen J = { J \ J: 0l(A) -> 0&(Ä) mit den Eigenschaften 
J l , J2}, / = {JeJ | es gilt J3}. 

1.1. Definition: Es seien Ju JieJ beliebig. Wir definieren 

Ji _Z J2o J\(X) £ J2 (X) für jedes X c A. 

1.2. Lemma: __\ ist eine Ordnung auf der Menge J". 
1.3. Definition: Wir bezeichnen mit J\e ß den Hüllenoperator, für den J\(X) = A 

für beliebiges X c A gilt und mit J0e f den Hüllenoperator, für den J0(X) = X 
für beliebiges X c A gilt; J0 nennen wir trivial. 

1.4. Lemma: J', fl sind geordnete Mengen, für die J\ bzw. J0 ein größtes bzw. ein 
kleinstes Element ist. 

1.5. Lemma: Es sei (S, ., <_) eine geordnete Halbgruppe mit einem kleinsten 
Element e, das auch ein Einselement ist. Es seien a,beS idempotent. Das Element ab 
ist idempotent genau dann, wenn ba <_ ab gilt. 

Beweis : Wir zeigen erstens die Notwendigkeit von Bedingung. Weil e< a gilt, 
gilt ba <__aba und weil e <b gilt, gilt aba _< abab = ab. Wir bekommen also die 
Beziehung ba <ab. Wir zeigen noch, daß die Bedingung auch hinreichend ist. 
Es genügt leicht die Beziehung zu abab _< ab zu zeigen. Aus der Voraussetzung 
ba<ab folgt abab<^aabb = ab und das ist zu beweisen. 

1.6. Lemma: Es sei (S, ., <_) eine geordnete Halbgruppe mit einem kleinsten Ele
mente, das auch ein Einselement ist. Es seien a,beS idempotent. Dann gilt ab = ba = b 
genau dann, wenn a _<b. 
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Beweis : Die Notwengigkeit ist klar: aus e <b folgt a j< ab = b. Aus e <_ a j< b 
folgt umgekehrt b <_ab <_bb = b und b <ba <^bb = b. Also gilt ab = ba = b. 

Wir definieren auf */ auf übliche Weise ein Produkt: wir setzen für beliebiges 
X cA (J\J2) (X) = J\(J2(X)), wobei Jl9 J2eJ sind. 

1.7. Lemma: J ist eine geordnete Halbgruppe (bezüglich . und ^ ) mit Einselement J0. 
Beweis : Wenn J\, J2eJ gilt, dann gilt J\J2eJ, weil die Eigenschaften J l , J2 

für das Produkt enthalten werden. Wenn Je J ferner beliebig ist, ist JJ0 = JoJ = J 
die allgemeine Eigenschaft des Produktes einer Abbildung mit der identischen 
Abbildung. Für Jl9 J2, J e « / m i t J\ <J J2 gilt endlich J J i <g JJ2, J\J fg JJ2: es 
sei I c i beliebig, dann folgt aus Ji(-K) c J2(X) stets JJ\(X) c JJ2(X) nach J2; 
ferner folgt für beliebiges JL" c .A aus der Bedingung J i ^ J 2 stets JiJ(X) c J2J(X) 
(siehe 1.1). 

1.8. Satz: Für beliebige J\, J2£ef gilt J\J2£ / genau dann, wenn J2J\ S J\Ji 
in J gilt. 

In der Tat folgt die Behauptung aus 1.5, 1.7 und 1.4. 
1.9. Satz: Es seien J\, J2 e ß beliebig. Dann gilt J\J2 = J 2 J i = J% dann und nur 

dann, wenn J\ :§ J2 gilt. 
Die Behauptung folgt aus 1.6, 1.7 und 1.4. 
1.10. Folgerung iln der Menge der Hüllenoperatoren ß ist ein beliebiges Element J\ 

ein Einselement für alle J e « / mit J ^ Jt. 

2. D I E P R O D U K T H Ü L L E N O P E R A T O R E N A U F E I N E R M E N G E 

Es sei A = X Al9 wobei G, At (iE G) Mengen sind. 

Für die Menge A = KAt erklären wir für beliebiges ieG die Abbildung pr4: 
leG 

A -> At auf übliche Weise: pr t x = x(i) für beliebiges xeA. Für eine beliebige Abbil
dung / : B -> C und für beliebiges X £ JB bezeichnet / Z ferner wie üblich die Menge 
{fx\xe X}. 

2.1. Satz: Es sei A = XAt und für beliebiges ieG Kt ein Hüllenoperator auf At, 
teG 

Dann ist die Abbildung J: M(A) -> 08(A), für die die Gleichung 

J(X) = X Kt(prtX) (*) 
teG 

für beliebiges X £ A gilt, ein Hüllenoperator auf der Menge A. 
Beweis : a) X £ J(X) gilt offenbar für beliebiges X £ A; b) aus X £ Y folgt 

J(X) £ J(Y) für beliebige X, 7 c A ; in der Tat folgt aus der Voraussetzung 
pr, I c pr, 7 für alle i e G, also gilt Kt(prtX) £ Kt(prtY) (ieG) und daraus ergibt 
sich schließlich J(X) c J(Y)\ c) es gilt JJ(X) = J(X) für beliebiges X cz A, denn 
J J ( Z ) = J( X Kx(pr*X)) = X K, (pr, X KH (pr*X)) = X KtKt(pvtX) = J(X). 

2.2. Definition: Es sei A = X 4̂» und sei jf , die Menge aller Hüllenoperatoren 
ieG 

auf .4 t für beliebiges ie G. Dann nennen wir die Abbildung J : Jf(J) -> #(-4), für 
die ein KteJft für alle <e(?so existiert, daß es für beliebiges X ^ A (*) gilt, den 
durch die Hüllenoperatoren Kt(ieG) bestimmten Produkthüllenoperator. 

Wir bezeichnen ferner die Menge aller Produkthüllenoperatoren auf der Menge A 
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2.3. Beispiel: Es sei A = X At und K} das größte Element der Menge jf , für 

beliebiges ieG. Dann gilt für beliebiges X _ A X Kj(pr«X) = X -4« = A = Ji(X). 
teG teG 

Also ist der durch die Hüllenoperatoren Kj(t e G) bestimmte Produkthüllenoperator 
das größte Element der Menge ß. 

Für den folgenden Satz führen wir die folgende Bezeichnung ein: wenn P, Q 
geordnete Mengen und {At \ ieG} ein System von geordneten Mengen sind, dann 
bezeichnet P _ Q, daß P und Q isomorph sind, und \\CA t bezeichnet das Kardinal-

i*G 

produkt der geordneten Mengen At. 
2.4. Satz: Es sei A = X At und Jf\ die Menge aller Hüllenoperatoren auf A% für 

teG 

jedes ieG. Dann gilt 0> _ Y\c3ft. 
ieG 

Beweis : Wir definieren die Abbildung <p: X\c^t - > ^ auf folgende Weise: für 
ieG 

beliebiges fe Ylc^t> fur das/(j) = Kt für jedes i E G ist, setzen wir <p(f) = J , wobei J 
ieG 

der durch die Hüllenoperatoren Kt (ieG) bestimmte Produkthüllenoperator auf 
der Menge A ist. <p ist nach Definition surjektiv; wir zeigen, daß <p sogar bijektiv ist. 

Es seien / , g^Yi0^» s o d a ß e s <P(f) = VÜ) && ^ ^ e s m*M = ^«» 0(0 == &< 
,eG , 

für jedes tE G. Es sei ferner t0^G und Y _ Ato beliebig. Dann gilt pr~*Y = Yx X i , 
mO~{h) 

undnach Definition 2.1 bekommen wir J(pr.0
1F) = Kto(Y)x X At = K\o(Y)x X At. 

ieG—{h} teG—{t0} 

Das heißt aber, daß Kto(Y) = K'h(Y) gilt; Kt = K\ gilt also für alle i e G und wir 
bekommen / = g. <p ist bijektiv. 

Es seien ferner / , g e fp j f \ mit / _ g und J = <p(f), J' = <p(g). Dann gilt / _ g 
teG 

genau dann, wenn für alle ieG Kt _\ K\ gilt, wobei Kt = /(0> Ki = g(i) ist; und 
das gilt ferner genau dann, wenn für beliebige iE G und Xt £ At Kt(Xt) _\ K\(Xt) 
gilt. Daraus folgt dann für J , J ' und für beliebiges X _ A J(X) = X K*(prtK) _ 

isG 

_ X K\(prtX) = J'(X) und das gilt genau dann, wenn J _ J ' ist. 
teG 

Wenn umgekehrt für J , J ' die Beziehung J _ J', d. h. für belieges X _ A J(X) _ 
_ J'(X) gilt, so auch J(prr1K,) £ J'fpr^K«) für beliebige ieG und Xt _ At\ 
also gilt Kt(K,)x X AH_ K\(Xt)x X Ax und damit Kt(Xt) _ K\(Xt). Also ist 

xeG—{i} xeG—{t) 

Kt '_ K\ für jedes i E G und wir bekommen die Beziehung / _ g. 
Schließlich sehen wir, daß f _\g genau dann gilt, wenn (p(f) _\ (p(g), also ist <p 

ein Isomorphismus. 
2.5. Definition: Es sei A = XAt. Dann nennen wir den durch die trivialen Hüllen-

mG _ 

Operatoren auf allen At(iEG) bestimmten Produkthüllenoperator JetP einen kar-
tesischen Hüllenoperator auf der Menge A. 

2.6. Lemma: Für den kartesischen Hüllenoperator J auf A gilt J(X) = X p r / X 

für beliebiges X _ A. 
2.7. Satz: Es sei A = XAt. Dann gilt & _ [J, J i ] , wobei [J, J{\ das durch die 

_ IMG 

Elemente J , JT (siehe 1.3) bestimmte Intervall in der geordneten Menge ß ist. 
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Beweis : Aus der Voraussetzung J e ^ folgt die Existenz eines KtsJft für 
beliebiges 16 0, so daß J(X) = X Kt(pvtX) für jedes X s A gilt. Daraus folgt aber 

J(X) £ J(X) nach Lemma 2.6; also gilt 0 c [J, J^. 
2.7'. Beispiel: Wir zeigen, daß im allgemeinen & = [J, J{\ nicht gilt.*) Es sei 

A=AXxA2, wobei Ai={a\b'},A2={a",V},a' ^b',a" ^b" gilt. Wir setzen 
a =- (a', a"), 6 = (a', 6"), c = (b', a"), d = (&', 6") und erklären J : Jf(Ai) -> Jf(AL) 
auf folgende Weise: 

|

{a, c} für X = {a} ., 

X fürX = {6},{c},{rf},{a;c}; 
A sonst 

man kann sich leicht davon überzeugen, daß Je in Hüllenoperator ist. Ferner ist J ^J, 
denn es ist J(X) = K für X = {a}, {ö}, {c}, {<?}, {a, c} und J(X) e .Asonst. Wenn aber 
J < J ist, dann muß nach Satz 1.9 J(X) = JJ(X) = X prt J(X) für jedes X c A 
gelten. 

Es seien jetzt Ki, K2 geeignete Htillenoperatoren auf den Mengen A\, A2, so daß J 
der durch Ki, K2 bestimmte Produkthüllenoperator ist. Es gilt also für jedes X s A 
die Gleichung J(X) = Kx(ptxX)xK2 (pr2X). Also muß K*(pr*X) = pr<J(X) (i = 1,2) 
für jedes X £ AI gelten. Dann gilt aber Ki({a'}) = Ki(prx {a}) = priJ({a}) = 
= pi{a,c} = .Ai und gleichzeitig Ki({a'}) = Kt(pTx{b}) = priJ({6}) = pTX{b} = {a'}. So 
bekommen wir einen Widerspruch. Das heißt, daß J kein Produkthüllenoperator ist. 

Aus Satz 2.4 und den Sätzen 1.9 und 2.7 folgt sofort die 
2.8. Folgerung: Es sei A = XAt. Dann 

_ (jeG 

a) sind J , Jj das kleinste und das größte Element der Menge 0>, 
b) gilt JJ = JJ = J , wenn Jet? ist. 
Vor der Hauptdefinition erinnern wir an bekannte Begriffe: 
2.0. Definition: a) Es sei A eine Menge, J ein Hüllenoperator auf A. Dann nennen 

wir das geordnete Paar (A, J ) eine Hüllenstruktur (siehe [4]). b) Es sei (̂ 4, J ) eine 
Hüllenstruktur. Dann heißt eine Menge X c A, für die J(X) = X gilt, J-abge-
schlossen. 

2.10. Definition: Es sei {(AU, J.) | «e 0} ein System von Hüllenstrukturen. Es 
sei A = X A, und J der durch die Hüllenoperatoren Jt(i e 0) bestimmte Produkt-

mQ 

hiülenoperator. Dann heißt die Htillenstruktur (A, J) das Produkt der Hüllenstruktu
ren (A„ Jt) und wir bezeichnen es mit (A, J) = X (At, Jt). 

veQ 
•m 

3. DIE A L G E B R A I S C H E N H Ü L L E N O P E R A T O R E N 

8.1. Definition: Es sei (A, J) eine Htillenstruktur. Dann nennen wir den Hüllen
operator J idempotent, wenn jede einelementige Teilmenge der Menge A J-abge-
schlossenist.**) 

*) Für die Idee zu folgendem Beispiel möchte ioh Herrn J . Karasek danken. 
**) Unter der Idempotenz eines Hüllenoperators versteht man üblich die Eigenschaft J3 . 

Wir wollen aber das Wort für den Gebrauch im Absatz 4 in unserem Sinne benutzen. 
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3.2. Definition: Es sei (A, J) eine Hüllenstruktur. Dann nennen wir den Hüllen
operator J algebraisch, wenn für beliebiges X £ A und beliebiges x G J(X) eine 
endliche Teilmenge Xf £ X existiert, so daß x e J(Xf) gilt. (Siehe [4].) 

3.3. Lemma: Es sei A eine Menge, ß die Menge aller Hüttenoperatoren auf A, J0, 
J\ e ß das kleinste und das größte Element in ß. 

Dann 
a) sind J0, Jj algebraisch, 
b) ist J0 idempotent. 
Beweis : a) Es seien X £ A, xeJ0(X) beliebig. Dann ist xe X, also gilt z .B. 

x£ Jo({#})>{#} £= X. Es seien ferner X £ A, XE Ji(X) beliebig. Dann ist xe A und 
weil Ji(Xf) = A für beliebige endliche Teilmenge Xf gilt, also xeJi(Xf) gilt, ist 
der Anspruch auf eine Existenz einer solchen Menge eher erfüllt, b) ist klar. 

Es sei A = X At ein kartesisches Produkt. Dann setzen wir für den weiteren 
ieG 

GebrauchG' = {ieG\ card At ^ 2}. 
3.4. Lemnaa: a) Es sei J ein algebraischer Hüllenoperator auf A. Dann existiert 

für beliebiges X £ A und für eine beliebige endliche Teilmenge Y £ J(X) eine endliche 
Teilmenge Xf £ X so, daß Y £ J(Xf) gilt, b) Es sei A = X At und sei J der kartesische 

ieG__ 

Hüllenoperator auf A. Wenn die Menge G' endlich ist, so ist J ein algebraischer Hütten-
Operator. 

Beweis : a) Es seien X £ A, Y £ J(X) beliebig, Y endlich. Nach Voraussetzung 
existiert für beliebiges y e Y £ J(X) eine endliche Teilmenge Xy £ X so, daß 
y e J(Xy) ist. Also gilt {y} £ J(Xy) und damit folgt Y £ \J J(Xy) £ J( (J Xy). 

yeY yeY 

\J X y ist dann die gesuchte endliche Teilmenge der Menge X. b) Sei A = X At 
yeY __ ueG 

und sei X £ A beliebig. Es sei ferner x e J(X). Für jedes i e G gilt dann prf x e pr ,X. 
Also existiert für jedes ieG' ein y^l)EX so, daß p r ^ ( 0 = pr ,# ist. Wegen der 
Endlichkeit G' ist die Menge {y<1) | ieG'} eine endliche Teilmenge X. Dabei gilt 
J({y<*) | i e G'}) = X pr« {yW \ i e G'} und x e J({yW | i e G'}), weil pr* x e 

xeG 

VT*{y(l) \teG'} für alle xeG gilt. 
3-5. Sat?: Es sei (A, J) = X (At, Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen, wobei J« 

teG 

für jedes i e G ein algebraischer Hüllenoperator ist. Wenn die Menge G' endlich ist, 
ist J ein algebraischer Hüllenoperator. 

Beweis : Es seien X ^ A,xeJ(X) beliebig. Dann gilt prf xe Jt (pr,X) für 
jedes ieG und nach Voraussetzung existiert für beliebiges ieG eine endliche 
Menge Yt £ p r t X so, daß prf xeJt(Yt) gilt. Sei ferner Y = X Yt; dann ist Y 

mG 

wegen der Endlichkeit der Menge G' endlich. Dabei ist x £ X Jt(Yt) = J(Y). Ferner 
_ __ t60 

gilt natürlich Y £ X pr« X = J(X) (wobei J der kartesische Hüllenoperator auf A 
ieG _ 

ist). Daher existiert nach Lemma 3.4 a) b) ein endliches X/ £ X so, daß Y £ J(X/) 
ist. Daraus folgt aber J(Y) £ JJ(Xf) = J(Xf) wegen der Folgerung 2.8 b), also 
gilt x£J(Xf). Wir haben damit eine endliche Teilmenge Xf £ X gefunden, so daß 
x E J(Xf) gilt, also ist J algebraisch. 

3.6. Satz: Es sei (A,J) = X(At,Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen, wobei Jt 
IMG 
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für jedes iE G ein idempotenter Hüttenoperator ist. Wenn J ein algebraischer Hütten-
operaior ist, ist die Menge G' endlich.*) 

Beweis : Es seien die Voraussetzungen des Satzes erfüllt, G' jedoch eine unendliche 
Menge. Es sei x0eA; wir setzen XXo = {xe A | es gibt höchstens ein i e G' mit 
pr,# =£ pr^o}. Dann gilt J(XXo) = A, denn J(XXo) = X Jt ( p r j r j =- X Jt(At) = A. 

mG teG 

Ferner setzen wir für beliebiges F e i GY>Xo = {i e G' | es gibt ein y e Y mit prc ^ 
¥" pr,cco}. (Iß* Y = {y} einelementig, dann ist G{y}fXo = {i e G' | pr,# ^ pr^o}.) 

Es sei Xf £ XXo endlich; dann ist Gxf,x0 endlich. 
Für ein beliebiges Element yeJ(Xf) gilt G^y}tXo c GXf,x0> In der Tat: es gilt 

J( .X/)= X Jt($TtXf)x X J*(pr»Z/); für jedes ieG — Gxt,x0 ist ferner 
<*<*Xf,x0 *G-4xftx0 

p r | Z / = {pr«a;o} einelementig und nach Voraussetzung Jrabgeschlossen; daraus folgt 
J(Xf) = X J , (p r ,Z / ) x X {pri#o}; wenn «effjj,}^ beliebig ist, dann ist 

ieGXf,x0 <*Q-®Xf,x0 

pr* y 7-= pr* % und nach der letzten Gleichung ist x e Gxf,Xo-
Sei y0e J(XXo) = Aso gewählt, daß G^Vo}Xo = ö ' ist. Für alle endlichen Mengen 

Xf £ XXo gilt dann y0$J(Xf): wenn nämlich y0eJ(Xf) gelten würde, dann müßte 
nach obigen Betrachtungen die Menge Gtyo}%Xo endlich sein, das wäre ein Wider
spruch zur Unendlichkeit der Menge G' = G{Vo}Xo. 

Also gilt für X^und y0 e J(XXo), daß für alle endlichen Teilmengen Xf c XXo y0 $ 
$J(Xf) ist, das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, daß J algebraisch ist. 
G' ist also eine endliche Menge. 

3.7 Folgerung: Ks sei (A,J)=X(AtiJt) ein Produkt von HüUenstrukturen. 
ieG 

wobei Jt für jedes ieG ein algebraischer idempotenter Hüllenoperator ist. Dann ist J 
ein algebraischer HüUenoperator dann und nur dannuwenn die Menge G' endlich ist. 

3.8. Folgerung: Es sei A = KAt ein kartesisches Produkt. Dann ist der kartesische 
teG 

Hüttenoperator auf A algebraisch dann und nur dann, wenn G* eine endliche Menge ist. 
In der Tat ist der kartesische Hüllenoperator nach Definition der durch die trivialen 

Hüllenoperatoren auf At(ieG) bestimmte Produkthüllenoperator und die trivialen 
Hüllenoperatoren sind nach Lemma 3.3 algebraisch und idempotent. 

3.9. Satz: Es sei (A,J) = X (-4,, Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen. Wenn J 
veG 

ein algebraischer HüUenoperator ist, so auch J , für jedes ieG. 
Beweis: Es seien i0eG, Xh s Ah, t£jlo(Xlo) beliebig. Sei ferner X £ A so 

gewählt,daß pr^X = X^ist. Dann gilt J(X) = Jh(Xh)x X J4(pr,X). Wir wählen 
teG—-{to} 

jetzt ein x e J(X) mit pr^ x = t. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teil
menge Xf s X so, daß x e J(Xf) gilt. Also ist x e X J« (pr«X/) und daraus folgt 

ieG 

pr^ x e J,0 (pr,0 Xf). Weil aber pr^X/ eine endliche Menge ist und außerdem pr,0X/ c 
c pr^ X = X(0 gilt, haben wir eine endliche Teilmenge der Menge Xh gefunden, 

für die te Jh (pr/o Xf) gilt; J,0 ist also algebraisch. 
Aus den Sätzen 3.5 und 3.9 folgt die 

*) Während des Druckes dieses Artikels zeigt man, daß die notwendige Bedingung, damit J 
algebraisch sei, die Endlichkeit der Menge {ieG / Jt .5-= J{} ist (ohne weitere Voraussetzungen). 
Das möchte ich in einem anderen Artikel betrachten . 
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3.10. Folgerung: Es sei (A,J) = X (AU, Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen. 
ieG 

Sei die Menge G' endlich. Dann ist der Hüllenopemtor J algebraisch dann und nur dann, 
wenn aUe Hüttenoperatoren Jt algebraisch sind. 

3.11. Satz: Es sei (A,J) = yi (At, Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen. Dann ist 
ieG 

der HüUenoperator J idempotent dann und nur dann, wenn alle Hüttenoperaloren Jt 

idempotent sind. 
Beweis : 1. Sei die Bedingung des Satzes erfüllt und sei xeA beliebig; darin 

gilt J({x}) = X Jt {prt{x}) = Xpr t{#} = {x}. 2. Sei umgekehrt die Bedingung des 

Satzes nicht erfüllt, d. h. existieren iQeG, teAh so, daß Jt3({t}) ^{t} ist. Es sei 
ferner xeA ein Element mit pr#j.r = t. Aann ist J({x}) = X J , (pr,#) -/-={#}; also 

ist der Hüllenoperator J nicht idempotent. 

Daraus folgt mit Lemma 3.3 sofort die 
3.12. Folgerung: Es sei A = X At ein kartesisches Produkt. Dann ist der kartesische 

Hüllenoperator auf der Menge A idempotent. 
Schließlich bekommen wir als Ergebnis aus allen Sätzen dieses Absatzes den 
Satz: Es sei (A, J) = X (At,Jt) ein Produkt von Hüllenstrukturen, wobei kein At 

eG 

für alle i e G einelementig ist. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 
(A) J ist ein algebraischer idempotenter Hüllenoperator. 
(B) Die Menge G ist endlich und für jedes i e G ist Jt ein algebraischer idempotenter 

Hüllenoperator. 
Beweis : 1. Wenn die Aussage (B) gilt, folgt die Gültigkeit von (A) aus den 

Sätzen 3.5 und 3.11. 2. Es gelte (A); dann ist nach den Sätzen 3.9 und 3.11 Jt alge
braisch und idempotent für alle ieG; daraus folgt ferner nach Satz 3.6 die Endlich-
keit der Menge G. 

Bemerkung: Wenn wir unter einer (abstrakten) Geometrie eine Hüllenstruktur 
verstehen werden, wobei J ein algebraischer idempotenter Hüllenoperator mit der 
Eigenschaft J(0) — 0 ist (F. Maeda), können wir den letzten Satz speziell kürzer 
formulieren: 

Es seien die Bedingungen des Satzes erfüllt und sei Jt(0) — 0 für jedes ieG. (A,J) 
ist eine Geometrie dann und nur dann, wenn G endlich und (At, Jt) eine Geometrie für 
alle i e G sind. 

4. EIN P R O D U K T VON H Ü L L E N S T R U K T U R E N 
UND E I N D I R E K T E S P R O D U K T VON Ü - A L G E B R E N 

Unter einer Q-Algebra werden wir in diesem Absatz eine vollständige Algebra 
mit einer Menge Q von eindeutigen Operationen verstehen. (Siehe z. B. [2],[3].) 
Wir bezeichnen ferner mit ß(n) die Menge aller n-stelligen Operationen der ß-Algebra. 

4.1. Definition: Es sei A eine ß-Algebra. Wir definieren den Hüllenoperator JQ 

auf A auf folgende Weise: für beliebiges I c i setzen wir JQ(X) = (*| Ax, wobei A 

die Menge aller Unteralgebren der ß-Algebra A ist, die die Menge X enthalten. 
(Siehe [3], [4].) 
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In [4] findet man folgende Behauptungen: 
(i) Sei A eine Q-Algebra. Dann ist der Hüllenoperator JQ auf A algebraisch, 
(ü) Sei A eine Q-Algebra, X £ A eine Teilmenge, Wir definieren Mengen XQ=X, 

X*-f i = XjcU {aa) | eine natürliche Zahl n,coe Q(n), a e(Xjc)n sind beliebig} für h = 0, 

1, 2, . . . . Dann gilt die Gleichung JQ(X) = \J Xjc. 
ü=0 

4.2. Lemma: Es seien A, B Q-Algebren, f: A ->B ein Homomorphismus. Seien J$ , 
JQ die wie in 4.1 auf A, B definierten Hüllenoperatoren. Für beliebiges X £ A gilt 
dannfJ£(X) = J»(fX). 

Beweis : Sei X £ A beliebig. Wir zeigen, daß fXjc = (fX)jc für beliebiges Xjc, 
wobei Xjc £ A, (fX)jc £ B die wie* in (ii) definierten Mengen sind. Sei h = 0: dann 
gilt fX0 = fX = (/X)0 und die Beziehung wird also erfüllt. Wir setzen jetzt die 
Gültigkeit der Behauptung bis h — 1 voraus; wir folgern sie dann für die Menge fXk: 

fXk = fXjt^ U f{aco | co e Q(n), a e (K*-i)n beliebig} = fXk^ U 

U {faco | co 6 Q(n), a = (ax, .. .,an)e(Xk—i)nbeliebig} = 

= fXjc^x U {fax . . . fanco j co 6 ß(n), (/aj, . . . , /an) e (/K*--i)n belieb.} = 

= (/Z)*_i U {/ax . . . /c%co | co 6 Q(n), (fax, ...,fan)e [(/Z)*-i]n belieb.}. 

Es gilt also / JL* = (fX)jc für & = 0, 1, 2, . . . . Daraus bekommen wir nach (ii) die 

Gleichheit fJi(X) = f\JXk = \JfXk = (J (fX)k = Jg(/X). Das Lemma ist be-
£ = 0 Ä;=0 ifc—0 

wiesen. 
Es sei {At\ieG} ein System von Q-Algebren; dann bezeichnen wir mit ]H[^« 

das direkte Produkt der Q-Algebren des Systems. 
4.3. Satz: Es sei A = Y[d A t ein direhtes Produht von Q-Algebren; es seien JQ(ieG), 

JQ die wie in 4.1 auf At (IEG), A definierten Hüllenoperatoren. Für beliebiges X £ A 
gilt dann JQ(X) £ X JQ (pr, X) und für alle t e G ist pr, JQ(X) = JQ (prf X). 

ieG 

Beweis : Sei X £ A beliebig, nach Definition der Hüllenoperatoren Jl
Q(ieG), 

J f lsind dann Jl
Q (pr, X) (i e G) bzw. JQ (X) die kleinsten Unteralgebren der Q-Algeb

ren At(ieG) bzw. A, die pr, X bzw. X enthalten. Also ist das direkte Produkt 
J l * Ja(prtX) eine Unteralgebra der Q-Algebra A. Dabei folgt aus xeX p r , # e 

G pr, X £ JQ (pr, X) für jedes i £ G, also gilt x e Y[d JQ (P r«x)- -Daraus folgt X £ 

£ Y[d JQ (P r * x ) u n ( i nach Definition von JQ gilt die Inklusion JQ (XJ £ 

£ Hd JQ (pr, X); d. h. für die Mengen*gilt JQ(X) £ X J0 '(pr« X). Die Gültigkeit der 
tcQ veQ 

Beziehung pr, JQ(X) = JQ (pr, X) folgt ferner aus Lemma 4.2, denn pr,: A -» .A, ist 
ein Homomorphismus. 

4.4. Folgerung: Sei A = |"J* At ein direktes Produht von Q-Algebren. Dann hann 

man jede Unteralgebra der Q-Algebra A als ein suhdirehtes Produht von Unteralgebren 
der Q-Algebren At(ieG) ausdrücken. 
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Beweis : Es sei X c A eine Unteralgebra der ß-Algebra .A. Dann gilt JQ(X) = X 
und nach Satz 4.3 X c f p ^ i CPr« ^-)- -^ *st a ^ ° e m e Unteralgebra eines direkten 

Produkt von Unteralgebren der .ß-AlgeKren At(teG). Dabei gilt nach Satz 4.3, 
daß die Einschränkung des Epimorphismus pr<: J~p JQ (pr, X) -> JQ (pr, X) auf 

die Menge JÜ(X) = X auch ein Epimorphismus für jedes teG ist. Also ist X ein 
subdirektes Produkt der Unteralgebren JQ (pr« X) der ,0-Algebren At. 

4.5. Satz: Ks sei A = Y\d A < e^n direktes Produkt von Q-Algebren; es seien JQ teG), 

JQ die wie in 4.1 auf At (teG), A definierten Hüllenoperatoren. Sei J der kartesische 
Hüllenoperator auf A. Dann gilt (A, JJQ) = X (At9 JQ). 

(eG 

Beweis : Es sei X c A eine beliebige Menge. Dann gilt nach Satz 4.3 
X JQ (pr4 X) = X pr, JQ(X) = JJQ(X) und das ist die Behauptung des Satzes. 
teG ieG __ 

Wir bemerken noch, daß JJQ nach 2.1 ein Hüllenoperator auf A ist. 
Aus dem Satz und aus Satz 1.9 folgt unmittelbar die 
4.6. Folgerung: Seien die Voraussetzungen des Satzes 4.5 erfüllt. Dann gilt (A,JQ) = 

= X (At, JQ) dann und nur dann, wenn J < JQ gilt. 
teG 

Die Folgerung 4.6 gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
jede Unteralgebra der Q-Algebra A = JTd At in ein direktes Produkt von Unter

leg 
algebren der Q-Algebren At(teG) zerlegbar ist. Die Bedingung sagt uns aber nicht 
viel. Am Schluß des Absatzes leiten wir deshalb in einem Spezialfall eine konkrete 
notwendige Bedingung ab, unter der obiges erfüllt wird. 

4.7. Lemma: Es seien A eine Q-Algebra, JQ der wie in 4.1 definierte Hüllenoperator 
auf A. Dann ist JQ ein idempotenter Hüllenoperator dann und nur dann, wenn jede 
Operation der Q-Algebra A idempotent ist. 

Beweis: Die Bedingung ist notwendig: Sei JQ der idempotente Hüllenoperator. 
00 

Dann gilt für beliebiges aeA JQ ({a}) = {a}= \J Xk, wobei die Xu wie in (ii) definiert 
*-=o 

werden; also gilt {«} == I 0 c I i £ . . . £ Xu £ . . . £ {a} und also ist X% = {a} 
für jedes k = 0 , 1 , Nach Definition von Xk gilt also {a} = {a\ U {bco \ eine 
natürliche Zahl n, (oeQ(n), be{a}n sind beliebig}. Daraus folgt {bco \n, coeQ(n), 
b e{a}n beliebig} <= {a} und es gilt also schließlieh a . . . aa> = a für jedes coeQ. 

Die Bedingung ist hinreichend: Es sei a . . . am = a a für beliebiges aeA, OJGQ 
erfüllt. Dann kann man für Xo = {a}, Xt (k == 1, 2, . . . ) , die wie in (ii) definiert 
sind, leicht beweisen, daß X* = {a} für jedes k = 0, 1, . . . gilt. Also gilt JQ ({a}) = 

00 

= \J Xjc = {et} und JQ ist ein idempotenter Hüllenoperator. 

Aus Lemma 4.7 und dem Satz 3.11 folgt unmittelbar die 
4.8. Folgerung: Es sei A = f p - ^ e^n direktes Produkt von Q-Algebren, so daß 

ieG 

(A, JQ) = X (Att JQ) für die wie in 4.1 auf A% (t e ö), A definierten Hüttenoperatoren 
teG 

JQ(tsG)t JQ gut. Dann ist jede Operation der Q-Algebra A idempotent dann und nur 
dann, wenn jede Operation der Q-Algebra At für jedes t e G idempotent ist. 
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4.9. Satz: Es sei A = Jld At ein direktes Produkt von Q-Algebren, wobei kein A% 
V&G 

für teG eine einelementige Menge ist; seien alle Operationen der Q-Algebra A idempo-
tent. Gilt (A, JQ) = X (A i3 J

l
Q) für die wie in 4.1 definierten Hüllenoperatoren JQ(ieG), 

ieG 

JQ, dann ist die Menge G endlich. 
Beweis : Nach Lemma 4.7 ist JQ ein idempotenter Hüllenoperator; ferner ist er 

nach (i) algebraisch. Die Endlichkeit der Menge G folgt dann aus dem Schlußsatz 
des vorigen Absatzes. 

4.10. Folgerung: Es sei A = JJdAt ein direktes Produkt von Q-Algebren, wobei 
teG 

kein Atfür i e G einelementig ist; seien alle Operationen der Q-Algebra A idempotent. 
Wenn jede Unteralgebra der Q-Algebra A in ein direktes Produkt von Unteralgebren 
der Q-Algebren At (ieG) zerlegbar ist, dann ist G eine endliche Menge. 

5. EIN PRODUKT VON HÜLLENSTRUKTUREN 
UND EIN KARDINALPRODUKT VON VOLLSTÄNDIGEN 

VERBÄNDEN 

Am Anfang erinnern wir an folgende Bezeichnungen und Begriffe. Es sei {A111 e G} 
ein System von geordneten Mengen. Dann bezeichnen wir das Kardinalprodukt 
dieses Systems mit J]c-4«. Sei A ferner eine geordnete Menge, xQeA beliebig, 

ieG 

X\,x2eAso gewählt, daß xx ^ x2 gilt. Dann nennen wir die Mengen {xe A\x ^ x0} 
einen Anfang, {x s A | x0 < x} ein Ende, [xu x2] = {x e A \ x\ <: x ^ x2} ein Intervall 
der Menge A. 

5.1. Lemma: Es sei A = Y\c At ein Kardinalprodukt von geordneten Mengen, 
teG 

seien X\, x2eA so gewählt, daß X\ S %2 gitt. Dann gilt die Gleichung [x\, x2] = 
= ncD?r« *i> Pr< *2]. 

ieG 

Beweis: Es sei xe[xt, x2] beliebig, dann gilt pr«#i ^ pr,a: g jprtx2 für jedes 
i e ö, denn diese Abbildungen sind isoton. Daraus folgt x e Y\c [pr< -̂ i> Pr« xi]- E^ sei 

ieG 
umgekehrt x e f l c [pr, xx, pr« x2], dann gilt pr t x e [pr« x\, pr, x2] für jedes i e G. 

l*G 

Daraus folgt aber x\ g x ^ x2, also gilt x e [xl} x2]. 
Nun werden wir uns für die Frage interessieren, wann die Menge aller Anfänge, 

Enden und Intervalle einer gegebenen geordneten Menge einen vollständigen Ver
band bildet, denn in diesem Fall können wir durch diese Mengen einen Hüllenoperator 
auf der geordneten Menge definieren. Wir können uns leicht davon überzeugen, daß 
die Menge aller Anfänge, Enden und Intervalle einer geordneten Menge A einen 
vollständigen Verband dann und nur dann bildet, wenn die Menge A ein vollständiger 
Verband ist. Wir werden also nur vollständige Verbände betrachten. 

5.2. Definition: Es sei A ein vollständiger Verband. Dann definieren wir auf A 
einen Hüllenoperator Jy&xxf folgende Weise: für beliebiges X c A setzen wir Jy(X) = 
= Q AXi wobei A die Menge aller Intervalle der Menge A ist, die die Menge X 

enthalten. Dann nennen wir Jy einen Verbandshüttenoperator. 
B e m e r k u n g : Der Verbandshüllenoperator auf einem vollständigen Verband 

ist offensichtlich idempotent. 

96 



5.3. Lemma: Es sei A = J~[c At ein Kardinalprodukt von vollständigen Verbänden. 
veG 

Für jedes X c A existieren dann inf X, sup X (-4 ist ein vollständiger Verband) und 
dabei gelten die Gleichungen inf pr, X = pr. inf X, sup pr. X = pr t sup X für jedes 
leO. 

Beweis : Sei X £ A beliebig und sei a e A so gewählt, daß pr* a = inf pr. X für 
jedes leO gilt; wir zeigen, daß a — inf X ist. Sei xeX beliebig, dann gilt prt a <J pr,# 
für jedes teO nach Definition des Elements a; also gilt a % x und a ist eine untere 
Schranke von X. Wenn,ferner b £ x für beliebiges # e X gilt, gilt pr t 6 £ prtx 
für beliebige xeX, teO; also gilt für beliebiges teO pr. 6 <S infpr l X = pr ,a 
und daraus bekommen wir b £ a. Insgesamt gilt also a = inf X. Dual zeigt man die 
Existenz eines Supremums einer beliebigen Teilmenge der Menge A und die Gültig
keit der zweiten Beziehung. 

5.4. Lemma: Es sei (A, Jy) eine Hüllenstruktur, so daß A ein vollständiger Verband 
und Jy der Verbandshüllenoperator auf A ist. Dann gilt Jy(X) = [inf X, sup X] für 
beliebiges X c= A. 

Beweis : Nach Definition gilt Jy(X) = f\ AK für beliebiges X s A, wobei A 
Ak*A 

die Menge aller Intervalle von A ist, die die Menge X enthalten. Also gilt auch 
[inf X, sup X]e A und daraus folgt Jy(X) s [inf X, sup X]. Es sei ferner [a, b]e A 
ein beliebiges Intervall, dann für beliebiges xeX ist a £ x £b, also ist a eine 
untere Schranke und b eine obere Schranke von X; daraus bekommen wir a <£ 
inf X £ supX S b, also gilt [inf X, sup X] c [a, b]. Weil [a, b] e A beliebig war, 
gilt [inf X, sup X] c f\ Ax — Jv(X). Es gilt also obige Gleichung. 

AA*A 

5.5. Satz: KB sei A = I7c-4, ein Kardinalprodukt von vollständigen Verbänden. 
teG 

Es sei Jy der Verbandshüllenoperator auf A undJfy der Verbandshüllenoperator auf At 

für beliebiges i e 0. Dann gilt die Gleichung (A, Jy) = X (At, J v ) . 
veG 

Beweis : Es sei X c A eine beliebige Teilmenge. Dann gilt Jy(X) = [inf X, 
sup X] = I p [pr, inf X, pr, sup X] = [ ] c Pn* Pr« x> mp pr, X] = f p J v (pr, X) 

teö ißG i*G 

nach Lemma 5.4, 5.1 und 5.3. Für die zugehörigen Mengen gilt also die Gleichung 
Jy (X) = X JV (pr, X) und das war zu beweisen. 

teG 

6. DAS P R O D U K T VON H Ü L L E N S T R U K T U R E N 
UND DAS P R O D U K T VON TOPOLOGISCHEN R Ä U M E N 

Wir erinnern an einige bekannten Begriffe und Sätze. Unter einem topologischen 
Raum verstehen wir ein geordnetes Paar (A, «y), wo A eine Menge und 3T eine Menge 
abgeschlossener Teilmengen von A sind. (Siehe z. B. [1], S. 5.) 

Es sei (A, 9r) ein topologischer Raum. Dann bestimmt die Menge &~ £ $ (A) 
eindeutig einen Hüllenoperator JV auf A folgendermaßen: für beliebiges X £ A gilt 
Jr(X)= n Y-

Y^X,YG$-

Es sei ferner {(At, &~g) \ieO} ein System von topologischen Räumen; dann be
zeichnen wir das Produkt dieses Systems mit fjt (Ati &"t). (Siehe [1], S. 42.) 

tßG 
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Für das Produkt von topologischen Räumen gilt der folgende Satz: (siehe [1], 
Seite 46): 

(i) Es sei (A, &~) = JT* (At,^t) ein Produkt von topologischen Räumen. Seien JV, 

J#-L (*e O) die zugehörigen Hüllenoperatoren auf A, At(ieG). Wir wählen für jedes 
i e 0 ein Xt £ At beliebig. Dann gilt die Gleichung Jr ( X Xt) = X «/>, (X) . 

8.1- Satz: Es sei (A,&~) = Jl* (-4*» «̂ "«) e^n Produkt von topologischen Bäumen; seien 

Jp> Jpt (ieO) die zugehörigen Hüllenoperatoren auf A, At(ieO). Es sei J der karte-
sische Hüllenoperator auf A. Dann gilt die Gleichung (A, J&J) = X (At, J&-,). 

__ mG 

Beweis : Es sei X £ A eine Menge. Dann gilt J(X) = X pr, X und nach (i) 

— l€° 
bekommen wir J^-J(X) = X J&t (pr< X), und das war zu beweisen. Bemerken wir 
noch, daß JrJ nach 2.1 ein Hüllenoperator auf A ist. 

6.2. Folgerug: Seien die Voraussetzungen von 6.1 erfüllt. Dann gilt (A, J#) = 
= X (An JV) dann und nur dann, wenn J ^ J> ist. 
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