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8СК1РТА ЕАС. 8С1. ЫАТ. Ш Е Р ВК1ЖЕЫ515, АКСН. МАТН, 4, 
V I I : 153-158, 1971 

Н Е К О Т О Р Ы Е Н Е К О Л Е Б Л К Щ И Е С Я СВОЙСТВА 
РЕЩЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ 
у" + р(х)у" + 2А(х)у' + [А'(х) + Ь(х)]у = О 

Ладислав Моравски, Кошице 

(Поступило в ребакцию 27-2-1970 г.) 

В работе для рассматриваемого дифференциального уравнения построено 
дифференциальное уравнение второго порядка, которому соответствует 
т. н. связка решений рассматриваемого дифференциального уравнения. 
С помощью т. н. связки решений дедуцированы достаточные условия для 
того, чтобы изучаемое дифференциальное уравнение было неколеблющимся 
для х е I, 3 -= (—со; со). 

Далее доказан критерий неколеблимости рассматриваемого дифферен­
циального уравнения. 

Рассматривая линейное дифференциальное уравнение третьего порядка 
вида 

(1) у* + р(х) у" + 2А(х) у' + [А'(х) + Ь(х)] у = 0 

где р(х), Ь(х) е С0(/), А(х) е С^/), / == (— оо; со). 

Для любого решения дифференцикльного уравнения (1) действительны 
следующие интегральные тождества: 

(2) [уу'—^У'г + А(х)у>]ех1{/рЦ)&} + 

+ 4- / Р® У'2(0 е*Р { / /»(*) <-»} <-* + 
- - Х0 Х9 

+ ] [Ь(1) - А(1) />(*)] у*® ехр {/р(8) Аз} <Н = 
х0 «о 

1 
= у(х0) у"(х0) — — у'2(хо) + А(хо) + уг(хо), 

(3) у" ехр { /р(1) Щ + { ]2А(1) у'(1) + [А>(1) + Ь(1)] у(*)}, 
х0 х0 

I 

е х Р (/р(з) &8) & = У"Ы> . 
х0 

где х0 е / — любая точка, но жёсткая. 

Пусть у\(х), уг(х), уъ(%) — фундаментальная система решений дифферен­
циального уравнения (1), для которой в точке х0е /, / = (—со; со) имеют 
силу следующие свойства 
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УгЫ = УгЫ = 0, у[(хо) Ф О, 

Уг(хо) = У2Ы = О, 1/зЫ ^ О, 

Уз(хо) = 2/зЫ = О, уг(х0) ф О. 

Потом по [4], любое решение у(х) дифференциального уравнения (1) 
свойства у(хо) = 0 можно написать в виде у = схух + с2у2. 

М Н О Ж Е С Т В О Р Е Ш Е Н И Й Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О 
У Р А В Н Е Н И Я (1) 

У = схух + с2у2 

называем связкой решений дифференциального уравнения (1) в точке х0. 
По [4] связка решений дифференциального уравнения (1) в точке х0 со­

ответствует дифференциальному уравнению второго порядка вида 

(4) гоу" — го'у' + [го" + р(х) го' + 2А(х) ю] у = О, 

где ю(х) = шх(х) = ух(х) у'2(х) — ух(х) у2(х) (ух(х\ у2(х) обладают выше при­
веденным свойствам) — решение дифференциального уравнения 

(5) [го" + р(х) ю'У + р(х) V)" + [р2(х) + 2А(х)] ю' + 
+ [А'(х) — Ь(х) + 2А(х) р(х)] го = 0. 

Лемма 1: Пусть р(х), Ъ(х) е С0(/), А(х) е С^/), / = (—со; со). Пустъ 
р(х) :> 0, Ъ(х) — А(х) р(х) ;> 0, А(х) <, 0, А'(х) + 6(з) <: 0, [А(х) <, 0, 
р(ж) ^ 0, 6(#) — 4̂ (х) р(х) ^ 0, Л '(х) + 6(ж) > 0] для х е /. Пустъ р(х), 
Ъ(х) — А(х) р(х) одновременно тождественно в никаком частичном проме­
жутке не равны нулю. Потом решение го(х) = юг(х) дифференциального 
уравнения (5) не имеет нулевой точки для х Ф х0 е /. 

Докажем первое утверждение леммы 1. Так как го(х) = гог(х) = 
= У*(х) Уг(х) — У1(х) Уг(х), очевидно гох(х0) = щ(х0) = 0, го\(хо) ф 0. Пусть 
XI > Хо является первой нулевой точкой гох(х). Легко проверить, что для 
го(х) = шх(х) действительно следующее интегральное тождество: 

X 

[юга* + р(х) гого' — \ го'2 + А(х) го2] ехр { / р(1) <Щ — 
щ 

- Ь !р(1) г»'*(1) ехр { / р(8) из} <Н - /[Ь(1) - А(1) р(1)} го*(1) 
х в х в х 0 

ехр { / р(з) &$} й1 = 0. 

Из последнего тождества для го(хх) = ю^хх) -= 0 вытекает противоречие. 
Следовательно го(х) = юг(х) не имеет для х > х0 никакой нулевой точки. 

154 



Также легко проверить, что для всякого решения дифференциального 
уравнения (5) действительно следующее интегральное тождество: 

X 

[ю" + р(х) ю' + 2А(х) ю] ехр { / />(<) <*<} = ю"(х0) + р(хо) ю'(хо) + 

х 4 

+ 2А(х0) ю(хо) + / [А'(1) + Ь(1)] т(1) ехр { / р(з) Аз} й1, 

из которого легко определить, что го(х) = ш\(х) не имеет нулевой точки для 
х < х0. 

Подобно показывается второе утверждение леммы 1. 
С помощью связки решений дифференциального уравнения (1) легко 

доказывается следующая теорема:-

Теорема 1. Пусть для коэффициентов дифференциального уравнения (1) 
выполнены предположения леммы 1. Потом нулевые точки связки в точке 
x0е^, / = (—со; со) дифференциального уравнения (1) отделяются на­
право (налево) от х0. Если хх — первая нулевая точка решения у\(х) свойства 
Уг(х0) = 0, у'г(х0) = 0, у"(х0) Ф 0 направо (налево) от точки х0, потом любое 
решение связки, не равное у\(х), имеет между х0 и Х\ одну и только одну 
нулевую точку. 

Решение у(х) дифференциального уравнения (1) будем называть неко­
леблющимся в / = (—со; со), если оно в / имеет не больше чем две нуле­
вые точки, или одну двукратную точку. Дифференциальное уравнение (1) 
мы будем называть неколеблющимся в промежутке /, если для х е / все 
его решения являются неколеблющимися. 

Теорема 2. Пусть р(х), Ъ(х)еС0^), А(х)еСгЦ), / = (— со; со) такое, 
что для всех х е / имеют силу А(х) <, 0, р(х) 1> 0, Ъ(х) — А(х) р(х) ^: О, 
А'(х) + (х) < 0, [А(х) <: 0, р(х) <: 0,Ъ(х) ~ А(х) р(х) <> 0, А'(х) + Ъ(х) ^ 0]. 
Пусть, по крайней мере, одна из функций р(х), Ъ(х) — А(х) р(х) — тождест­
венно в никаком частичном промежутке не равна нулю. Потом дифферен­
циальное уравнение (1) — неколеблющееся для хе /. 

Докажем первое утверждение теоремы 2. Пусть — со < х0 < со. Пусть 
у(х) - решение дифференциального уравнения (1) свойства 

УЫ = у'Ы = 0, у"(хо) > 0. 

Достаточно, если докажем, что у(х) не имет нулевую точку для х Ф хо, 
потому что всякое решение у(х) Ф у(х) дифференциального уравнения (1) 
свойства (̂̂ го) = 0 соответствует томуже дифференциальному уравнению 
второго порядка вида (4) и, поскольку, выполнены предположения леммы 1, 

V) (х) Ф0 для ж Ф х0, и тогда по теореме 1 у(х) имеет для х Ф х0 не более 
одной нулевой точки. 

По интегральному тождеству (2) мы легко убедимся, что рассматриваемое 
решение у(х) не имеет никакой нулеЕсй точки для х < х0. 

Подобно из интегрального тождества (3) следует, что у(х) не имеет ни­
какой нулевой точки для х > х0. 

Подобно доказывается второе утверждение теоремы 2. 
Смотря на дальнейшие рассуждения мы приведём следующий пример: 
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Пример 1. Пусть для коэффициентов дифференциального уравнения (1) 

ш х € / , / = 

&з + Зк2 е** 

О / "У I / 1 1РТ 

для х е / , / = (—со; со) имеют силу А(х) = 1 - — — , Ь(х) = 
о 

, / ф ) = е**, 

где А — положительная постоянная. Потом для всех я 6 / действительны 
отношения 

(в) АА(х) - 2р'(х) - \р*(х)' ф О, 

п\ \А(х)р(х)-Щх)-А'(х) __ 
(7) ~ 4 Л И - 2 ^ ) - § ^ ) М ( Ж ) 6 С* ( / ) ' 

(8) АРф + М'(х) +Щх) М(х) + и(х) = 0. 

О верности отношений (6), (7), (8) можно легко убедиться простым вы­
числением. 

Лемма 2. Пусть А(х), р(х) е С_(/), Ъ(х) е Со(/), / = (—со; со) такие, что 
для всех х б / выполнены отношения (6), (7), (8). Потом функция 

X 

(9) V(x) = V(xо) ехр { / М(г) Щ, 
Хо 

где х0 б /, V(xо) = кг Ф 0 не противоречит дифференциальным уравнениям 

(10) V" +Ых) V + *А(х) V = 0У 

(И) А'(х) +ЗЬ(х) + [АА(х) - 2р(х)]~ + р(х)^ = 0. 

Доказательство. Потому что АА(х) — 2р'(х) —%р2(х) Ф 0 для xе^у 

/ =- (—со; со), легко убедиться о верности следующего равенства: 

А'(х) + ЗЪ(х)—$А(х) р(х) г / Л/ ч 0- ,. ч 9 .. ч 1 ... ч . 0 , , . 

4^)-У^)-^) [4Л(Ж) ~ 2Р {Х) ~Ь{Х)] = А(Х) + ЩХ) ~ 
— \А(х)р(х). 

Последнее равенство можно написать в виде: 

(12) {Ы(х) - ЪШ » ^ 2рХхТ-~Ь$)} + ^ + ЭД = ^ 

= §Л(*) ,(*) + | ^ * ) Ы{Х) Р{Х) - А'(Х) ~~ ЩХ) 

4А(х)—2р'(х)—№(х) ' 

Если к обеим сторонам равенства (12) причислим функцию 

р(х) [МЦр) + М'(х)] 
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получим 

(18) ЛЪ + ЗОД + [«.<(.) - 2,'<*)] ' ^ ' ^ • М - Т и х Г + 
+ р(х) [М-(ж) + М'(х)] = />(х) [М-(х) + М'(х)] + М(ж) Р(«) + 

М О ) Р(х) - Л'(х) - ЗЦх) 
-1- V ^ 4Л(х) — 2р'(х) — |р-(х) ' 

Дифференцируя (9) получаем 

V' = ф^) М(ж) ехр { / М(1) &}, 
х 0 

из которого следует 

(14) 2!1 = м(х) - М ( ж ) р ( ж ) ~ А'{х) ~Щх) 

V ч ' АА(х) — 2р'(з) — §/?2(#) 

Смотря на то, что М(х) е СД/), дифференцированием (14) последовательно 
получаем 

1717* г; ' 2 

—^ Г = . М ' ( ж ) , 

г?2 г;2 

(15) — = М2(ж) + М'(ж). 

Принимая во внимание (14) и (15) получаем таким образом из (13) 

(16) А'(х) + Щх) + [Ы(х) - 2р'(х)] ^ + р(х) ^ = 

= р(х) [М-(а:) + М'(х) + §р(х) М(х) + §4(х)]. 
Так как в уравнении (16) выражение на правой стороне в квадратных 

скобках для всех х е / равно нулю, потом учитывая (14) и (15) имеет силу 

(17) ^ + Ы х ) ^ + и { х ) = 0. 

Из уравнения (17) по (9) следует (10). Принимая во внимание (8), потом из 
уравнения (16) следует (И). 

Этим доказательство леммы 2 становится оконченным. 
Пусть и(х) е С2(/), А(х), р(х) е Сг(1), Ь(х) е С0(/), / = (х0; оо), —со < х0 

и пусть для всех х е / действительны 

А (х) = — у I ц'(ж) + -§"ц2(ж) + " з " ^ ФЦ> 

Ь(х) = -^ [»"(*) + 2и(х) и'(х) + 2р'(х) и(х) +~р(х) и2(х) + Ацэ(а?)1. 

15? 



Потом дифференциальное уравнение (1) неколеблющееся в /, поскольку 

подстановкой у(х) = %(х) ехр {$ / и(г) &1} переходит в вид 
хо 

С помощью последнего утверждения в работе [5] доказано следующее 
утверждение: 

Пусть 6(ж)еС0(/), А(х), р(х)еСг^1 / = (х0] оо), - о о < х0. Пусть 
р(х) ф 0 является решением дифференциального уравнения (10) и для всех 

х е / имеет силу А'(х) + Щх) + [4А(х) — 2р'(х)]~ +р(х) У— = 0. По­

том дифференциальное уравнение (1) становится неколеблющимся в /. 
На основании последнего утверждения и леммы 2 можно формулировать 

следующую теорему: 

Теорема 3. Пусть А(х), р(х) е СД/), Ъ(х) е С0(/), / = (яо; оо), — оо < х0 

такие, что для всех xе^ действительны (6), (7), (8). Потом дифференциаль­
ное уравнение (1) является неколеблющимся для х е /. 
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