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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SC1. NAT. UJEP BRUNENSIS,
VIII: 45—50, 1972

ALGORITHMUS FUR BELL’SCHE POLYNOME

ROBERT KARPE, Brno

(Eingegangen am 19. Oktober 1970)

Die Formen einzelner Derivationen einer zusammengesetzten Funktion auszu-
driicken, ist eine Aufgabe, die eine bedeutende Rolle in vielen komblnatorlschen
und statistischen Problemen spielt — siehe [I], Seite 34, 35.

Wenn wir, nach dem erwihnten Ort von [I), eine zusammengesetzte Funktion
hezeichnen

(1) A() = flg(t)]. und weiter, wenn wir bezeichnen D, = — | D = — |

(2) DY At) = dn. [D} fW)]u=gey =fn . DY 9(t) = g0,
dann, durch das fortschreitende Derivieren, erhalten wir

4, = f191
(3) A; = fig: + f29%
Az = figs -+ 3fa9201 + fag3

Die Ausdriicke auf den rechten Seiten dieser Gleichungen sind die ersten drei
Bell’'schen Polynomen.

Das fortschreitende Derivieren ist aber ein sehr komplizierter Algorithmus. Des-
halb liegt der Zweck dieser Behandlung darin, einen viel einfacheren Algorithmus
fiir die Herstellung der Bell’schen Polynomen einzufiihren.

In Ubereinstimmung mit dem erwihnten Buch betrachten wir eine exponentielle,
zusammengesetzte Funktion

4) e/ kurz: ef .
Die Form der n-ten Derivation dieser Funktion‘drijckt die Di-Bruno’sche Formel
aus, siehe z. B. [1], Seite 36, die Formel (46).

Bemerkung. Nach der erwahnten Literatur kann man den Ausdruck 4, auch
mittels der nicht-algoritmischen Aplikation! der Di-Bruno’schen Formel erhalten.
Dieses Verfahren ist aber zu miihselig, wenn auch vorteilhafter als das fortschreitende
Derivieren.
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In Hinblick auf das Weitere wenden wir diese Formel in solcher Weise an, dass
wir die Ordnungen mit grossen, und die Potenzen mit kleinen Buchstaben bezeichnen;
ausserdem vereinfachen wir die Symbole fiir Derivationen und deren Potenzen;

soz.B.:

ay da a
T et = Dy e, [E—g(l)] = g% » usw.

Die Di-Bruno’sche Formel lautet dann folgendermassen :

N/
)  Dyer= Z @By L albl . mi 9498 95 <

wo fiir die natiirlichen Zahlen 4, B, ... M, a, b, ... m, gilt:
(6) Aa +Bb+ ... + Mm = N, A>B>..>M,

wo die rechte Seite (6) die Summe aller voneinander verschiedenen Glieder ist, deren
Ordnungen und Potenzen die Bedingung (6) erfiillen.

DIE DEFINITION DES ALGORITHMUS

g = g(t) sei eine willkiirliche Funktion, die die verlangte Anzahl der Derivationen

hat.
Mit dem Symbol @} ,X=0,1, 2, ..., bezeichnen wir den additiven Operator,

der folgende Eigenschaften hat:
(7) &y = 0.
Es sei k eine Konstante und X > 0. Dann gilt:

(8) DL k=gl k.

Essei U >V > ... > Z. Dann gilt: -

9) QL k. gl ... =k. (DL .g%].9% ...,
wo weiter
(10) Q5fY.g'(‘]:g"‘,.g'(‘],wennX>U, N
1) ¢’§-9}=1——_1F—u-9i—-93y= ;lgu e,
(12) QL .gt =0, wenn X < U.
Satz.

Essei Dyed =e?Ay; N=0,1,2, ... Dann gilt:
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(13) zz(g)%ﬁxm, Nz=z1; Y=1.

Bewets.
(1)  fiér N = 0: Aus der Rolation Dy e? = v Uy ist der Wert Wy = 1 ersichtlich.

(2) fiir N =1: Mit Hinsicht auf (7) kénnen wir die Relation (13) auch in folgen-
der Form schreiben :
N—1I

¥
Ay= ) (K)"pfv—xmx

K=0

Nach der Di-Bruno’schen Formel gilt fiir eine beli e bige natiirliche Zahl L:

L!
A= Z AT BT T albl ml 949 i

wo die Summation durchlduft iiber alle natiirlichen Zahlen A. B ..., M, a, b, ..., m
mit den Eigenschaften Aa + Bb + ... + Mm =L, A > B> ... > M. Ausserdem

gilt QIO =1.
N sei eine beliebige natiirliche Zahl und ¥V ein beliebiges (von der Null verschie-
denes) Glied von A, , K< N. Wir wollen zunichst zeigen, dass ( N ) N

K
ein Glied von A, ist.
Falls K = 0 ist, dann Vo4= 1, sodass nach (8) gilt ( Zg ) qj}v 1= gzlv , wWas ein

Glied von U ist.
Falls K eine natiirliche Zahl ist, dann gilt

K!
Ve =B (M albl ml 9396 - 05> W0 B,C, s Mibye, .yom,

solche natiirliche Zahlen sind, dass Bb+4+Cc+ ... + Mm =K, B>C > ... > M.
Hier konnen drei verschiedene Fille auftreten :

a) N — K > B. Dann nach (9) und (10) gilt

N [~ K/ "

( K ) Py—x Vi = (K ) (Bhe(Che ...(.M!mble! ... m! 296 - Int >
woN—K,B,C, ..., M,1,b,c, ..., msolche natiirlichen Zahlen sind, dass (N—K).1 +
+Bb+4+Cc+ ...+ Mm=N—K+K=N, N—K>B>C>.. >M

Also ( p ) .®L_ . Vy ist ein Glied von 2,

b) N — K = B. Dann nach (9) und (11) gilt

K v—& VE K| (BNl ...(M!)ynblc!...m b+1B o Th 0
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wo N— K. C, .... M, b + 1, ¢, ..., m solche natiirlichen Zahlen sind, dass
(N—EK).b+1)+Cc+ ...+ Mm=N—K+(N—K).b+Cc+ ... - Mm =
=N—K+K=N, N—K=B>C>...> M. Also (}g).dbf\,_li.l’,\.
ist ein Glied von A, .

¢) - N — K < B. Dann nach (9) und (12) gilt ( % ) DL Vg =0.

Weiter wollen wir zeigen, dass jedes (von der Null verschiedenes) Glied von 2,
in folgender Form ausgedriickt werden kann:

Ve = (11}7) :(Df\,_f_l\.. V. wo K <2 N und V, ein geeignetes Glied von 2, ist

Nach der Di-Bruno'schen Formel gilt

p . N/
N = (A (BHe ... (MNmalb! ... m! Vi Ty 5

wo A. B .... M,a. b, ....m solche natiirlichen Zahlen sind, dass 4a + Bb + ... 4
+Mm=N. A>B> ... >M

Hier konnen wieder drei verschiedene Fille entstehen :
a) A= N,a=1 Dann K=0 und }y=1 hat die angefiihrte Eigenschaft.

(N — A)!
(BN ... (MIymb! . . .m!

.

by A<N, a=1. Danon K=N—4 und V,_,=
. g% ... g% hat die angefiihrte Eigenschaft.

| . ) (N—d)! |
) A<N.a>1 Dann K=N—AundVy «=immmm i a—1y 5. m!"

<941 gh ... g% hat die angefiihrte Eigenschaft.

Mit Hinsicht darauf, dass in allen drei Fillen der Index K und das Glied V
offenbar eindeutig bestimmt werden kénnen, wird hiemit unser Beweis beendet.

Der Bell’'sche Polynom 4, geht dann eindeutig aus dem Ausdruck 2, hervor.
Nach [I]. Seite 35, gilt .

(16) Ay =fi . Ay + fo.Ay2+ ...+ fy. Ay,y . siche auch unsere Relation (3).

Da in unserem Falle gilt f, = ¢/, K =1,2, ..., N, ist es notwendig zu beden-
ken. dass fiir die Funktion e5- 7, wo die Konstante s # I ist, gilt:

(17) c=sK e K—=12 .. N,

und dabei fiir ein wilkiirliches Glied Vy ;€ Dy et ¢ gilt
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NI .
Ahe . (MNhym al . m! a9 -

Durch den Vergleich (17) mit (18) ist ersichtlich, wie die einzelnen Ausdriicke A ;
von (16) aus den Gliedern Vy ¢ € Ay zusammen-gestellt werden.

(18) .;7;'.'_:: [ga+b+ . m 8.0,

Beispiel. Man soll mittels des Algorithmus den Ausdruck 2, und daraus den zu-
gehorigen Bell’schen Polynom A, bilden.

Wir beniitzen die Kenntnis der Bemerkung:  Wie daraus ersichtlich ist,
Ausdriicke: konnen wir dieses Verfahren leicht fiir eine
. . Rechenmaschiene programmieren, sodass

Ao = 1, siehe (13) fir ¥ = 0. wir die Ausdriicke 4, , K =1, 2, ... bis
A, = gf zu dem willkiirlich ausgewidhlten Index
A, = g} + ¢ K = N bekommen. Darin eben liegt die

X Bedeutung unseres Algorithmus.
Us = g} + 3997 + gi

Uy = g} + 49lg} + 393 + 6993+ g4

Us = g + 5gg; + 10glg} + 10 gig% + 15 gfg + 10 glgi + g

A, = g} + 6glg} + 15 glgl + 156 glg? + 10 g3 + 60 glglg!l + 20 glg5 + 16 g3 +
+ 45 g3g3 + 15 glgt + 5

W, = g} + T 9591 + 21 gigs + 21 glg% + 35 gig} + 105 glgigl + 35 glg7 +
+ 70 g%g] + 105 glgj + 210 glgig? + 35 glgf + 105 gig] + 105 g3g +
+ 21gig} + 97

Nach der Formel (13) gilt

W, =1D} Uy + 8. DLW, 4 28 . LA, + 56 . DL U3+ 70 . DL A, + 56 . D s+
+28. QLU +8.DIAU +1.D,U.
Bei dem Einsetzen fiir A, , K= 0,1, ..., 8, lassen wir schon jene Glieder aus, die

nach (7), oder nach (9) mit (12), ein Null-Produkt darbieten wiirden, siehe die obigen
unterstrichenen Glieder.

W, = D). 1 +, 8 Dlgl + 28 DL (9] + g%) + 56 DL (g} + 3gigl + g3) + 70 DL (g} +
+ 4glgt + 3g% + 69393 + gf) + 56 D} (10 glg3 + 10 glgi + 15 gig; + 10 glgi +
+ g3) + 28 @} (15 g + 45 g%g3 + 15 g39f + ¢9) + 8 Dlg]

Weiter, nach (8), (9) und (11), gilt
A, = g} + 8glgt + 28993 + 289395 + 56 g3g} + 168 glglg + 56 g3g3 + 3595 +
+ 280 giglgt + 210 glg? + 420 glglg? + 70 glgf + 280 gig; + 280 gl +

+ 840 glglg! + 560 glgigi + 56 glgi + 105 gf + 420 gjg3 + 210 gigt +
+ 284393 + 4 -



Daraus geht unmittelbar hervor :

Ay = figs + f2 (B39t + 28393 + 56 g3 g5 + 3549%) + f3 (2845 g + 168 g3g391 +
+ 280 gig39t + 2109395 + 280g%93) + fa (56 g3 g3 + 420 glglg? + 280 g%% +
+ 840 gigZgl + 105 g3) + fs (70 g9t + 560 glglgi + 42093 9%) + fq (66 g% g% +
+ 210939%) + £, - 289395 + f4 953 -

Siehe auch [1], die Tabelle auf der Seite 49.
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