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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, 

VIII : 45—50, 1972 

ALGORITHMUS FÜR BELL'SCHE POLYNOME 

R O B E R T K Ä R P E , Brno 

(Eingegangen am 19. Oktober 1970) 

. Die Formen einzelner Derivationen einer zusammengesetzten Funktion auszu
drücken, ist eine Aufgabe, die eine bedeutende Rolle in vielen kombinatorischen 
und statistischen Problemen spielt — siehe [I], Seite 34, 35. 

Wenn wir, nach dem erwähnten Ort von [I], eine zusammengesetzte Funktion 
bezei ebnen 

(1) ' A(t) — f[g(t)], und weiter, wenn wir bezeichnen Dt — —— , Du = —- , 

(2) D? A(t) = An . [DJ(u))u=g(i) = / „ , D» g(t) = gn , 

dann, durch das fortschreitende Derivieren, erhalten wir 

-4i =fi9i 

(3) A2=fl92+f2g{ 

A* = fm + 3/2g2gi + /3f7? 

Die Ausdrücke auf den rechten Seiten dieser Gleichungen sind die ersten drei 
Bell'schen Polynomen. 

Das fortschreitende Derivieren ist aber ein sehr komplizierter Algorithmus. Des
halb liegt der Zweck dieser Behandlung darin, einen viel einfacheren Algorithmus 
für die Herstellung der Bell'schen Polynomen einzuführen. 

In Übereinstimmung mit dem erwähnten Buch betrachten wir eine exponentielle, 
zusammengesetzte Funktion 

(4) e^} , kurz : ê  . 

Die Form der n-ten Derivation dieser Funktion drückt die Di-Bruno'sche Formel 
aus, siehe z. B. [I], Seite 36, die Formel (46). 

Bemerkung. Nach der erwähnten Literatur kann man den Ausdruck An auch 
mittels der nicht-algoritmischen Aplikation] der Di-BrunoJschen Formel erhalten. 
Dieses Verfahren ist aber zu mühselig, wenn auch vorteilhafter als das fortschreitende 
Derivieren. 
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In Hinblick auf das Weitere wenden wir diese Formel in solcher Weise an, dass 
wir die Ordnungen mit grossen, und die Potenzen mit kleinen Buchstaben bezeichnen; 
ausserdem vereinfachen wir die Symbole für Derivationen und deren Potenzen; 
soz. B.: 

d** 
d t 

e-w = DlV 0 , \ - ^ - g(t) I* = í?« , usw. 

Die Di-Bruno'sehe Formel lautet dann folgendermassen: 
V N/ 

(5) D N ^ = 2 J (A!)"(B!f ... (M!)* ,a!b! ... m! ** g* ''' 9™* *' ' 

wo für die natürlichen Zahlen A, B, ... M, a, b, ... m, gilt: 

(6) Aa + Bb + ... + Mm = N, A> B> ... > M, 

wo die rechte Seite (6) die Summe aller voneinander verschiedenen Glieder ist, deren 
Ordnungen und Potenzen die Bedingung (6) erfüllen. 

D I E D E F I N I T I O N DES ALGORITHMUS 

g — g(t) sei eine willkürliche Funktion, die die verlangte Anzahl der Derivationen 
hat. 

Mit dem Symbol 0\^, X = 0, 1, 2, ..., bezeichnen wir den additiven Operator, 

der folgende Eigenschaften hat: 

(7) 01 = 0. 

Es sei k eine Konstante und X > 0. Dann gilt: 

(8) 0'x.k = g'x.k. 

Es sei U > V > ... > Z. Dann gilt: 

(9) &x.k.tf>vfr ...g*z = k.[0x.g«u].g»p ...fg, 

wo weiter 
(10) 0X . gl = gx . gl, wenn X > U , 

(12) 0X . gl = 0 , wenn X < U 

Satz. 

Es sei DN e» = e » » ^ ; .V = 0, 1, 2, ... X>a»w S * : 
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(13) **=__(_\)-*ir-к-Ъ. N^l> Ћ<>=1-
K=0 

Beweis. 

(1) für N = 0: Aus der Ralation DN e* = e-7 91^ ist der Wert 9TÖ = 1 ersichtlich. 

(2) für N= 1: Mit Hinsicht auf (7) können wir die Relation (13) auch in folgen
der Form schreiben: 

N—1 

l»=I (£)•<*_..*-.• 
K=*0 

Nach der Di-Bruno'sehen Formel gilt für eine beli © bige natürliche Zahl L: 

V1 L! 
®Li== 2J (A!)*(B!)* ...(M!)™a!b! ...m! ^AQB '"9M > 

wo die Summation durchläuft über alle natürlichen Zahlen A. B ..., M, a, 6, ..., m 
mit den Eigenschaften Aa + Bb + ... + Mm = L, A > B > ... > üf. Ausserdem 
g i l t 2 I 0 = L 

N sei eine behebige natürliche Zahl und VK ein beliebiges (von der Null verschie

denes) Glied von <HK , K< N. Wir wollen zunächst zeigen, dass j ~L 1 . @N__K . V 

ein Glied von 91^ ist. 

Falls K = 0 ist, dann V0 = 1, sodass nach (8) gilt l *}> ) ®2
N * = 9N, was em 

Glied von 91^ ist. 
Falls K eine natürliche Zahl ist, dann gilt 

VKZ=-(B!nC!)°...(M!ra!b!...m! ***o ...<!_, ™B,C M,b,c m, 

solche natürliche Zahlen sind, dass Bb + Cc + ... + Mm = K, B > C > ... > M. 
Hier können drei verschiedene Fälle auftreten: 

a) N — K>B. Dann nach (9) und (10) gilt 

l N \ 0' V„=lN\ ^ a»a° <.'» 
\ K I ' N~K ' * \ K } (ß/)6 (C!)° ... (MIf* b!c! ...m! TB 9° ' ' ' 9M ' 
wo N—K,B,C, ..., M,\,b,c, ..., m solche natürlichen Zahlen sind, dass (N—K). 1 + 
+-Bb + Cc+ ... + Mm = N — K + K = N, N— K>B>C> ... > M • 
Also / N \ . 0N_K . VK ist ein Glied von 9TW . 

b) N — K = B. Dann nach (9) und (11) gilt 

lN\ 0i F „ _ / N \ L - ^ + v .<T 
\K f N~K K" \Kj ' (B!)b(C!)e ...(M.'rb.'c! ...m! b+lyB y° VM r 
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wo N — K, C, . . . . M, b + 1, e, . . . , m solche natürlichen Zahlen sind, dass 

( N — K ) . (6 + \y+ Cc+ ... + Mm = N — K + (N—K) . b + Cc 4- ... + Mm = 

= N — K + K = N, N — K = B > C > . . . > M . Also ( N \ . 0*N K . VK 

ist ein Glied von 21 v . 

c) N — K < B. Dann nach (9) und (12) gilt ( N \ . 4>^__K • VK = 0 , 

Weiter wollen wir zeigen, dass jedes (von der Null verschiedenes) Glied von $lN 

in folgender Form ausgedrückt werden k a n n : 

Vv -= | I . 01 . VK , wo K < N und V K ein geeignetes Glied von $lK ist 

Nach der Di-Bruno'schen Formel gilt 

1 — _ au rfi am 

N" (A!f(B!)b...(M!)ma!b!..:m! *AVB--*M> 

wo AB . . . . M, a. b m solche natürlichen Zahlen sind, dass An 4~ Bb + ... + 
+- Mm =- N. A > B > ... > M. 

Hier können wieder drei verschiedene Fälle entstehen : 

a) A = N, a=l. Dann K = 0 und V0—l hat die angeführte Eigenschaft. 

(N — A)! 
b) A<N,a == 1 • Dann E = N - A und VS.A = m — J ^ — - . 

. g0 . . . g™ ha t die angeführte Eigenschaft. 

c) A<N. a > l . Dann K=N—A undVSr_A = - — — — ^ ^ - 1 U - U ; . 
; A A (A!)a~l(B!)b.. (M!)m . (a—l)! . b! .. m! 

• 9aj~1 9b
B '-9M n a * ^ e angeführte Eigenschaft. 

Mit Hinsicht darauf, dass in allen drei Fällen der Index K und das Glied VK 

offenbar eindeutig bestimmt werden können, wird hiemit unser Beweis beendet. 

Der Bell'sche Polynom Ax geht dann eindeutig aus dem x\usdruck s i l v hervor . 
Nach [I], Seite 35, gilt 

(16) *AN = fx . ANfi + f2 . ANt2 + ... + fN . ANtN , siehe auch unsere Relation (3). 

Da in unserem Falle gilt fK = eg,K= 1,2, ..., N, ist es notwendig zu beden
ken, dass für die Funktion es • (J, wo die Konstante s ^ - i ist, gilt: 

(17) fK = sK.e*>g, K == 1.2, ...,N , 

und dabei für ein wilkürliches Glied VNt t e DN es • g gilt 
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(18) VNti == [ s a + 6 + • • • +m . e* • o ] . ,-
N! 

(A!)a ...{M!)™.a! ... mi 
tA >-9 м 

Durch den Vergleich (17) mit (18) ist ersichtlich, wie die einzelnen Ausdrücke ANJ 
von (16) aus den Gliedern Vw,* e ?!# zusammen-gestellt werden. 

Beispiel. Man soll mittels des Algorithmus den Ausdruck 9l8, und daraus den zu
gehörigen BelPschen Polynom A6 bilden. 

Wir benützen die Kenntnis der 
Ausdrücke: 

Bemerkung: Wie daraus ersichtlich ist, 
können wir dieses Verfahren leicht für eine 
Rechenmaschiene programmieren, sodass 
wir die Ausdrücke AK , K — 1, 2, 
zu dem willkürlich ausgewählten Index 
K — N bekommen. Darin eben Hegt die 
Bedeutung unseres Algorithmus. 

ЗIo = 1, siehe (13) für 2V = 0. 

Яi = gí 
Ћ2 = g\ + g\ 

«з = яì + ЪяWi + яí 

9І4 = яi + Ш + зgf +бg|gf+g| 

Њ = ЯÏ + Sgjgj + ЮgJgJ + 10 gjgf + 15 gfgt + 10 gtøi + g\ 

% = Ł7Ž+-6 g\g\ + 15 gЫ + 15 gjgŞ + 10 gf + 60 gjgjgt + 20 gjgj + 15 g\ + 
+ 45 gfgf+ 15 ЯІ9Í + ЯÎ 

SIT = Я\ + 7 яWi + 21 gjgj + 21 gtgf + 35 g\gjs + 105 gjgtgt + 35 ЯІЇÌ + 

+ 70 gfgj + 105 gjgf + 210 gjgtgf + 35 gjgf + 105 gfgt + 105 gjgj + 

+ 21 яЫ + Я7, 

bis 

Nach der Formel (13) gilt 

<Hg = 1.0J 2Io + 8 . 0\ SI. + 28 . <P\ 9I2 

+ 28 . <£t Sl6 + 8 . 0\ % + 1 . 0\ 2I8 

56 . Ф\ 2lз + 70 . Ф\ Ћ4 + 56 . Ф\ «l5 + 

Bei dem Einsetzen für %K, K— 0 , 1 , . . . , 8, lassen wir schon jene Glieder aus, die 
nach (7), oder nach (9) mit (12), ein Null-Produkt darbieten würden, siehe die obigen 
unterstrichenen Glieder. 

% = 0>s . 1 + , 8 0\g\ + 28 01 (g| + gf) + 56 0\ (gj + 3g|gt + g\) + 70 <Pj (gt + 

+ 4gtgJ + 3g| + 6g*gf + gi) + 56 0\ (10 g%\ + 10 gjgf + 15 gfgj + 10 g\g\ + 

+ gl) + 28 0\ (15 gl + 45 gfgf + 15 gfö + g\) + 8 0\g[. 

Weiter, nach (8), (9) und (11), gilt 

W. = gl + 8 g]g\ + 28 & ^ | + 28 g\g\ + 56 gjgl + 168 p^i?» + 56 g\g\ + 35 gf + 

- 420 gjgjgf + 70 g*gi + 280 gfg* + 280 gfgf + 

" " ' "" 9$9l + 210 gfgf + 

+ 280 gÿlgl + 210 gjgf + 

+ 840 gjgfgí + 560 g ^ \ + 56 gfå + 105 g% + 420 

+ 28 g*gf + gf. 
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Daгaus geht unmittelbaг heгvoг: 

--. = fiЯÌ + h (8 gjgi + 28 g\g\ + 56 g\ g\ + 35 g*) + f3 (28 g\ g\ + 168 g\g\g\ + 

+ ЪЫяШ + 2Ю g\g% + 280^*) + f4{Sßg\gi + 420 < ^ + 2 8 0 ^ + 
+ 840 gtfæi + 105 gj) + fs (70 g\gi + 560 g\gjgi + 420 g\ g\) + /„ (56 g\ g{ + 

+ 210glgí)+f,.28g\gl+fsgl. 

Siehe auch [1], die Tabelle auf deг Seite 49. 
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