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A R C H . M A T H . 3 , S C R I P T A F A C S C I . N A T . U J E P B R U N E N S I S , 

V I I I : 1 3 1 - 1 3 6 , 1972 

SYSTÈMES MATHÉMATIQUES AUX STRUCTURES 
ENTREMÊLÉES 

P R O B L È M E S A U X L I M I T E S P O U R C E R T A I N S S Y S T È M E S 
D I F F É R E N T I E L S A U X D I F F É R E N C E S , O R D I N A I R E S 

OU A U X D É R I V É E S T O T A L E S AU S E N S D E M. M. P I C O N E 

MEHMET NAMIK OGTTZTÔRELI1), DÉMÈTRE J . MANGERON2) ET S. EASWARAN3) 

Dédie à M. O. Borûvka à Voccasion de son 70ième anniversaire 

(Présenté le 8. juillet 1970) 

R É S U M É 

Les auteurs, tout en poursuivant leurs études consacrées à l'élaboration d'une 
théorie générale des systèmes mathématiques aux structures entremêlées, considèrent 
problèmes aux limites pour certains systèmes différentiels aux différences, ordinaires 
ou aux dérivées totales au sens de M. M. Picone. 

1. Dans une série de leurs travaux antérieurs les auteurs ont étudié par différentes 
méthodes, parmi lesquelles on doit citer la programmation dynamique et celle des 
jeux différentiels [1]—[3], nombre de problèmes bien posés au sens d'Hadamard 
pour les extensions des systèmes de Sturm—Liouville aux opérateurs polyvibrants, 
dont le prototype est donné par le système linéaire aux dérivées partielles à caracté
ristiques réelles de même multiplicité 

(1.1) Dm[A(x) Dmu(x) + XB(x) u(x)] + X[B(x) Dmu(x) + C(x) u(x)] = 0, u \ = 0, 
dR 

et dont la nouveauté consiste dans le fait que le domaine ,,rectangulaire" R = 
= {x = (xi, x2, ..., xm) | a« ^Xi ^bi, i = 1, 2, ..., m} est à m dimensions et le 
symbole Dm est celui de la dérivée polyvibrante de premier ordre ou bien de la 
,,dérivée totale" au sens de M. M. Picone [4], [5], à savoir 

dm 

(1.2) Dn дxiдx2 . •. дxn 
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Dans quelques-unes de nos Notes consacrées à l'élaboration d'une théorie générale 
des systèmes mathématiques aux structures entremêlées [6], [7] les auteurs, tout 
en prenant le point de départ de toute une série de travaux, tels par ex. ceux de 
MM. R. Bellman and K. L. Cooke [8], E . Hnney [9] et C. Truesdell [10], devenus 
rapidement classiques, ont étudié nombre de problèmes concernant l'existence, 
l'unicité et la construction effective des solutions de différents systèmes fonctionnels-
intégro-différentiels-aux différences, linéaires ou non linéaires, homogènes ou non, 
et ont établit, en particulier, quelques résultats qui s'encadrent dans la théorie 
générale des fonctions spéciales à un nombre quelconque de variables indépendantes 
[H]-

Dans ce qui suit on considère quelques problèmes aux limites pour certains systè
mes linéaires différentiels -aux différences, ordinaires ou bien aux dérivées totales 
aux sens de M. M. Picone, 

2. Soit le problème aux limites pour le sistème différentiel de second ordre linéaire 
et non homogène, aux différences par rapport à un paramètre a: 

d2 

(2.1) ~^y^x; a) = *y(x; a + !) + *(«; <*)> 2/(°; «) = yfa a) = °-
Il est bien clair que le système (2.1) se réduit en absence du paramètre a au cas 
classique de Sturm—Liouville [12], [13]. On suppose que h(x; a) est une fonction 
continue pour 0 _S x _g rt et pour tous a = a0 + n, n = 0, 1,2, ... On suppose en 
outre, afin de pouvoir assurer le plus simplement possible la convergence uniforme 
de la série (2.7) ci-dessous, que l'on a, a0 étant un nombre donné, pour 0 _g x <_ n, 
n = 0, 1, 2, ..., 

| h(x; a + n) | _S Mx 

et X est un petit paramètre. 
On en déduit de suite l'équation intégrale aux différences équivalente au système 

(2.1), à savoir 
jt n 

___ ^ __ 
(2.2) y(x; et) = f j G(x; f) A(f; a) d | + XJ G{x; | ) y(!-; a + 1) d | , 

o o 

où la fonction de Green est donnée par 

(*(£— n) 
(2.3) G(x; | ) л 

Ç(x — л) 

л 

pour x _g £, 

pour x __r f. 

Puisque le noyau G(x; g) est une fonction continue dans 0 _S x, f _S n, on peut 
toujours trouver un nombre positif Mo tel que l'on aie, dansO _S x, f _S n, \ G(x; | ) | S 

n *) 
£M0,Mo^-r . } 

4) Étant donnée la possibilité de l'extension du problème formule ci-dessus où l'on aura à faire 
avec d'autres fonctions de Green, on conserve dans ce qui suis la notation plus générale Mo au 

n 
lieu de la valeur concrète -7-. 
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Les itérées de Picard correspondantes à l'équation (2.2) s'écrivent 

yo(x;oc)= fG(x;Ç)h(Ç;<x)d£, 
0 

(2.4) ym(x; a) = y0(x; oc) + X f G(x; a) ym^(a; oc + 1) Aa = 
o 

m n 

= l A / G(x; f) A(£; a + n) df, m = 0, 1,2, ..., 
n = 0 0 

où l'on a mis 

(2.5) G0(:r; f) = G(x; | ) , G*(*; f ) = / G(x; a) G*_i(e; I) do-, 
o 

n = 1,2, .... 

A la suite du fait que l'on a, dans I = {(x, f)| 0 ^ x, f ^ :r}, les majorations 

(2.6) 0 g | Gn(x; f )| ^ Mow+1 rc», | / #n(* ; | ) *(f ; a + w) d | | ^ 
o 

g Jf1Jfon+1-^n+1, w = 0, 1, 2, ..., 

a lieu le théorème suivant. 
Théorème 1. — La série 

n Л 

(2.7) y(x; a) = £ *• / Gn(x; £) A(f ; a + n) d? 
w = 0 0 

€«s£ absolument et uniformément convergente dans I pour chaque | X | < -------— et représ 

sente une solution du système (2.1). Dans Vespace de Banach de toutes les fonction-
y(x; a) continues dans I pour tous a = a0 + n, n = 0, 1,2, ... (ou bien pour a ^ ao) 
et douées de norme 

(2-8) \\y H = sup max | y(x; a)| 
a O^X^CT? 

Za solution trouvée (2.1) est aussi bien unique. 
Afin de démontrer la seconde partie du théorème ci-dessus, supposons que Y(x; a) 

soit une autre solution du système (2.1) La différence 

(2.9) z(x; oc) = y(x; a) — Y(x; a) 

satisfait donc au système homogène 
•72 

(2.10) --r— z(x; a) = Xz(x; a + 1), z(0; oc) = z(n; a) = 0 
(XX 

et par suite il en résulte 

(2.11) t{x; et) = X f CKx, S) z{l, « + 1) AS, 
o 
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d'où on en déduit les inégalités 

(2.12) | | - | | ^ | A | . t f o * | | z | | < | | - | | 

et par conséquent on a d'une manière nécessaire z(x; a) =. 0. 
3. Soit maintenant le problème aux limites concernant le système aux dérivées 

partielles aux caractéristiques réelles doubles5) 

d4 

(3-1) a ?a 9 u(x> V> a ) = W*' 2/; « + 1) + Hx> V\ a), u(x, y;cC)\= 0, 
дx2дý 1 дR 

où dR est la frontière d'un domaine rectangulaire 

R = {(x, y)\a^x = c,b=y_id}, 

h(x, y; oc) est une fonction continue dans R pour tous a = a0 + n, n = 0, 1, ... 
(ou bien pour a _± ao, ao étant un nombre donné) et X -un paramètre. On suppose 
en outre, tout en conservant l'esprit de la remarque consernant la fonction h(x; oc) 
ci-dessus, la validité de l'inégalité 

(3.2) | h(x, y; oc + n)\ _J M2 pour (x, y) e R, oc = a0 + n, n = 0, 1, ... (ou bien 

pour a _l a0). 

L'équation intégrale aux différences, équivalente au système (3.1), est donnée par 

u(x, y; a) = / / G(x, y; Ç0rj) h (Ç,rj; a) df drj 
(3 3) R 

+ À / / G(x,y; f, 77) u(f, ^; a + 1) d{ drj, 
R 

où $(#, y; £,rj) est une fonction que nous avons étudié auparavant avec ses différentes 
extensions, appellées par de nombreux auteurs ,,fonction de Mangeron" [16], [17] 

Les itérées de Picard correspondantes au système (3A) s'écrivent 

u0(x, y; oc) = / / {x, y; Çrj) h(£, rj; oc) d£ drj, 
R 

(3.4) - r 
v>n(x> y; a) = ^o(#, y; a) + X J J G(x, y; a, r) un_x(a, r; a + 1) de dT. 

R 

On vérifie sans difficulté que l'on obtient 
m 

/o K\ u™ (X^' <*)=__ A" / / Gn(x, y; £rj) h(t, rj;oc + n)d£ drj, 
(o.o) n=o R 

m = 0, 1,2, . . . , 
où Ton a mis 

G0(x,y; Ç,rj) = G(x,y; £,rj), 
(3.6) Gn(x, y; | , rj) = / / G(x, y; a, r) Gn_v(a, r; f, rj) da dr, 

R 
n= 1,2,.... 

5) Nous avons appelé les systèmes fonctionnels caractérisés par la présence des termes d'ordre 
supérieur de forme dmnujdxn dx^ . . . dx^, systèmes polyvibrants [14], tandis que les équations 
correspondantes ont été nommées par différents auteurs "équations de Mangeron" [15]. 
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Puisque la fonction G(x, y; I, rj) est continue dans R et par suite bornée dans ce 
domaine, on peut écrire, tout en conservant la signification de notre remarque 4), 

(3.7) 0 < | G(x, y; I, rj) | < M*0 pour tous (x, y), (f, rj) e R. 

Par conséquent on a 

(3>8) n = 0 , l , 2 , . . . 
et donc 

(3.9) | / / ««(s, y; f, rç) h( | , q; a + n) d{ dij | < M2-^*(c — a)^+1(^ — ^)w+1-
R 

On en déduit le théorème suivant. 
Théorème 2. — La série 

00 

(3.10) u(x,y; a) = 2 *n ff On(x9 y; f, q) *(f, rç; a + n) df drç 
w = 0 JR 

esl absolument et uniformément convergente dans R pour chaque valeur de \ X\ < 

< ~irr~-, z-n T~ & représente une solution du système (3.1). Dans Vespace de 
M%(c — a)(d — b) r

 J \ > r 
Banach de toutes les fonctions u(x, y; oc) continues dans R pour tous oc — ao + n, n = 
= 0, 1, 2, ... (ou bien pour oc ^ ao) et douées de norme 
(3.11) || u || = sup max | u(x, y; oc) \ 

a R 

la solution trouvée (3.10) est aussi bien unique. 
Afin de démontrer la seconde partie du théorème ci-dessus, supposons que U(x, y; oc) 

soit une autre solution, dans le cadre des hypothèses admises, du système polyvibrant 
aux différences (3.1). Il s'ensuit que la différence 

(3.12) v(x, y; oc) = u(x, y; oc) — U(x, y; oc) 

satisfait au système homogène 
a4 

(3.13) 2 v(x, y; oc) = Xv(x, y; a + 1), v(x, y; oc) \dR = 0, 

dont l'équation intégrale équivalente est 

(3.14) v(x, y;oc) = X ff G(x, y; f, v) t>(£ rj; oc + 1) d£ dij. 
R 

D'où la suite des inégalités 
(3.15) || t, || < | X | Ml(c-a) (d-b) \\v || < || v \\ 

et par conséquent on a d'une manière nécessaire | v(x, y; oc) \ = 0 et la solution 
trouvée est elle bien unique. 

Remarques. — 1°. Faute de l'opérateur au différences qui figure dans les équations 
des systèmes (2.1) et (3.1), on retrouve les problèmes des spectres (dans l'hypothèse 
des systèmes homogènes) aujourd'hui classiques [18], [19]. Il n'en est rien de semblable 
pour nos systèmes différentiels aux différences. 

2°. Si l'on fait usage des résultats de quelques-unes de nos Notes insérées dans les 
les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences (Paris) [7], on peut exposer entre autres 
le contenu de cette Note tant pour un nombre quelconque de variables indépendantes, 
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quant à ce que regarde Tordre des opérateurs poly vibrants figurant dans les systèmes 
qui peuvent constituer l'extension directe du système (3.1). 

3°. In serait intéressant de trouver des phénomènes physiques dont les modèles 
mathématiques adéquats sont différents systèmes aux structures entremêlées, ou 
bien d'en trouver, en suivant, par ex., les idées généreuses enfermées dans les 
problèmes de géométrisation des équations différentielles, ordinaires ou bien aux 
dérivées partielles, dûs à MM. O. Borûvka [20] et E. Bompiani [21], des interprétations 
géométriques de tels systèmes. 
Reçu le juin 1972 
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