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Dédie a M. O. Boriwka a Uoccasion de son 70iéme anniversaire

(Présenté le 8. juillet 1970)

RESUME

Les auteurs, tout en poursuivant leurs études consacrées & 1’élaboration d’une
théorie générale des systemes mathématiques aux structures entremélées, considérent
problémes aux limites pour certains systémes différentiels aux différences, ordinaires
ou aux dérivées totales au sens de M. M. Picone.

1. Dans une série de leurs travaux antérieurs les auteurs ont étudié par différentes
méthodes, parmi lesquelles on doit citer la programmation dynamique et celle des
jeux différentiels [1]—[3], nombre de problémes bien posés au sens d’Hadamard
pour les extensions des systémes de Sturm—Liouville aux opérateurs polyvibrants,
dont le prototype est donné par le systéme linéaire aux dérivées partielles & caracté-
ristiques réelles de méme multiplicité

(1.1) D[ A(z) Dmu(z) + AB(z) u(z)] + AB() Dmu(z) + Clz) u(@)] = 0, u | =0,
OR

et dont la nouveauté consiste dans le fait que le domaine ,,rectangulaire R =
={x= (1, 22, ..., ¥m) |G Sy < by, 1=1, 2, ..., m} est & m dimensions et le
symbole D, est celui de la dérivée polyvibrante de premier ordre ou bien de la
,,dérivée totale‘“ au sens de M. M. Picone [4], [5], & savoir

om
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Dans quelques-unes de nos Notes consacrées & 1'élaboration d’une théorie générale
des systémes mathématiques aux structures entremélées [6], [7] les auteurs, tout
en prenant le point de départ de toute une série de travaux, tels par ex. ceux de
MM. R. Bellman and K. L. Cooke [8], E. Pinney [9] et C. Truesdell [10], devenus
rapidement classiques, ont étudié nombre de problémes concernant l’existence,
Iunicité et la construction effective des solutions de différents systémes fonctionnels-
intégro-différentiels-aux différences, linéaires ou non linéaires, homogénes ou non,
et ont établit, en particulier, quelques résultats qui s’encadrent dans la théorie
générale des fonctions spéciales & un nombre quelconque de variables indépendantes
[11].

Dans ce qui suit on considére quelques problémes aux limites pour certains systé-
mes linéaires différentiels -aux différences, ordinaires ou bien aux derivées totales
aux sens de M. M. Picone.

2. Soit le probléme aux limites pour le sistéme différentiel de second ordre linéaire
et non homogéne, aux différences par rapport & un parameétre a:

2.1) —gz— Y o) = Ay(w; e + 1) + hz; @), y(0; @) = y(@; @) = 0.

I1 est bien clair que le systéme (2.1) se réduit en absence du parameétre « au cas
classique de Sturm—Liouville [12], [13]. On suppose que h(x; «) est une fonction
continue pour 0 < x < @ et pour tous a = ao + n, n = 0, 1, 2, ... On suppose en
outre, afin de pouvoir assurer le plus simplement possible la convergence uniforme
de la série (2.7) ci-dessous, que l'on a, oy étant un nombre donné, pour 0 < x < 7,
n=0,12,..,

| h(z; o0 + n) | = My
et A est un petit paramétre.
On en déduit de suite ’équation intégrale aux différences équivalente au systéme
(2.1), & savoir

X
. 2

T
(2.2) y(x; ) = 0f s,a)d£+zf G(x; &) y(&; o + 1) dE,

ol la fonction de Green est donnée par

(2.3) Qx; &) =
_{‘(x_;t—zt_) pour z = §&.

~

Puisque le noyau G(z; &) est une fonction continue dans 0 <
toujours trouver un nombre positif M, tel que I'on aie, dans0 < =

4
é MO) Mo=% . )

< @, on peut
7,

x, &
ESw | A 8] =

4) Etant donnée la possibilité de I'extension du probl¥me formul® ci-dessus ou1 I’on aura a faire
avec d’autres fonctions de Green, on conserve dans ce qui suis la notation plus générale Mo au

n
lieu de la valeur concréte %
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Les itérées de Picard correspondantes & I’équation (2.2) s’écrivent

ol; @) = f G(x; &) h(E; ) dé,
(24) Ym(®; &) = yola; &) 4 4 Of G(x; 0) Yym_a(o; ¢ + 1) do =

—ZlfG hE o+ n)dE, m=012,...,

ou 'on a mis
F14

(2.5) Go(z; §) = G(z; §), Cnl; &) = [ Q(x; 0) Gn_slo; &) do,

0
n=12 ...

A la suite du fait que I'on a, dans I = {(z, £)| 0 < z, & < x}, les majorations

(2.6) 0 < | Gulx; &)| < Mot mm, | OjGn(x; & a+n)dé| =

< M MoHiant,  n=0,1,2, ...

a lieu le théoréme suivant.
Théoréme 1. — La série

2.7) y(; a) = Z znfa,,x E) (& o + n)d:

. 1
est absolument et uniformément convergente dans I pour chaque | 1| < o et représ

sente une solution du systéme (2.1). Dans Uespace de Banach de toutes les fonction-
y(x; o) continues dans I pour tous o = o9 + n, n = 0, 1, 2, ... (ou bien pour a = o)
et douées de norme

(2.8) 191l = sup max |y(z; )

Sxsw

la solution trouvée (2.7) est ausst bien unique.
Afin de démontrer la seconde partie du théoréme ci-dessus, supposons que Y (x; «)
soit une autre solution du systéme (2.1) La différence

(2.9) 2(x; a) = y(x; @) — Y(x; )

satisfait donc au systéme homogéne
2

(2.10) e

2(x; &) = Az(x; ¢ + 1), 2(0; &) = 2(m; &) = 0
et par suite il en résulte

(2.11) 2(x; @) = A fnG(x, &) z(&; o« + 1) dé,
0
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d’ol1 on en déduit les inégalités
(2.12) Wzl = 4] Mom |[2]| <|l2]|

et par conséquent on a d’une maniére nécessaire z(z; a) = 0.
3. Soit maintenant le probléme aux limites concernant le systéme aux dérivées
partielles aux caractéristiques réelles doubless)

04
(3.1) g w(x, y; o) = Au(z, y; « + 1) + h(z, y; @), w(w, y; oz)OIR: 0,
ou OR est la frontiére d’un domaine rectangulaire

R={xy|la<xr=cb=y<=d}

h(z, y; a) est une fonction continue dans R pour tous a = o9 + 2, n =0, 1, ...
(ou bien pour o = a9, o étant un nombre donné) et A -un parameétre. On suppose
en outre, tout en conservant l’esprit de la remarque consernant la fonction A(x; a)
ci-dessus, la validité de I'inégalité

(3.2) |A(® y;0c+ n)| = M, pour (x,y)eR, «a =09+ mn, n=20, 1, ... (ou bien

pour o = o).
L’équation intégrale aux différences, équivalente au systéme (3.1), est donnée par
u(®@, y; &) = fRf G, y; Em) b (E,m; &) A& dn

(3.3) .
+ 4 11! G(xy; & n) wé, n; « + 1) dé dy,

ou G(z, y; &, n) est une fonction que nous avons étudié auparavant avec ses différentes
extensions, appellées par de nombreux auteurs ,,fonction de Mangeron* [16], [17]
Les itérées de Picard correspondantes au systéme (3.1) s’écrivent

uolz, y; o) = [ Rf (@, y; &n) B(E, 7; @) A& doy,

(3.4)
un(@, y; @) = uo(@, y; @) + 4 [ [ Gz, y; 6, 7) un_y(0, T; & + 1) do dr.
R

On vérifie sans difficulté que I’on obtient

U (@ 0) = . l”ff Gulx, y; &) (&, n; o + n)dE dy,
(3.5) n=0 R

m=20,1,2, ...,
ou ’'on a mis
Go(x, {‘/, 59 77) = G(x’ y’ E; 77),
(3.6) Gulz, y; &, 1) = fRf G(z, y; 0, T) Gu_a(o, 7; &, 1) do d,

n=12 ...

5) Nous avons appelé les systémes fonctionnels caractérisés par la présence des termes d’ordre
supérieur de forme oJmnu/dx} dx; ... dx],, systémes polyvibrants [14], tandis que les équations
correspondantes ont été nommées par différents auteurs ’équations de Mangeron‘‘ [15].
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Puisque la fonction G(z, ¥; £, 1) est continue dans R et par suite bornée dans ce
domaine, on peut écrire, tout en conservant la signification de notre remarque 4),

(3.7 0<|G@xy;&n| < M; pour tous (z,y), (£, n) e R.
Par conséquent on a

0 < | Gulz, 43 & ) | < My*+i(c — ayy(d — bym,
n=20,1,2,...

(3.8)

et done
3.9) | [/ Gula, y; & n) h(&E, s + 0) dE dy | < M, MY(c — a)yr+i(d — b)n+1.
R

On en déduit le théoréme suivant.
Théoreme 2. — La série

(3.10) w(x,y; o) =MZOM f}{ Gul@, y5 &, ) h(E, ;& + n) A€ dp

est absolument et uniformément convergente dans R pour chaque valeur de | 1] <
1

= Mie—a)d—D)

Banach de toutes les fonctions u(z, y; o) continues dans R pour tous oo = atg + n, n =

=0,1,2,... (ou bien pour o = o) et douédes de norme

et représente une solution du systéme (3.1). Dans Uespace de

(3.11) | w || = sup max | u(z, ; @) |
a R

la solution trouvée (3.10) est ausst bien unique.

Afin de démontrer la seconde partie du théoréme ci-dessus, supposons que U(z, y; o)
soit une autre solution, dans le cadre des hypothéses admiscs, du systéme polyvibrant
aux différences (3.1). Il s’ensuit que la différence

(3.12) v(x, y; a) = u(x, y; o) — U, y; a)
satisfait au systéme homogéne
04

(3.13) axz—ayzv(x, y;0) = M@, y; e+ 1), @, y;a)lor =0,
dont I’équation intégrale équivalente est
(3.14) o@,y; @) = 4 [ Gla, ys &) ol s+ 1) A dn
D’ott la suite des inégalités
(3.15) vl <[A] Mgle—a)@—b)[[v|l <[ vl
et par conséquent on a d’une maniére nécessaire | v(x,y; a) | = 0 et la solution
trouvée est elle bien unique.

Remarques. — 1°. Faute de I’opérateur au différences qui figure dans les équations

des systémes (2.1) et (3.1), on retrouve les problémes des spectres (dans I'hypothése
des systémes homogénes) aujourd hui classiques [18], [19]. Il n’en est rien de semblable
pour nos systémes différentiels aux différences.

2°. Si I'on fait usage des résultats de quelques-unes de nos Notes insérées dans les
les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (Paris) [7], on peut exposer entre autres
le contenu de cette Note tant pour un nombre quelconque de variables indépendantes,
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quant & ce que regarde I’ordre des opérateurs polyvibrants figurant dans les systémes
qui peuvent constituer 'extension directe du systéme (3.1).

3°. In serait intéressant de trouver des phénoménes physiques dont les modéles
mathématiques adéquats sont différents systémes aux structures entremélées, ou
bien d’en trouver, en suivant, par ex., les idées généreuses enfermées dans les
problémes de géométrisation des équations différentielles, ordinaires ou bien aux
dérivées partielles, diis &8 MM. O. Boraivka [20] et E. Bompiani [21], des interprétations
géométriques de tels systémes.
Regu le juin 1972
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