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МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМ 

И НТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 

В СЛУЧАЕ НЕСОИЗМЕРИМЫХ ЧАСТОТ 
ПОРОЖДАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ 

Н. А. Драгиева, Д. Д. Байнов 

(Поступило в редакцию 28-ого августа 1972 г.) 

При моделировании динамических задач теории вязко-упругости часто при
ходится решать квазилинейные системы интегро-дифференциальных уравнений. 

В настоящей работе метод предложенный в [1] применяется для асимптоти
ческого интегрирования этих систем. 

Рассмотрим систему 

х\ + со}х1 = еГ1(х1,..., хп9 х1, . . . , хп) + 
(1) I 

+ в /* Х{(1 - т) д^х^т),..., хп(т), х х (т), . . . , хп(т)] йт (/ = 1,..., п). 
о 

Предполагаем, что функции & и/* раскладываются в рядах Фурье произволь
ной кратности, а о частотах со% — что являются несоизмеримыми между собой.. 
Величина в — малый параметр. 

Рассмотрим порождающую систему системы (1) 

(2) 2, + со\х{ = О 
Она имеет решение 

(3) Х1 = Аю 81П (со{1 + <9Ю) (х1 = А1со1 со§ (со$ + ©ю) 

где Аго и &ы — постоянные. 
Будем искать решение системы (1) в виде 

(4) х1.(О = ^,(Озш[о>,г + 0,(О]. 

Подобно (3) ставим условие 

(5) х( = А1со1 со» [соь1 + 0,(0]. 

Дифференцируя (4) и имея ввиду (5), получаем следующую зависимость 

(6) А{ 8Ш (соьг + 0() + А$ соз (со{г + в() = 0. 

Дифференцируя (5), находим 

(7) х( = А1со1 соз (со,/ + ©г) - А1со1(со1 + &() зш (со(1 + 0,). 
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Подставляем равенства (4) и (7) в (1) и получаем 

А1со1 С08 (со$ + 0,) - А 1со1в1 8Ш (со{1 + 0,) = е / ^ , . . . , хя, х х,. . ., хя) + 
(8) « 

+ г / *;(/ - т) ^ |[х1(т),.... хя(т), х^т),..., хя(т)] йг 
о 

Умножаем равенство (8) на — со8 (со^ + 0*), равенство (6) на зт (со^ + 0*)> 
СО* 

складываем их и находим 

^ . _ / . ( д ^ , . . . , * „ , * ! , . . . , Хв) СОЗ (С0,Г + 0 4 ) + 
СО,-

< 9 ) г Г 
+ Х& - г) ^ [ х ^ т ) , . . . , хя(т), х ^ т ) , . . . , х я(т)] йг со8 (со{1 + 0,) 

о 

П о т о м умножаем равенство (8) на — зш (со^ + 0$), равенство (6) на 
ОЦ 

соз (со(( + 0<), вычитаем (6) из (8) и находим 

&г = - Т 7 Г / » ( Х 1 . . . , Х Я , Х 1 , . . . , Х Я ) 8 Ш ( С 0 1 . Г + 0<) -

(10) ^ с 

V " Я * ( ' ~ Т ) 0-[*-(Т)> • • •' *«(Т)> *10)> • • • > *Я(Т)] ЙТ 81П (СО,-/ + 0;) 
О 

Подставляем равенства (4) и (6) в (9) и (10) и полагая ср^ = со^ + 0^ получаем 

, А1 = А[Аг $т<р19...9Ап $т <рп9 А1со1 со§ <рх,..., ,4ясоя соз <рп~\ со8 сд. + 

+ -— I Хь(1 — т) ^ | [ Л 1 8 т ^ , . . . , 4 81П с^я, Л1С01 С08 с ^ 1 ? . . . , Апсопсо8 <ря]с!тсо8 <р1 со{ ] 
о 

<9. = — / . [ Л 1 8 т ^ 1 , . . . , ^ я 8 т ^ я , Л ^ ^ о з с ^ ! , ..., ,4ясоя соз <рп~] 8т <р1 -
С 0 ^ 1 

I 

— Д.(/ - т) д1[А1 $'т<р19...9Ап 8Ш <ря, Ах согсо% <р19 ...9 Апсоп соз с̂ ] дт х 

о 
(11) 8И1 <р{ ^ = щг + вг(г) 

Функции / соз с/?ь / 3-П <рг раскладываем в л-кратных рядах Фурье. Для 
нахождения первого приближения решения нам нужны только первые коэффи
циенты этих разложений 

2я 2я 

0 0 
(12) 2я 2я 
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Функции дг тоже раскладываем в л-кратных рядах Фурье 
00 п 

0, = РЮ(А1, ..., Ап) + X Е (Рш С08 У̂ к + Якк 81П *^к) + 
у = 1 Я = 1 

п ч 

/Пч + Г С Е Ргтг .- тч<> ... гч П С08 /Л4^5 + 
\1Э) ч=2 тг...тч /,.../ч /§-=1 

+ I ЕД»,..» ч; 1...ЛП 8 1 п^«) + 
тх...тч]1...]ч $=1 

+ Е I X ^....^...*.,,...,,У1...ЛПОТ8ОТ-^.П81п,я^« 
р + д = 2 т1...трт1...тд 1х..лр$...]9 8=1 *!-»1 

lv * V ì *i * I* 
Л + J J />,# = -

т19...9тп9т19...9тп= 1,2, 3, ... 

*1 ? •••? -и»II 5 ••">]п = 1, 2 , . . . , Л. 

Коэффициенты этих разложений являются функциями А{. Педположим, что 
они удовлетворяют достаточным условиям раскладывания в кратных рядах 
Фурье 

]Г \Р1УК\У2 < 00, %\Яьк\1? < 00 
» » - в - 1 » > - - - 1 

I = 1, . . . ,л, /с = 1, . . . ,л, 

л л 

(14) Е 2 ^Й»....»,!.... 1,11»? < оо» 
ч=2 тх...тч 1—1 

Е Е 1^т....Мчл...>ч1Е^(2< °°> 
ч = 2 т 1 . . . т 3 4?»*1 

Е Е -" 11». ...«,-х... «.и... г,л... л I (Е «? +• Е Ю < °° 
р+^=2.т^...трт^...т^ 1**1 [1 — 1 

В этих развитиях произведения синусов и косинусов представляем сумами 
и получаем 

00 П 

0,- = /?ю(^1> • • • з Ап) + X Е (-Р^к С08 У<рк + ^ к 8Ш У^к) + 
у-»1 к=-1 

+ Е Е "Е Е (-'.-....-,<......;......лсо8[ Е т*<рр - Е«-ч»«-] + 
ч-=2т1 . . .т ч 5 = 1 г1.../^*5 + 1" ^ч у-=*+1 *«в1 

ч * 

(15) + Яш,... тчи... 1Ф*х... л 31П [ Е ю»9>> - Е т,?*)- + 
р=*8+1 **-1 

п ч 

+ Е Е Е (Р.т,... -г,!.... 1ч С08 [ Е "Ч^!»] + 
т = 2 т 1 . . . т 2 ^.../ч »-»1 

ч 

+ Яш, •• .•,..... N яп [ Е т^Л). 
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Раскладываем и функции/^! &ш (рх,..., Ап зш срп, Ахал соз ух,..., Апшп со$<р] 
в л-кратных рядах Фурье и произведения тригонометрических функции тоже 
представляем суммами 

fi = P,0(Ai ,...,An)+! É (IV cos v?K + Qiv« sin v<pK) + 
V = - l K = l 

+ í Z E E . (I'im,... «,!,... W. + . * COS [ Z If l ,^ U f j J + 
«i=:2ffl , . .m r í»l ^ . . y Ä + l - i r v = = 1 t ' =*+ l 

(16) + Qimi...„,,.... „.•....,-, sin [ I ; I M , 9 > - I m,PiJ) + 
V - a S - f l V = l 

+ £ X E(IJ
il-,...mH.,-<,cos[Zmï<}pJ + 

1У ФЛ т19...,тп = 1,2,3,... 

/р Ф /ф 1 Ч, • • •, 'я-1 = 1, 2,..., л, 

Л * Л Г + * Л - - - Л = 1,2,...,л, 

/!,...,/- = 1,2,...,и. 

Для коэффициентов Рщ и (?ш в этом разложении имеем 
2я 2я 

P , 1 I = ~2^^J •••j/*C0SM?i •-.<%, 
0 0 

2-1 2-1 

0 ( u = 2„_ln„ j ... J/,8in9J,d-j. ... d ^ . 

0 0 

(17 ) 2я 2я 

О О 

Имея ввиду (15) находим 
I 

I А4(Г - т) го, йт = />юЯю + 
о 

со Л 

+ X X (РькКнк ~ Яьк$ьк) СОЗ *><?>* + (/>**$*>* + ?|,,к-К|*к) 81П ?<?* + 
«-.1 к«1 

Л Ч — 1 

+ 1 I ^ Ц, — (Ршх... тчЬ •.. .Л« + 1 ... 1г &Ьп1 ... тчи *Л/«+1 ---Р ~" 

ч * 

- <7<», ... »ч ,.,.., ... А , - »ч<, ... «-М. ..- Уч) ^ [ ^ « . У ! . - Е/"»9>.Л + 

(18) + (Р(т1... т ч > 1 . . . (,у.+1 ... уч1 .̂», ••• «ч., ••• «•;• 1 ••• л + 
ч 5 

+<7 .»,...» ,.;.+, * Л»», - »ч., - ад». - Л) 8 1 П [Ъ+Ъ9» " Е/"»**- + 
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' .с- _.-( .О V* *тг ••• тч1. ••• 1ч -*мтг ... тчк ••• !ч 

т 

- ?.тх ... тч1. - 1ч ̂ йт ... тч1. - 1ч) С ° 8 Е т*Ч>1^ + 
у = 1 

' V* ти ..« тц1\ ••• 1ч Ш\. ••• тч/1 ••• 1ч ' 
т 

+ Чгтг - тчЛг ••• !чЛ1т1 ... тч1. - 1ч) 8111 [ X ™ У 9 ^ ] 
у = 1 

где коэффициенты Яы, Я&к* -$1>к, ••• имеют вид 
00 

Д.о -= I *•(-) <-* 
О 

оо 

Я*к = I ^(г) сов У(рк йг 
о 
оо 

«$1*к = I А,<.~) 31П *<рк ЙГ 
О 

оо ч 5 

( 1 9 ) ^ , т г тчк и 7 + 1 Уч = 1 * | 0 0 С ° 8 [ Е " М ? ' ^ - X " Л У » ] <-*, 

О у = 5 + 1 У-=-1 

оо ч 5 
$1т, ... тчн ... |.*+, ... }ч = I *|О0 8Ш [ X " ^ у - X Ш у ^ Л ^2, 

О у - » Я + 1 у = 1 

оо ч 
Д . т г ..- тч1г - Ы = 1 * & ) С 0 8 [ X ^ У ^ ] <*2, 

О * = - 1 

оо ч 

$Шч - тчи -N = 1 * | 0 О з 1 п Е т^ер] **• 
О у-=1 

<р̂  = сор + 0 е 

Раскладываем правую сторону равенства (9) в л-кратных рядах Фурье и после 
интегрирования в области 0 г̂  <р% <2 Ъг находим 

В 8 

^1 = ~аЮ + -7-—(Р11 А н - Яп&ш) 
со* 2о), 

(20) 
$1 = ~ ~Г7~сю ~~ -^—Т~(Рт5т + * " А и ) 

<У|Л{ 2(0^1 

Из равенства (20) определяем ЛДО и <9*(0-
Здесь 

2п 2тс 

Pili = 2n-inn j " A ßiCOS(Pid9>1...d9)„, 
0 0 

2n 2it 

?'" = 2"-%» J • " I e*sin 9?, d ^ j . . . d9?„, 

0 0 

(21) 2n 2я 

0 0 
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(22) 

Rц i = í Ш)cos <P'І d z > 
0 

Для приближенного решения системы (1) получаем 

(23) Xг = Л Í SIП ў>i + — ~ Xi ' 

где х* является решением уравнения 

Х*{ + О)?** = <»,[/, - Р ц « С08 ф, - в п , 81П р . ] + 

(24) 
+ а>( | А^Г - т) д1 йг - а>,(рц гКп г - Яи *$и *) сов <р( -

о 

- щ (рш 8ш + ? ш Л ш ) « Л Ф| 
г 

Подставляем в (24) фурьеровые развития функции /« и | ^(г—т)е* йт из ра-
о 

венства (16) и (18), ставим полученные результаты в (23) и находим 

XІ = AІ sin <pi + e 
00 9t / 

f - Ï I 
f v=-2Jfc=l \ 

PivKCOSV<pк + ß ivKSІПV 
* v2col - co? 

n H — 1 / * * 

X I • S S (^im, .- mi. •• I.J.+ - - C 0 S [ _ I Wv9jv ~ X ™v<P J 
t=2 w1...m»t *=1 i,...t5Js + i...JH > v-s+1 v = l 

+ 

+ tsimi "• mn ' 

(25) 

T » \ 

ijsj.,, - «sin[ I mv<pJV - !£m,¥>J) —-

[ X ™v<»jv ~ X »V*> J 2 ~ C0f 
v = 8 + l U---1 

-X E !£(- ' ta.---i.-i ,cos[2.mç>eJ + 
т . - 2 ą . . . « ч i i . . i т v~l 

• Cta-...«,!-... i H s in[Xm v ^JJ--T 7 
[LwvcoevJ

2 - 0>? 
v=»l 

+ e t ó | ° — Í I í(p iv«*.v* - qivKSivK) cosv<pK + 

+ (p»KSiyK + <?ÍVK*.VK) sin *?*]] v2ft)2 _ m» -
ч—1 

- X S Z . Z ((Plmi —mHli — i»i»+i •" JH^IHII —»H*i— '*1a+1 '** ^ 
T=-2 Wli...W«Í * = 1 ii...*.i.+ i..'i«ť 

9imi •" mnii — І.J-+1 •- JчSimt - mчй ••• І.J.+1 " . Jч)<ÎOS [ X WvÇllv - X Щ<P J + 
v з й + 1 V=-l V = 8 + l 
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• \Pimi ••• mnii '" isjt+i ••> jn^imi ••• mnii ••• isjs+í ••* ju 

H 

+ Qimr '" mnh '" i.I.+ i - j-r^imi - n«ii - Uj.+ i - j H ) S Í n [ Z m
V ^ j v - Z ^v<Pivl) ' 

p, 

_ i 
H 8 

[ Z mvO)j9 ~ Z ^v^iv]2 - <»i 

v = * + l v = l 

v = «-f 1 v = l 

— 2 J 2 J 2LW VP imi-" mnli '•• iHI^imi ••• mMÍi *•• IH #imi ••• mnh "' h^imi — mnii — h) C 0 S * 
T = 2 w1...mH /^../H 

T 

• [ Z ^ v ^ e v J + VPimi ••* mnii ••• Zmírni ••• mnh '" h + #imi — mnh '" IH Rimi '" mnh ••• IH) S l í l * 
r=-l 

1 
[Z ™v<Plv]) 
v = l / [Z ^v^iv]2 - oĄ 

U * л mi9m2,...,mn = 1,2,3,...; 

1 P * ** | 

Л * Л ) 
p * q 11 - *2> •••> *п-1 "" Ь-*? •••) л » 

Л >Л > • • • >Л = 1 ? 2 , . . . , и; 

^1> ^2> •••» 'я = 1 , 2 , . . . , и. 

ДЛЯ илюстрации эффективности предлагаемого метода интегрируем систему 

(26) 

/ n ŕ n n 

x. + oфc. = e t ø д t f E x , + />Л A,(í - т ) Z * v Z * v d т + 
l̂  v = l o v = l v = l 

+ / îí Ař(t - т)Z*?* vdт| (/=!, . . .«) 

где со*, 9с и /ц являются постоянными. 

Рассмотрим случай, когда все частоты ол являются несоизмеримыми. При
меняем предложенный метод интегрирования и находим 

х( + афс,- = е | ^ Л 2 Е *>У-4У у С 0 8 9% - ^ с о з ( 2 ^ + 9>т) -

1 1 п п 

(27) -со8(2<^ - 9\>)1 + -^-.Р* Е Е -<Мк [(«>« + >̂Л §*п (<Рк + <г\) ДкУ + 
4 -^ * = 1 К=-1 

+ (сок - а)у) 8Ш (<ру - <?*) -#кУ] + Ни Е -4*а>у 1-^-со8 9>у ^-соз-3^1 

00 00 

Кщ = I **(*) 8Ш ( ^ + <р'9) Аг9 -Ку = I А,(-0 со8 <рх йг; 
о о 

оо оо 

-ЗкУ = I АХ*) 81П (<ру - у к) ск, Д 3 у = | Д,(2) соз 3<р'9 йг, 

гдe 

(28) 
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Лi = -jЯi*} + Єү A\ЏІ, ÔІ = 0, 

Ai = y - e(q{ +fЛiO)i ]/t 

Предположим, что коэффициенты в этих разложениях удовлетворяют 
условиям 

8qř 

e(qt + lм ico l)t „._._ 

(úv 

]/- e(qv + !Avo)v ]/t 
V* < 00, 

(29) 

n л 

PІ z I v = l w-1 

n я 

PІ E I v = l к*=l 

2Ä v æк + (ÚV 

e ]/qv + JU,VOJV ]/qK + jtiK(oKt 

2RKv (OJK - (ov) 

Є Ì/Чv + ЏvШv ]/Як + Џrf»Kt 

(y2 + к

2) < co , 

(v2 + K2) < 00, 

Л\^-f V < 00. 

После некоторых выкладок получаем искомое приближенное решение 
системы (26) 

2 81П (р{ 
X, 

' У^Ж+~ 
___ , 4g, «_. [ cos У, _ 

(30) 
1 cos (2ç5f + ç\,) 1 cos (2ç9j — <pv) 

-VI 2 (2coř + co v)
2 - co? 2 (2cof - a)v)

2 

+ 2Pi t Í i/ __ !/-__, UKV , "« + " ' • * sin (yK + yv) + 
,-1 K-1 ^ v + /*vcov y_-K + /*Kco*í L (coK + cov)

2 - (út 
(úK + ú)v ] 

+ K*v 7 u 2 S m (Vv - Vis) + 
(C0K - 0)v)

2 - CO? r v J 
Y (o 1 JJ^cosy, _ .R3vcos3yv 1 

+ ^"„ti ' t]/t(qv + (Ovpv)]/-e(qv + cov/*v L »5 ~ ">; 9co2 - co? J 
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