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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
IX:1—8 1973

DAS ITERATIONSVERFAHREN
FUR EINE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG
VIERTER ORDNUNG

Vira RapocHOVA

(Eingegangen am 17. April 1972)

Das Ableiten der partiellen Differentialgleichung der Lings- oder Torsions-
schwingungen von Stiben fiihrt bei der Benutzung der energetischen Methode
und wenn wir dabei die Deformation des Querschnittes in seiner Ebene in Erwéigung
ziehen, zu einer partiellen Differentiagleichung vierter Ordnung [1], die man in der
Form )

(1) Uzt = A(t, T) uzz + B, x) uge

schreiben kann.

Diese Differentialgleichung wurde fiir gewisse Nebendingungen gelost [3], [4],
wobei das Iterationsverfahren beniitzt wurde. In den folgenden Absétzen ist fiir
eine allgemeinere Form der partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung unter
gewissen Nebenbedingungen ein Existenzsatz mittles des Iterationsverfahrens
bewiesen und die Eindeutigkeit der Losung bestimmt, wobei die Differential-
gleichung (1) ein Sonderfall dieser Differentialgleichung ist.

Satz 1. Der Existenzsatz.
Es sei die Differentialgleichung
(2) Ugatt = f(t: x, U, Uzz, u”)

gegeben. Die Funktion f(t, x, u, v, w) sei in dem Gebiete D = {a < x < f; y < t < d}
und fiir beliebige u, v, w stetig und erfille in jedem kompakten Teilgebiete Do = D in
Bezug auf u, v, w die Lipschitz-Bedingung

| f(8, @, uz, v2, ws) —-f(t, x, U, v, w1) | £
3) S M(juz—ur| + |v2—v1 | + | wz—wy ).
Fener sei a < & £ &1 < B, vy <7 <4, und die Nebenbedingungen seien lings der

Charakteristiken t = v, v = &o, ¥ = &, so vorgeschrieben, dass die partielle Differen-
tialgleichung

(4) Uzzte = 0

genau eine Losung in dem Gebiete D hat, die diese Nebenbedingungen erfiillt, die der
Funktionenklasse C>(D) gehort und die wir uo(t, x) bezeichnen.
Dann existiert mindestens eine Lésung der partiellen Differentialgleichung (2),
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die den vorgeschriebenen Nebenbedingungen geniigt und man erhdlt diese Losung mittels
des Iterationsverfahrens von Picard als den Grenzwert der Folge

(6) uUn(t, ) = uo(t, ) + Fp_i(¢, ),
wo die Bezeichnung

t t,z =z

o2u, 02
(6) Felt, ) — f f f f f(tz,xz,uk, o —a—;‘%’»‘--) dz dzy dty iy

Tt & &
beniitzt wurde.

Beweis. Als erste Anniherung wahlen wir die Funktion (¢, x), die den Voraus-
setzungen nach gegebene Nebenbedingungen erfiillt und der Funtionenklasse C%(D)
gehort.

Sei uy_1(t, ) die (n — 1)-te Naherungsfunktion der gesuchten Losung, die der

Klasse C?(D) gehért. Dann gehért wegen der Stetigkeit des Integranden auch
die n-te Naherungsfunktion

Uun(t, ) = uo(t, ) + Fp_alt, )
der Klase C%(D).

Beweisen wir, dass die Folge von Néaherungsfunktionen wu,(t, #) in jedem kom-
pakten Teilgebiete Dy = D, wo Do ={oto £ @ = flo; yo =t < o} ist und oo <
< & £ & < Bo, Yo S T £ O gilt, gleichmassig konvergiert.

2 2
Die Funktion f(t, z, o, _%_;iz‘” -aatu;o) ist in D, stetig und damit auch be-

schrankt. Es sei | f| £ A4; dann ist fiir n = 1:

1
| w(t, @) —wolt, @) | = | Folt, 2) | = At —7Plz—bllz—&)
*aiul azuo
oxr 0z
32u1 _ 32uo |
oz or

wo die Bezeichnung

¢t -
2 2
Frza(t, 2) = fff (tZr T, Uk, Gru O ) dt, dt,

1
= | Foga(l, ) | §?A|t—7lz:

1

= | Foult,2)| £ 5 A|lx—& | |z— &,

|

ECR
Q)

z z
02u 0%uy
Fktt(t’ x) = J‘Ej‘f (t) X2, Uk, a—x% ) W—) d:cz‘dxl
§o &

beniitzt wurde.

Es sei entweder £ = & wenn | z — &o |
oder & = & wenn |z — & |

=2 [x—6& |,
=lz—
fir ap < 2 £ fp.

1
&1l

Damn ist |z — & ||z — & | S |z — &2

Es sei ferner 2K = max {2, [(fo — ®%0) + (do — ¥0)]?}. Dann ist
8) (|z—&| + [t—7T|)? S 2K
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und gelten die Beziehungen

|t 9) — uolt, )| < 5 AK(t— 1| + [z — &

) T T < LAR(i—t] 42—
= S g AR =T+ e 1
Wir beweisen nun, dass fiir beliebige natiirliche Zahl n folgende Beziehungen
[t ) — i alt ) | S -y (16— 1) + (2 — [
(10) = Tt s S = vl 1z — g
S T S =Tl e — g

gelten, wobei M die Lipschitz-Konstante ist.
Fiir » = 1 ist die Giiltigkeit der Beziehungen (10) wahr, da sie mit den Beziehungen
(9) tibereinstimmen.

Nehmen wir an, dass (10) fiir n = m gilt; dann ist fir n = m 4 1:

| Umsr — Ui | = | Fult, ¥) — Fro_a(t, ) |
ttyz z,
0%um 0%Um_1
<1 [ [ [{1m—ms 4| S = S+
T T 5051
0%up, 0%y, _
+!‘aTg‘—“ at’;‘ !}dxzdxldtzdtl

ty x z

3% (3(%1{_)1_ 3Mffff ([ th—t |+ lxz—f ])Zmdxzdxldtzdtl

T v & &

II/\

4 (BMK
= m(@—m#(lt”"ﬂ + [z — & [)am+2
Ferner ist fiir die zweite partielle Ableitung nach x:
02 02
“'%‘;'"zﬂ“‘ a“;".é — | Frazalt, ®) — Frn_s, 2a(t, 7) |
|
t ot
| Oum  Oum_y | Oum  Qum_
— o m T e LT d
éM_”{'“"‘ vl | T e |t o }dt’ “
4 (@BMK)m+
s ’gﬂ'(@m—_{_)z)—!(lt—ﬂ + |z — & |)m+2



Ahnlich erhalten wir fiir die zweite partielle Ableitung nach ¢:

02 0
T a;‘"'} | Foialt, 2) — Fna,ult, 2) |
A BMK
§*3A‘M'Li—2ﬁ‘)~ 3Mff |t—‘[{+|x2—£i2md12dx1
OEI
4 (@BMK)ym+
T e R e e

Die Folge der Funktionen

un(t, ) = uo(t, ) + [wa(t, ) — uo(t, )] + [ua(t, ) — ws(t, )] + ... + [ux(t, x) —

— Un_1(t, x)]

und die Folgen ihrer zweiten partiellen Ableitungen nach z und ¢ konvergieren also
fir n —> oo gleichmissig in jedem kompakten Teilgebiete Dy — D gegen eine
Funktion %(¢, ) und gegen ihre partielle Ableitungen u;.(t, «), ug(t, ). Da D, ein
beliebiges Teilrechteck ist, ist die Funktion u(¢f, ) in dem ganzen Gebiete D vor-
handen und einschliesslich ihrer zweiten partiellen Ableitungen nach = und ¢
stetig.

Wenn wir in (5) zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir

Zy
5 flb2, 22, u, gz, uge) dx, day di; db,.
OEI

— iy

tt
(11) ult, x) = uolt, x) + | |

are

Wegen der Voraussetzungen iiber die Funktion f(f, », u, v, w) existiert auch
die vierte partielle Ableitung wuzz¢, ist stetig und geniigt der Differentialgleichung
(2). Da die Funktion wue(t, ) die vorgeschriebenen Nebenbedingungen lings der
Charakteristiken ¢t =71, x = &, = = & erfillt, erfiilllt sie auch die Funktion
u(t, ), wie aus der Beziehung (11) klar ist.

Satz 2. Unter den Vorausselzungen des Satzes 1. gibt es in dem Gebiete D genau
etne Losung der partiellen Differentialgleichung (2), die den vorgeschriebenen Neben-
bedingungen lings der Charakteristiken x = &, x = &, t = v geniigt.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Differentialgleichung (2) zwei Ldsungen
u(t, ) und a(t, ) hat, die als Grenzwert der Folge der Naherungsfunktionen von
Picard (5) mit derselben Anfangsfunktion u,(¢, ) geschaffen sind.

Es ist also

thx

u(tv z) = ’uo(t, x) + j .‘. j 5 f(t27 X2, U, Ugg, utt) de dxl dtz dtl)

TTs0é
(12) t o
ﬂ'(t’ x) = uo(t, x) + s jgg f(tZ) X2, u, ’azx, 'au) dxz dxl dtZ dtl

Wir werden beweisen, dass diese Losungen in jedem kompakten Teilrechteck
Dy = D, in dem die Charakteristiken ¢ = 7, x = £o, * = §; liegen, iibereinstimmen.
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Wegen der Lipschitz-Bedingung ist
(13) | f(t, @, u, Uzz, uer) — (8, %, B, Bzz, Bee) | S M — 8| + | Uz — Ugz | +
+ e —ael)

Wir fithren die Funktion

(14) ot,2) = (|u—a|+ | Uzz — Bzz | + [wge — Wge | ) 67F

ein, wobei £ = K(|x—&| + |t—7|) ist, & dieselbe Bedeutung wie in dem
/ Y7 1

Beweise des Satzes 1. hat, und K = ( VZM ) /2
V1 +2m —2m

Wenn wir dieselbe Bezeichnung wie in dem Satze 1. beniitzen, wobei der Quer-
strich den Wert mit der Funktion a(t, ) bedeutet, gelten wegen (12) und (13)
die Beziehungen

ot ) = o E{ | F(t,z) — F(t, @) | + | Faslt, ®) + Faalt, 2) | +
=+ | Fu(t, z) — Ftt(ty z) | }

ttzr
b Me E {j j j j ek (L)(tz, xz) dxz d(l?l dtz dtl +
7 ééy
tt z x,
+ jj QE(,() tz, IE) dtz dtl + 5 j eEw t, xz) dx; 1}
50 5]
Wenn wir g = max (!, ) bezeichnen, ist
(t,x) € Dy
Lz ¢t z z,
wt,z) S MeEy[[f | e dx,dx, dt, dt, +H of dt; dty + [ | oF dz, day}
T 16 §o
2 eE eE 1
S MeEy. (“j{z + "17{4—) =5 W
Weil w(t, z) < -1—,u in ganzem Gebiete D, gilt, ist auch max w(t, z) = y

t,z) € Dy
Daraus folgt, dass u = 0, damit auch w(t,z) = 0 und ;n beliebigem kompa,ktem
Teilrechteck D, auch u(t, ) = a(¢, z) gilt.
Nehmen wir nun an, dass die Funktion f auf der rechten Seite der Differential-
gleichung (2) nicht von u abhdngt. Dann gelten folgende zwei Sétze, wobei wir
dieselbe Bezeichnungen wie in den vorangehenden Abséitzen beniitzen.

Satz 3. Es sei die Differentialgleichung
(15) Uzztt — f(ts x’ Uzz, utt)

gegeben. Die Funktion f(t, z, v, w) sei in dem Gebiete D und fiir beliebige v, w stetig
und erfille in jedem kompakten Teilgebiete Dy = D in Bezug auf v, w
die Lipschitz-Bedingung

(16) I f @z, 02, w2) —flb, z, 01, w1) | S M (|v2—v | + |wa— w1 ]).

Ferner seien die Voraussetzungen diber die Losung wuo(t, ) der Differentialgleichung (4)
des Satzes 1. erfiillt.



Dann existiert mindestens eine Losung der partiellen Differentialgleichung (15),
die den vorgeschriebenen Nebenbedingungen lings der Charakteristiken t = 7, x = &,
x = &, geniigt und die der Grenzwert der Folge von Ndherungsfunktionen

‘e 0%uy—y 02Uy |
é‘;; f(tz, T2, — é;:%‘, - a}g**) dx,dx, d¢; dt,

1

tt
(A7) ualt, ) = uo(t, z) + § |

28t.

Der Beweis dieses Satzes ist durchaus derselbe, wie des Satzes 1., nur anstatt
der Beziehungen (10) beweisen wir, dass fiir die n-te Néherungsfunktion die
Beziehungen

A (2MK)»
| un(t, ) — up—1(t, ) | < E‘M**EE)T“( le—&|+ |[t—7])™
- Q%up 0%Up_1 4 (MK
(18) o £ oM " @n) (lz—&|+ [t—7|)
1 azun azun_l A (2MK)" n
@ T oae | S ey (TTEIFIETIR
gelten.

Weil wir fiir die Funktion f die Lipschitz-Bedingung nur in Bezug auf » und w
voraussetzen, gilt fiir die Eindeutigkeit der Losung folgender Satz:

Satz 4. Mittels der Anfangs- und Randbedingungen lings der Charakteristiken
t=1,2 =&, x =& seien die Werte u(t, z), us(t, ), u(t, &), uz(t, &) in den Inter-
cvallen Iy ={a <z < f}, Io={y <t <06} eindeutig gegeben und so, dass diese
Funktionen der Klasse C*(1,) und C*(I;) gehéren. Dann erfiillt die Funktion wuo(t, x),
die das Integral der Differentialgleichung (4) ist, das diesen Anfangs- und Rand-
bedingungen geniigt, die Voraussetzungen des Satzes 1.

" Es seien ferner die Voraussetzungen des Satzes 3. iiber die Funktion f(t, x, v, w)
erfillt. Dann hat die Differentialgleichung (15) genaw eine Losung, die als Grenzwert
der Funktionen un(t, x) in (17) fiir n — oo gegeben ist und die den vorgeschriebenen
Anfangs- und Randbedingungen geniigt.

Beweis. Wie in dem Satze 2. nehmen wir an, dass die Differentialgleichung (15)
zwei Losungen
ttz o
ully 2) = wolt, @) + I 1] § flta, 22, vz, ) dy doy dhz dty
ttix x,

a(t, 2) = wuolt, ) + [ [ ] § fit2, 22, Gaz, ) Az Ay Atz Aty

16 &

(19)

hat, fiir welche wegen der Voraussetzungen iiber die Anfangs- und Randbedingungen
in dem Gebiete D gilt:

20) u(t, ¥) = a(t, x); (T, ) = (T, T)
u(t, &) = alt, So);  uslt, &1) = aal(t, &)
Wir fiihren die Funktion
(21) ot,z)=(lv—=a|+ | gz —Bzz | + | Ut — Bt | ) 07F
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ein, wobei E = K(|z — &| + [t —T|), & dieselbe Bedeutung wie in dem Satze 1. hat
und K = 2|/ M ist.

Aus den Beziehungen (19), (21), und aus der Lipschitz-Bedingung (16) erhalten
wir fiir die Funktion w(f, z) die Beziehung

1 1

thet
o, z) = G—E{II E.[(l“zz—'a:cz|+luu"uul)dxzdxldtzd‘x-i-

t ot

+.“§ (| %z — Bzz | + |'llzu——'llu|)dt2dt1 +

TT

é"'-ﬂ&

z z,

+ 11 tea — B2z | + | wu— ) deaday

Mit Riicksicht auf (20) ist

¢t xr z

(t z) < MO_E{II w(tz,x) eEdtzdt1+I I t Zz)edezdxl}
& &
Wenn wir g = max w(f, ) bezeichnen, erhalten wir, dass in dem ganzen kom-
(t, ) € D,
pakten Teilrechteck D, die Beziehung
2 1
< ——— e == ——
w(t,z) < Mu Ve 5 U

gilt. Wie in dem Satze 2. folgt daraus, dass w(f, ) = 0 in beliebigem kompaktem
Gebiete Dy ist und damit auch u(t, ) = a(t, z) in dem ganzen Gebiete D gilt.

Satz 5. Es seien die Funktionen @o(x), @i(x) und wo(t), die der Klasse C*(I,) und
C(1,) gehiren, und in dem Intervalle I, stetige Funktion wi(t) gegeben. Ferner sei
a<& <& <P,y <t<0und so, dass

@o(§0) = ol7), @1(&0) = pol7)

gilt, und die Funktion A(¢, x) fiir x = &1 in dem Intervalle I, stetig ist.
Dann gibt es in dem Gebiete D genau eine Losung uo(t, x) der Differentialgleichung (4),
die lings der Charakteristiken t = v, x = &, * = &, die Anfangsbedingungen

(22) (T, ) = @o(x), u (T, ) = @1()
und die Randbedingungen

(23) u(t, &o) = po(t)

(24) Uggelt, &1) — A(E, &1) ug(t, £1) = alf)

erfiillt. Diese Losung erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1.
Ferner seien die iibrigen Voraussetzungen des Satzes 3. iiber die Funktion

ft, x, ugg, we) = A(t, ) uzz + B(E, ©) uge

erfiillt. Dann gibt es in dem Gebiete D genau eine Losung der Differentialgleichung (1),
die die Anfangsbedingungen (22) und die Randbedingungen (23), (24) erfiillt. Diese
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Lésung erhalten wir als Grenzwert der Folge der Ndherungsfunktionen (17), wo
die Funktion uo(t, x) in der Form

uo(t, ) = @o(x) + wolt) — wo(r) + (t — 7) [1(x) — @1(0)] +

(25) + (& — &o) [9(t) — @o(£1)] — (& — &o) (t —7) @5 (£1)
gegeben ist, wobei die Funktion g(t) eine Losung der Differentialgleichung
(26) g"(t) — A(t, &) () = y1(?)

ist, welche den Anfangsbedingungen

(27) 9(r) = @o(&1),  g'(x) = @1(&)

geniigt. ,

Beweis. Durch direkte Integration der Differentialgleichung (4) erhalten wir, dass
die Funktion u(t, ), die in der Form (25) gegeben ist, die einzige Losung dieser
Gleichung ist, die die Nebenbedingungen (22), (23), (24) erfiillt. Wegen der Voraus-
setzungen iiber die Funktionen go(z), @i(), wolt), ¥i(t), A(¢, &) ist diese Losung der
Funktionenklasse C2(D).

Da auch die iibrigen Voraussetzungen der Sitze 3. und 4. erfiillt sind, gibt es genau
eine Losung der Differentialgleichung (1), die den Nebenbedingungen (22), (23), (24)
geniigt und die wir als Grenzwert der Folge der Naherungsfunktionen (17) erhalten,
wobei fiir uo(t, ) die Funktion (25) gesetzt wird.
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