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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT; UJEP BRUNENSIS,
X:27—54, 1974

DIE KOMBINATIONEN GEGEBENEN PROFILS II

ROBERT KARPE, Brno
(Eingegangen am 7. Juli 1973)

Dieser Aufsatz kniipft in seiner ganzen Breite an meinen vorigen Aufsatz [1] an.

1. Vereinbarung. Bezeichnen wir einen 1. endlichen, 2. unendlichen Kettenbruch
durch das Symbol:

a a | a,| a,|

1. — = + RSP it L B
b, + a | by | b, | by
b, + .
‘ a,
bll
a a| a, | as |
2 ‘ =+ 2+t
' b b b h
b, + — a; i | by | b, | bs
by + bs + .. Siehe [2], Paragraph 1.

2. Satz.

Die Funktion ¢.(x), siehe I-(37), kann man durch einen endlichen Kettenbruch n-ten
Ranges ausdriicken.
L 1| 1 | 1 [
1 + 3 + ...+ - + -
I(=D".x  |(=1)".x [(-1)t.x  |(=1)".x+1

(1) ¢, (x) =

Den Beweis durch strenge Induktion fithren wir mittels der Anwendung der
Formel 1-(38) durch.

3. Definition. Wir setzen fest und mit einem Symbol bezeichnen folgenden speziellen
Kettenbruch:

@ )= by ] L

e ICrx Gy o F s

4. Lemma.

Wenn ¢,(x) fiir x = r konvergiert, dann gilt folgende Identitiit:

©) lim ¢,(r) = ¢(r)

n—ow
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Die Giiltigkeit dieser Identitat ist offenbar.

5. Lemma.

Den Kettenbruch ¢(x) kann man den folgenden zwei Umformierungen unterwerfen:

s e | e L e

(A) qb(x)—-lx +|x +|x +Ix + ...
1 —1] —1] —1]

(B) ¢u)—'_x +|_x +|_x +l—x + ...

Beweis. Wenn man auf beiden Seiten jeder ungeraden, bzw. geraden Bruchlinie
des Kettenbruches (2) mit der negativen Einheit multipliziert, so bekommt man
sofort seine Umformung (A), bzw. (B).

6. Lemma.

Der unendliche Kettenbruch ¢(x) konvergiert in den Intervalen x e (—o0, —2],
[2, ).

Beweis. Wir wenden den folgenden Satz an (siehe [2], Seite 244, Satz 15):

Wenn die Elemente des Kettenbruches 4| + a | + a; | + ... reel sind und
| b, by | b,

den Ungleichungen geniigen:

b2 |a| >0,

(P) bz |a|+1 fir ak+1<0}

k=1,23..,

so ist jede der folgenden zwei Bedingungen fiir die Konvergenz hinreichend: (Q)
Von einer gewissen Stelle an sind alle g, negativ. (Die weitere, im Buche zitierte
Bedingung fiihre ich nicht an.)

Also gibt man dem Kettenbruch die Form (A) bzw. (B), dann ist die Bedingung
(Q) erfiillt und es gilt im Einklang mit der Bedingung (P):

xz|—-1]+1 fir a4, <0,k =1,2,3,..., wenn gilt:

x €[2, ©), bzw. x € (—o0, —2]; w.z.b.w.

7. Lemma.

Die Funktion ¢(x) ist in den beiden Intervalen (=0, =2], [2, o0) iiberall von Null
verschieden.

Beweis. Wenn wir in der Gleichung p statt ¢(x) bezeichnen, dann gilt es mit

1
Riicksicht auf (2): y = ——-~——l——=yz +xy 4+ 1'=0.

+
X+y



Wenn wir die Schnittpunkte dieses Kegelschnittes mit der uneigentlichen Geraden
suchen, gelangen wir zu der Gleichung y(y + x) = 0. Daraus ist es ersichtlich, dass
es sich um die Gleichung einer Hyperbel handelt, deren eine Asymptote die X-Achse
darstellt. Damit ist die Giiltigkeit des Lemmas erwiesen.

Bemerkungen zu der Funktion y = ¢(x).

a) Mit Riicksicht auf die Konvergenz des Kettenbruches ¢(x) in den Intervalen
(=00, —2], [2, ), kann sein Wert immer nur durch eine der zwei verschiedenen
Waurzeln der oben angefiihrten quadratischen Gleichung

L ¢(x) = —T](x +VxI—4), 2. ¢(x) = ;zl_(x —Jx* - 4),

ausgedriickt werden.

b) Zur Prizisierung des eben Angefiihrten kann man hinzufiigen:

Nach dem oben zitierten Buche, siche die Definitionen auf der Seite 166, ist ¢(x)
ein reinperiodischer Kettenbruch. Deshalb ist, nach dem Satz 38 auf der Seite 276,
der Wert dieses Bruches nur durch eine der beiden Wurzeln der quadratischen Glei-
chung ausgedriickt, wofern diese Wurzeln verschieden sind. Die entsprechende
Wurzel (immer fir ein ganzes Intervall) kann man mittels der dort angefiihrten
Methode bestimmen.

c) Auf dem unten angefiihrten Graphen ist der entsprechende Teil der Hyperbel
starker bezeichnet. Die Punkte P(2, —1), Q(—2, 1), sind die Beriihrungspunkte der
sur X-Achse senkrechten Tangenten. Die zweite Asymptote hat die Gleichung

x+y=0
Fiir x € [2, o0) ist

$(x) = ‘31—(x —Vx? ~ 4

Fig. |
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8. Lemma. .

Fiir den Index n = 2 gilt es: Die Polynome f,(X), fo—1(—X), sind teilfremd.

Den Beweis fiihren wir durch den Widerspruch: Wire es méglich den Bruch mit
dem gemeinsamen Teiler z(x) zu kiirzen, dann wére es mdoglich diesen gemeinsamen
Teiler aus dem Nenner dieses Bruches auszuklammern:

Juet(=2) () = frmi(=%) : [faz2(¥) — x . fmi(=5)]

Das bedeutet: Existierte ein gemeinsamer Faktor z(x) bei f,(x), f,-(—x), dann
miisste derselbe gemeinsame Faktor auch bei den Polynomen f,_(—x), f,-2(x)
existieren, usw. Aber die Polynome f5( £ x), f;(F x), sind teilfremd.

9. Satz.

Es existiert eine solche natiirliche Zahl ny, dass es fiir alle Indexe n = ny und fiir
alle realen Zahlen r ¢ (-2, 2) gilt: f,(r) # 0.

Beweis. Wihlen wir eine beliebige Zahl r ¢ (—2, 2) und bilden die Folge: ¢,(r),
¢,(r), d5(r), ... Betrachten wir, dass diese Folge mit Riicksicht auf das Lemma 4, 6,
konvergiert und nach cem Lemma 7 einen von Null verschiedenen Limes hat. Nach
dem Konvergenzprinzip muss also ein solcher endlich grosser Index n, existieren,
dass fiir jeden Index n = n, der Wert ¢,(r) begrenzt und von Null verschieden ist.
Auf diese Weise kann man jeder realen Zahl r ¢ (—2, 2) eine gewisse natiirliche »,
zuordnen. Wir bekommen damit eine Indexmenge {n,}, die von oben begrenzt ist,
weil hier die Bedingungen des Satzes 42 aus [2], Seite 285, erfiilt sind. So existiert
ersichtlich ein Index ny = n, fiir alle r ¢ (=2, 2). Es gilt aber: ¢, (r) = f,-(—=r):
1 f.(r), wobei, mit Riicksicht auf das Lemma 8 nicht der Fall eintreten kann:
{¢a(r) # 0, aber f,_(~r) = f,(r) = 0}.

Aus dem Angefiihrten folgt der zu beweisende Satz.

10. Satz.

1

Das Polynom y = f(x),n= 1, hat alleWurzeln real und verschieden, davon l:—’lzi—-]
positive. Dabei liegt (fiir n = 2) zwischen je zwei seinen Nachbarwurzeln immer eine
Wurzel des Polynoms y = f, _(—Xx).

Den Beweis fithren wir durch mittels der strengen Induktion: wir setzen zunachst
voraus, dass der Satz fiir k < n — 1 gilt. Wir beweisen, dass er dann auch fir k = n
gilt.

Zuvor leiten wir Hilfsdtze und Hilfsbetrachtungen ab:

2 2
1. es gelte m = 2k; k = 1, 2, ...; dann lautet die Gl.: 2k = k + k. 2. es gelte m =
=2k +1;k=0,1,...; dann lautet die GL.: 2k + 1 = k + k + 1, w.z.b.w.

Lemma (a): Es gilt fiir beliebiges natiirliches m: m = [—'ﬁ—] + [ﬁ—ti] Beweis.
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a) Es sei s; bzw. f; (nach der wichsenden Grosse) die j-te Wurzel des Polynoms
¥ = fa-1(—Xx), bzw. y = f, _,(x), sodass es nach der Voraussetzung gilt: s, < ¢, <
<S8y <ty <o < Sy <lyoy < Sp_q.-

b) Nach der Voraussetzung hat das Polynom y = f,_,(x) [%] positive Wurzeln.

Das bedeutet, dass das Polynom y = f,_,(—x) dieselbe Anzahl von negativen

Waurzeln hat. Es ist also SF] die letzte negative und s[f_] ., die erste positive Wurzel
2 2
dieses Polynoms.

Nach der Voraussetzung hat das Polynom y = f,_,(x) |:~n-—2—_2:| = I:%:I -1

negative Wurzeln; es ist also ’[1] die erste positive Wurzel dieses Polynoms.
2

c) Nun betrachten wir die Wurzeln der Polynome von der rechten Seite der Gl.
1-(36). Bezeichnen wir der Kiirze halber:

“@ k(x) = =x.fo-i(=%), h(X) = fo-2(x).

Es sei §;, bzw. t; die nach der wichsenden Grosse j-te Wurzel des Polynoms
k(x), bzw. h(x). Dann je nach dem Absatz a) gilt:

5) sy <ty <5<t <...< s[%] < s[%]ﬂ < t[%] < S‘[i]” <

2

< t[‘;_]ﬂ < j[;_.]+3 <. <ty, < j,,}A\= 0

Diese endliche Folge hat 2(n — 1) Glieder. Wir ordnen ihr die Folge der Funktions-
werte zu:

©) k() = 4;,  h(s) = By,

so dass wir bekommen:
7 B, A4, B, A, ... B;n} Bn Arny Bpn Arn Bpn ... A,_,B,
D B B oo Bgp Fgfen L3 Ples Afalen Plglee o
Um die Vorzeichen dieser Funktionswerte festzustellen, fithren wir zuerst an:
Lemma (b). Fiir x < §, und fiir x > §, gilt:
sign k(x) # sign A(x).
Beweis. Die hochste Potenz des Polynoms k(x), bzw. A(x), hat nach 1-(35) und (4)
, IETPRTT ¢) PR () AL - ("2
das Zeichen (—1).(=1)".(=1)""1 =(-1) , bzw. das Zeichen (—1) .
. n n—1
Es gilt aber : (2)+n—( ) >+2n— 1.

Das bedeutet: die hochste Potenz des Polynoms k(x) ist fiir alle Indexe n vom
entgegengesetzten Vorzeichen als die hochste Potenz des Polynoms A(x).
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Es gilt aber ein bekannter Satz, dass fiir einen geniigend grossen Absolutwert des
Argumentes der Funktionswert des Polynoms dasselbe Vorzeichen annimmt, wie
seine héchste Potenz. Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, wobei die Polynome
k(x), h(x) nach der Voraussetzung alle Wurzeln real haben und wo [5,, §,] die
gemeinsame Begrenzung dieser Wurzeln ist. Ersichtlich haben also beide Polynome
ausserhalb dieses Intervalls nur noch einen monotonen Verlauf — und zwar immer
vom entgegengesetzten Vorzeichen.

d) Aus der Stetigkeit der Funktionen k(x), A(x), und mit Riicksicht auf die Voraus-
setzung, dass die Wurzeln dieser Polynome insgesamt real und einfach sind, kann
man auf Grund des Lemmas (b) die gegenseitigen Beziehungen der Vorzeichen in
einzelnen Intervallen ableiten.

Siehe auch die Tafel 1.

A. sign k(x) # sign h(x) im Intervall (—oo0, §,)=
=> sign k(x) # sign hA(x) im Intervall (¢, 5,) =
= sign k(x) # sign A(x) im Intervall (¢,, 5;) =

= sign k(x) # sign A(x) im Intervall (t[”_ o S[H) .
B. sign k(x) # sign A(x) im Intervall (§,, o) =
= sign k(x) # sign A(x) im Intervall (s5,_,,7,_,)=
= sign k(x) # sign A(x) im Intervall (5,_,, #,_;) =

ign k(0 ign A im Intervall (§rny. , trny).
= sign k(x) # sign A(x) im Interva (S[i}“ [7])
Lemma (c). In der Folge (7) wechseln die Vorzeichen modulo 2 ab. Die Giiltigkeit
des Lemmas ist aus den Absdtzen A), B) ersichtlich.
e) Nehmen wir jetzt Riicksicht auf die Beziehung f,(x) = k(x) + A(x) vom Stand-
punkt der in dem vorigen Absatz durchgefiihrten Betrachtungen:

Folgerung 1. In den Endpunkten jedes der Intervalle

[t:, 521, [t25 535 ---» [t[;_]ﬂ, s[.z.] l
) lj[%]ﬂ’ t[;;”, l-.i'[;;_pz, t[%J+1]’ cees [Sn=1> taz2]

hat das Polynom y = f,(x) Funktionswerte entgegengesetzten Vorzeichens, was
bedeutet, dass in jedem dieser Intervalle wenigstens eine reale Wurzel des Polynoms
y = f,(x) existiert.

Folgerung 2. Die Situation in den Intervallen (—oo0, §,), (§,, ©).

Fiithren wir die Diskussion fiir das erste dieser Intervalle durch. (Die Diskussion
des zweiten wiirde man ganz dhnlich durchfiihren.)
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Es gilt: sign k(x) # sign A(x) fiir x € (— o0, §,); dabei A(5,) # 0, k(5;) = 0. Aber
die Funktion k(x), bzw. h(x), ist vom n-ten, bzw. (n — 2)-ten Grad, sodass eine
Zahl r existieren muss, die im Intervall (—oo, §,) liegt, eine solche, dass es gilt:
fi(r)=0.

Die Schlussfolgerung. Die Wurzeln des Polynoms y = f,_,(—x) begrenzen n
Intervalle:

) (=00, sy), (51552), ooy (Sym25 Spm1)s (S5, ),

solche, dass in jedem von ihnen (wenigstens) eine reale Wurzel des Polynoms y =
= f,(x) existiert. Aber das Polynom hat nach einem bekannten Satz gerade n Wurzeln.
Es folgt daraus, dass in jedem Intervall (9) gerade eine Wurzel des Polynoms f,(x)
existiert.

f) Jetzt werden wir feststellen, wieviele positive Wurzeln das Polynom f,(x) hat.
Es ist evident, dass die kleinste positive Wurzel dieses Polynoms im Intervall (f[n_ J i1
2

t [1” liegt. Weiter siecht man aus (8), dass der Index der Wurzel r; des Polynoms f,(x)

mit dem Index der Wurzel §; des erwdhnten Intervalls {ibereinstimmen muss, woraus
n

2
es [lz—l—] positive Wurzeln gibt.

folgt, dass es negative Wurzeln gibt und daraus gilt nach dem Lemma (a), dass

g) Schliesslich sehen wir leicht ein, dass der zu beweisende Satz fiir k = 1, 2,

gilt. Das Polynom f,(x) =1 — x — x* hat zwei Wurzeln: s, = %(—1 - \/5),
1 —

sp=5 (=14 J5). Das Polynom f,(—x) hat die Wurzel 1, = —1. Das Polynom

2+1 . . . "
J>(x) hat _2*_ = 1, d.h. eine positive Wurzel; das Polynom f;(x) hat eine positive

Wurzel[1;1]= 1.

Damit ist der Beweis des Satzes durchgefiihrt worden.

11. Lemma.

Es sei J, = [Dy, H,] das kiirzeste Intervall, in dem alle Wurzeln des Polynoms
¥ = filx) liegen, k = 1. Dann gilt es:

Das Intervall J, _, liegt im Intervall J,,, d.h. D, < D,_, < H,_, < H,.

Der Beweis folgt aus dem Satz 10. Es sei r;, bzw. 5;, bzw. ¢; die nach der wachsen-
den Grosse j-te Wurzel des Polynoms f,(x), bzw. fo-1(—x), bzw. £, _,(x). Dann gilt:

Los) <t <8y <ty < oo <ty <Spo1,2. 1 <1 <r; <8 <...< 81 <Pl
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Es folgt daraus: r; <t < ... <t,_, <r,. Wenn man nun feststellt D, = r,,
D,_,=t,, H_, =t,_,, H, =r,, dann gilt ersichtlich die angefiihrte Relation.

12. Korolar.

Es sei Jy = [Dy, Hy] das kiirzeste Intervall, in dem alle Wurzeln des Polynoms
Ji(x) liegen, k = n— 2, n. Dann gilt es fiir alle natiirlichen n > 2:

(49) -2<.<D,<D,_ ,<...<H, ,<H,..<2

Beweis. Im Sinne des Satzes 9 wiahlen wir einen beliebigen Index n = ny. Dann
kann das Intervall J, = [D,, H,] nicht inzident sein mit den Intervallen (—o0, —2],
[2, 00), weil die Zahl D,, bzw. H, die kleinste, bzw. die grésste Wurzel des Polynoms
fulx) ist. '

Dasselbe gilt aber, nach dem Lemma 11, fiir die Intervalle J,_,,, k = 1,2, 3,....;
n—2kz=0.

13. Satz.

Es sei a, ; die nach der wdichsenden Grosse i-te Wurzel des Polynoms f,(x), und
es sei g,_, (x) = f,(x):(x — a,,;). Dann gilt nach I-27:

" b, fuer( =)
11 Ak= n,i : bni"—:' n—1 ns i ,
() " (g, )t T Ze-1.i(9n)

1<i<n n=123,..., k=123,..

Beweis. Wie man weiss, sind alle Wurzeln a,, ; real und gegenseitig verschieden,
und zugleich verschieden von den Wurzeln des Polynoms f,-;(—x), so dass die
Zerlegung der gebrochenen Funktion ¢,(x) = f,_;(—x) :f,(x) in Partialbriiche
die folgende ist:

fn—l(—x) _ c bn, _ _ c = = fn—l(_an.i)
fn(x) B igl X — ;n,i ::fn—l( x) B iglb"‘i ' gn*l,i(x) bn'l h gn—l,i(an,i) ’

Wir nehmen weiter in Betracht, dass es gilt

4 ﬁﬂl>_ d* (" by, )= 1 ¢ b .
dx"( Si(%) T odx i; X—a,; (=1) 'k!‘;; (x—a,,,i)k+1 ’

nt

~

wenn wir daher die Mac Laurinsche Entwicklung der Funktion ¢,(x) durchfiihren,
so wird es gelten: ‘
k 1 . dk _ o _'bn,i
A, = T (@a(x))x=0 —i; mﬁ .
Zum Schluss dieses Abschnittes, der die Wurzeleigenschaften des Polynoms fy(x)
behandelt, seien einige Funktionswerte angefiihrt, die sich bei den Polynomen f,(x)
mit wachsendem Index n periodisch wiederholen.
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a) Es gilt nach 1-(36): 1) f,,3(x) =/fos1(X) = x . frs2(=%), 2) fos2(=2) =
= fu(—X) + x - fa+1(x), so dass nach der Umformung gilt:
(12) Sar3®) = =x. foi(=0) + 0 = X*) . fr41(®)

Daraus: Sor3(D) = —f(= D fasa(=1) = fo(1). (P)
b) Es gilt nach (12): f,,,(x) = —x.fo41(=%) + (I — x?). f,,,(x), und nach
1-(36): fo+2(x) = f,(x) — x.f,,,(—x); daraus nach der Umf.:
(13) Jora(®) = (1 = X3 £,(0) + x. (% = 2). fr44(=).

Daraus:  f,,4(2) = —fi(J2) fura(=V2) = —£(=V/2) (9)

c) Es gilt nach (13): f,,6(x) = (1 — x*) . fo42(¥) + x. (x* — 2) fo+3(—x), und
nach 1-(36): f,+3(=x) = f,+,(=x) + x.f,+2(x); daraus nach der Umf.: f,;¢(x) =
=(x* =32 + 1) . £, ,(0) + x. (x* = 2). f,+1(—x), wobei nach I-(36): fo+2(x) =
= f(,x) — x.f,+,(—Xx); daraus, nach der Umformung, gilt:

(14) Sore(@) = (x* =3x2 +1).£f,(x) — x.(x* — 4x* + 3).f,_(—x). .
Daraus: f,46(v/3) = £/, fyss(—+/3) = £(=/3) ()
d) Es gilt nach I-(35): £,(0) = 1,n = 0. (S

Nach den Relationen (P), (Q), (R), (S) stellen wir jetzt eine Tafel zusammen, die
von einem interessanten Zusammenhang der Polynome f,(x) aller Grade Zeugnis
gibt.

x= | =3 =2 -1 0 1 V2 NE]
filx) = —c a 2 1 0 -b f
frlx) = —d b 1 1 -1 —a —e
filx) = —e -1 1 1 -1 -1 —d
fulx) = d -1 0 1 -2 -1 g
fs(x) = 1 —a ~1 1 -1 b 1
Je(x) = 1 —b -1 1 -1 a 1
[7(x) = —c | -2 1 0 1
fo(x) = —d 1 -1 1 1 1 —e
folx) = —e a —1 1 1 -b —d
Jro(x) = d b 0 ! 2 —a g
fi(x) = 1 -1 1 1 1 -1 1
fia(x) = 1 -1 1 1 1 -1 1

Fraex®) = i), k=1,2,3, ... (d.h. fiir diese Argumente).
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Die Bedeutung der Abkiirzungen:

a=1+yZb=-1+Vhc=-1+Vhd=2+5e=2-3/=1+
+/3g=3-3

In dem weiteren Abschnitt dieser Behandlung gebrauchen wir wieder den Entwick-
lungsgraphen, siehe [1], Def. 3, um neue Prinzipien der oszillierenden Kombina-
tionen zu ersuchen: durch eine Analysis dieses Graphen werden wir zu einer neuen
Art seiner Matrix gelangen und vermoge dieser werden wir weitere Formeln bei den
OK entdecken.

14. Definition. In dem Entwicklungsgraphen fiir die OK erster Art, die aus den
Elementen I-(1) zusammengestellt werden, bezeichnen wir mit dem Symbol P, ;, oder
kiirzer P’, diejenige Teilfolge der Elemente der r-ten Spalte, die durch die Verzweigung .
des j-ten Elementes der ersten Spalte, d.h. des Elementes x;, entstanden ist. Die Reihen-
folge der Elemente dieser Folge bestimmen wir in der Richtung von oben nach unten.

Es seien die (nach der Def. I-3 gegenseitig disjunktiven) Teilfolgen aus der r-ten
Spalte gegeben.

Py = (X5 Xigsoos X))y Poyy = (Xj,5 Xjys ees X5

Die Vereinigung dieser Folgen definieren wir als eine neue Folge und wir bezeichnen
sie folgendermassen:

r
QS.S+1 = (x"l, xiz, ceey xl'v, le, xh, ey xjw)
Symbolisch werde diese Operation ausgedriickt:

Q5 s+1=P5+ Poyy; Qi+ Py =054y, t=s+1,s+2 ...,n—-1

Die Reihenfolge der Elemente der Folge Q , ist (im Einklang mit der Reihenfolge
der zu vereinenden Folgen) in der Richtung von oben nach unten gegeben.

Es sei das Zeichen < bzw. = zwischen der r-ten und (r + 1)-ten Spalte des Graphen.
Dann, fiir besseren Ausdruck der Eigenschaften der Verzweigung, beniitzen wir folgende
Bezeichnung:

a) Aus dem Element x; entsteht die Folge x(<) = (X3 Xjagseens Xp) bzw. x;(2) =
= (X1, X25 005 Xj).

b) Aus der Folge P; = (xi, Xi;,..-»X;) entsteht die Folge P,*' = P
= (x;,(2), x,(2), ..o, xi,(§))’ bzw.

P;+l = P;(g) = (xil(g)’ xiz(g)s cees xl,(g))-
c) Aus der Folge Q¢ , = P; + P{.y + ... + P! entsteht die Folge

r+1

st =Q;.t(§)=P;(§)+P;+1(§)+ +P:(§), bzw.

A«

):

bzw.
r+1

st = Q;,t(g) = P;(g) + P:+1(g) + ... + P{(g)
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15. Definition.

a) Als das inverse Element zum Element x; nennen wir das Element X,4(-;, | <
£j=n

b) Eine gleichstellige inverse Folge zu einer gegebenen Folge P! entsteht dadurch,
dass wir jedes Element x; der gegebenen Folge auf derselben Stelle durch das Element
Xn+1-; ersetzen. Die so entstandene Folge bezeichnen wir P{ und die Reihenfolge der

Elemente in dieser neuen Folge nehmen wir entgegengesetzt in Bezug auf die Folge

P, d. h. von unten nach oben.
—

R

Beispiel. Es sei Pl = (x,, X3, x.); dann P} = (X,11-as Xnt+1-b> Xn+1-c)- (Die
Pfeile deuten die Reihenfolge der Elemente in der Folge an.)

c) Zwei ungleichstellige Folgen nennen wir invers kongruent, wenn dem k-ten
Element in der Richtung von oben der einen Folge das k-te Element in der Richtung von
unten der zweiten Folge entspricht, und zwar so, dass die Summe der Indizes beider
Elemente n + 1 ergibt; k = 1, 2,...s, wobei s die Anzahl der Elemente in jeder der
beiden Folgen ist.

16. Lemma.

Xj> Xp41-; Seien zwei gegenseitig inverse Elemente. Dann sind
a) X(£), Xp41-j(2)s b) X{(2), X1~ ;(Z) zwei invers kongruente Folgen.
Beweis. Nach der Def. I-1 gilt:
a) xj(§) = (xj7 Xjt1s ooy Xnets Xn)s
Xpr1-(2) = (X1, X35 .00, Xn—j> xn+1-—j)
b) xj(g) = (X1, X2,..., Xi—15 xj))
Xpp1-(S) = (Xn+1-j> Xnt2—js covs Xn=15 Xn)-
17. Lemma.
Es seien P = (x;,, Xj,5 -.s X)) und Q = (Xns1_jseer Xpb1—jar Xnr1-j) ZWei

invers kongruente Folgen.
Dann sind die Folgen a) P(£) = (x;,(£), x;,(2), ..., x;(2)),

Q(g) = (xn+1—jk(g), ---9xn+l—jz(g), xn+1—jl(g))»
b) P(2) = (x;,(2), x;5(2)s ..., x;,(2)),

OS) = Knr 13 (2) s Xs1-1(2), Xp41-j,(Z)), auch zwei invers kongruente
Folgen.

Beweis ad a) Betrachten wir, dass dem Element x; € P, bzw. dem Element
Xu+1-j, € @, die Teilfolge x; (<) > P(Z), bzw. die Teil-Folge Xar1-5,(2) = 0(2)
entspricht, r = 1, 2, ..., k, wobei diese Teilfolgen — nach dem Lemma 16 — invers
kongruent sind.

Den Beweis ad b) fithrten wir ganz dhnlich durch.
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18. Vereinbarung.

a) Um unsere Betrachtungen nicht unnétig zu komplizieren, setzen wir im wei-
teren Text zwischen die erste und zweite Spalte des Entwicklungsgraphen fiir die OK
der ersten Art immer das Zeichen <. Aus dem Satz I-28 ist ersichtlich, dass diese
Massnahme keine Beeintriachtigung der Allgemeinheit bedeuten wird.

b) Zwei endliche Folgen 4 = {a,}, B = {b;}, nennen wir untereinander gleich,
wenn beide die gleiche Gliederzahl s haben und wenn ihre Glieder von demselben-
Ordnungsindex gleich sind: a, = b, k=1, 2, ..., .

Diesen Tatbestand bezeichnen wir 4 = B.

19. Satz.

In dem Entwicklungsgraphen fiir OK der ersten Art, die aus den Elementen 1-(1)
zusammengestellt werden, gilt folgende Gleichung:

(15) : P;+1=Qr1,"+1,_j; j=1,2,...,n; r=1,2,3,...

Den Beweis fithren wir mittels der strengen Induktion:

1. Weil wir zwischen der ersten und der zweiten Spalte des Graphen das Zeichen
< betrachten, so gilt es: P} = Pj(X) = X;(S) = (X}, Xj41s --es Xae1» X,), SO dass
es nach der Def. 15-b) gilt: P} = (X,41-j, X,—}, ..., X2, X;). Anderseits, nach der
Def. 14, gilt es: Q) pyi_; =Pi + Py + ... + Phyy ;= (X1, X3, ooy Xy g o))

Also nach der Vereinbarung 18-b), gilt der zu beweisende Satz fiir r = 1.

2. Setzen wir voraus, dass die Folgen P!, Q] ,.,_; untereinander gleich sind.
Dann sind die Folgen P}“, 0" n+1-; (nach der Def. 15-b) invers kongruent. Dann
aber (da es sich hier um die OK erster Art handelt), sind die Folgen P}*2, Q71 | _;
(nach dem Lemma 17) auch invers kongruent, (siche auch die Def. 14-b, -c) und
daraus geht es (nach der Def. 15-b und der Vereinbarung 18-b) hervor, dass die
Folgen P;*2, 07", | _; untereinander gleich sind. Siehe auch die Tafel 2.

20. Definition.

Die Matrix eines Entwicklungsgraphen fiir die OK der ersten Art, die wir mit dem
Symbol M bezeichnen, besteht aus den Elementen S, die in n Zeilen und k Spalten
angeordnet sind, wobei n bzw. k die Anzahl aller gegebenen (voneinander verschiedenen)
Elemente, bzw. aller Spalten des Graphen bedeutet.

Die Zahl Sj gibt die Anzahl aller Elemente der Folge P; (bzw. P}) an, d.h. diese
Zahl ergibt, wieviel Elemente diejenige Teilfolge aus der r-ten Spalte des Graphen
enthdlt, die mit dem Element x; in der ersten Spalte beginnt.

21. Satz.

Fiir die Elemente S} aus einer n-zeilen und k-spalten Matrix M gilt die Rekurrenz:
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n+1—j

(16) Sitt= Y S, j=L2..,nr=123..
i=1

wobei S} =1,j=1,2,...,n

Beweis. Nach der Def. 14 kann man die Relation (15) schreiben: Pj*' = P +
+ P, + ... + Py, so dass nach der Def. 20 geht unser Satz sofort hervor.

Der eben angefiihrte Satz hat eine Schliisselbedeutung fiir die folgenden Betrach-
tungen.

22. Satz.

Fiir die Elemente S} aus einer n-zeilen und k-spalten Matrix MM gilt:
a7n A4, =3 5]

Beweis — siehe den Beweis des Satzes I-8.

23. Bemerkung. Auch fiir die Matrix 9 konnten wir ihr Vektorfeld definieren, und
zwar ganz dhnlich wie fiir die Matrix M, siehe die Definition I-10. Die Lage und die
Orientierung der gebundenen Vektoren wird hier durch die Relation (16) angegeben.

Es ist interessant, die Vektorfelder der beiden Matrixtypen zu vergleichen. (Bei-

spiel: n = 3).

Das Vektorfeld fiir M: Das Vektorfeld fir 9:

/\

,_J_J_J_,;

oA
I /\

Fig. 2 Fig. 3

-t

-

-
\

XL
/N

Den angefiihrten Vektorfeldern entsprechen die folgenden Elementenwerte:

I 1 6 6 31 31 1 3 6 14 31 70
1 2 5 11 25 56 1 2 5 11 25 56
1 3 3 14 14 70 1 1 3 6 14 31

Es ist ersichtlich, dass die Folgen in den Spalten vom gleichen Index kongruent
sind, bzw, bis auf die Richtung ihrer Reihenfolge, die in den Spalten vom ungeraden
(geraden) Index kongruent (entgegengerichtet) ist.



Jetzt werden wir uns mit den erzeugenden Funktionen fiir die Zahlen S} be-
schiftigen, die in einer gemeinsamen Zeile, bzw. Spalte einer Matrix 9 liegen.

24. Definition. Wir setzen die Form der erzeugenden Funktion fiir die Elemente der
j-ten Zeile der Matrix I fest, und bezeichnen sie:

(18) Vo) =8 .x+8.x2+8.x*+..., 15j=sn

25. Satz.

Die erzeugenden Funktionen V, (x), 1 £j < n, kann man aus dem folgenden
Gleichungsystem ableiten:

Vai(x) = x. (l + Vi i(X) + V,o(x) + ... + Vn,n(x))

Va2(X) = x. (1 + V, 1(x) + Vo 2() + ... + Vi, o i())
(9)

VanlX) = x. (1 + V,.1(x))
Beweis. Nach (18) und nach dem Satz 21 gilt es:

Vo (x)=58;.x+8.x>+5.x°+ ... =

n+1-j nt1-j

=1l.x+( Y SH).X*+( Y SH.x>+...=
. i=1 i=1

nt+1-—j

=x+x. 3 (S.x+8S.x2+8 .x*+..)=

i=1
n+1-j

=x.(1+ .Zl V,.{(x)); = 1,2, ..., n. w.z.b.w.

Das Gleichungsystem (19) kann man in einer Matrixform schreiben. Der Kiirze
halber bezeichnen wir V; statt V, (x):

x—-1, x, Xy, ey X, X, x| v, ~ [ — x| .
x, x-—1, x ...,x5 X 0 V, -Xx
(20) X, x, x-—1,...,x, 0, 0 V.3 _ ——'x
X, X, 0, ,0, -1, O Va1 —-X
X, 0, 0, ,0 0, =111V, | | —x |

Fiihren wir die Analyse der angefiihrten Systemmatrix:
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26. Definition.

F, bezeichnet eine Quadratmatrix n-ter Ordnung,
unterhalb deren Nebendiagonale Nullen liegen und
die iibrigen Elemente Einser sind. E, bedeutet die
Einheitmatrix n-ter Ordnung.

Die Matrix des Systems von linearen Gleichungen (20) kann man folgenderweise

1
@1) F, =
1
| 1
27. Lemma.
ausdriicken:
(22)

x.F, - E,

Die Giiltigkeit des Lemmas ist ersichtlich aus (59) und der Def. 14.

28. Lemma.

Fiir ein beliebiges natiirliches n gilt:

(23)

x
V,1(x)=

*Jn— 1(_x)
Jx)

Beweis. Nach (18) und gemiss dem Satz 21 giltes: V, ((x) = S} . x + §2. x% +

+8].x3+ . =x+(XS)H. 2+ (XSH.x*+ ...
is =1

Das kann man aber gemiss dem Satz 22 schreiben:

Vo) = A3 x + AL x4+ A2+ =x.(A) + A} x+ A2 .2 ¢ ) =
= x. ¢,, siche I-(27). Daraus folgt nach I-(39) unsere Relation.

29. Definition.

Das Symbol D (x) ist die Bezeichnung fiir die Determinante des Systems von linearen
Gleichungen (20). Seine Matrizenform lautet nach dem Lemma 27:

(24)
30. Satz.

Fir n = 1 gilt:
(25)

D(x)=|x.F, — E,|

Jux) = (=1)". Dy(x)

Beweis. Wenn wir aus dem System (20) die Unbekannte V', = ¥V, | (x) mittels der
Cramer’schen Regel ausdriicken, bekommen wir:

(26)

Vur(x) = x. A(x) : Dy(x)
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wobei fiir A(x) gilt:

’ -1, Xy eey XX

—1, X — 1, veey X, 0
— ., 0,0

@7) am="" % >

I, X .. -1,0

-1, 0, ..., 0, —1

Es gilt also nach (23) und (26) die Identitét:
(28) X . fooi(—=X) 1 fi(x) = x. A(X) : D,(x)

Weil nach dem Lemma 8 die Polynome f, - ;(—x), f,(x) teilfremd sind und weil das
Polynom, das den Wert der Determinante D,(x), bzw. A(x) ausdriickt, ersichtlich
nicht héheren als des n-ten Grades, bzw. des (n — 1)-ten Grades sein kann, so muss
es gelten:

29 Julx) = K, . D(x),  fo-i(=X) = K, . A(x),

wobei K, eine von Null verschiedene Konstante ist.

Es bleibt also iibrig zu untersuchen, ob und wie die Grosse bzw. das Vorzeichen
dieses Koeffizienten vom Index n abhingt.

Die Determinante (24) kann man folgendermassen zerlegen:

x—1, Xy veey X, X —1, x .., x x; -1, x, .., Xx, Xx
x, x—1,..., x 0 —1,x—1,..., x 0! 0, x—1, ..., x O]
=—x. . . A |

x, X .., —1, 0 —1, x ..., —1, ol 0, x, ..,—I, Ol
x, 0, .. 0 —1 1, 0, .., 0 —I 0, 0, .. 0 —I|

|

Wir haben ersichtlich die Gleichung bekommen: D, (x) = —x. A(x) + D, _,(x),
die man mit Riicksicht auf (29), wenn man (K,)~! = L, bezeichnet, schreiben kann:
L,.fi(xy=—-x.L,.f,-,(=x) + D,_,(x). Daraus, wenn wir Dj(x) = L;.fi(x)
bezeichnen, erhalten wir: L,.fy(x) = —x . L, .f,_(=x) + L,_,.f,_»(x). Es gilt
aber gleichzeitig: f(x) = —x.f,_(—=X) + f,_,(x), siche I-(36). Aus dem Vergleich
der letzten zwei Gleichungen geht also hervor: L, = L,_,, oder K, = K, _,, wobei n
ein gerader oder ungerader Index sein kann.

Weil es nach I-(35) und (22) gilt: Dy(x) = | x.F, — E |=x—-1=—fi(x);

x—-1, x

Dl(x) - x’ —l

beziehung K, = K,_,, die Relation: K, = (=1)", n =1,2,3,.... Damit ist der
Beweis des Satzes erbracht.

=1-x—x*= +£(x), so folgt, auf Grund der Rekursions-
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31. Lemma.
Fiir eine Determinante beliebiger Ordnung n gilt es:

layy ... ay,
(30) ‘ : :

i
. . o .
[ Quy -ee up fal,,...a“

Aup -« Gy

Die Giiltigkeit dieser Relation ist elementar bekannt.

32. Vereinbarung.

Fiihren wir die Bezeichnung fiir die bei der Losung des Systems (20) mittels der
Cramer’schen Regel angewandten Determinanten ein:

Es sei die i-te Spalte der Determinante D,(x) durch eine aus den Elementen —x
gebildete Spalte ersetzt. Die so entstandene Determinante werden wir D, j(x) be-
zeichnen; i = 1,2, ..., n.

33. Lemma.
Fiir die Determinanten D, i(x), | < j < n, gelten folgende Beziehungen:
Bl) D, y(x) = —x. D,_4(—x); (32) D, {(x) = Dp—y,n+1-(—X),
Sfiurj=1. , fir2 £j<n

Beweis ad (31). Die erste aus den folgenden Determinanten ist, gemdss der
Vereinbarung 32, die D, ,(x). Addieren wir in dieser Determinante ihre erste Spalte
zu allen weiteren Spalten; dann erhalten wir:

—x, X, X, eee, X, X, X —x, 0, O,..., 0, 0, 0
—x, x—1, x, ..., x, x, 0 —x, —1, O, ..., 0, 0, —Xx
—-x, x, x—1,..., x, 0, O —x, 0, —1, ..., 0, —X, —X

= | =
X, X, X e, —1, 0, O] |—x, 0, 0 .., —x—1, —x,  —x
—x, X, o .. O0-—1, O —x, 0, —x, ..., —_x, —x—1, —X
—x, 0, 0, .., 0, 0,—1 —X, —X, —X, ..., —X, —x, —x—1

Entwickeln wir jetzt diese Determinante nach den Elementen ihrer ersten Zeile;
damit erhalten wir:

}~1, o, ..., 0, 0, —x

oL, 0 —x —x
— | :

0, 0, ..., —x—1, —X, —Xx

‘| 0, —x, ..., —_x, —x—1, —Xx

!—x, —X, ...y —X, —_x, —x —1

so dass mit Riicksicht auf das Lemma 31 ersichtlich die Relation ad (31) gilt.
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Beweis ad (32). In der folgenden Determinante addieren wir ihre j-te Spalte zu
allen iibrigen Spalten:

x—1, x, X, .y —X, : X, x|
x, x—1, «x, vy —X, s X, 0
X, x, x—1, ..., —x, s 0, 0 i
X, X, X, .y —X, —1, 0, 0
X, X, 0, . —X, 0, —1, 0
X, 0, 0, L —X, 0, 0, —1 |

J

—1, 0, 0, . —X, 0, 0, 0 |
0, —1, 0, .. —x 0 0, —x i
0, 0, —I, .y —X, , —X, —X ‘
: : : : o
0, 0, 0, .y —X, —x—1, —x, —x !
0, 0, —x, vy —X, —x, —x—1, —Xx E
0, —x, —x, vy —X, —X, —x, —x—1 !

n+1—j

Entwicklen wir jetzt die Determinante nach den Elementen ihrer ersten Spalte;
dadurch bekommen wir:

Dy (x) = (—1).

-1, O, ...
0, —1, ...
0, O,...
0, —x, ...

—X, —X, ..

0, 0,

09 —X,

, —x — 1, —x
—x, —x—1,

—X, —X,

Wenn wir in dieser Determinante ihre (j — 1)-te Spalte von links mit der aus-
geklammerten negativen Einheit multiplizieren, dann-gilt ersichtlich mit Riicksicht
auf das Lemma 31 und mit Riicksicht darauf, dass die (j — 1)-te Spalte von links
hier die (n + 1 — j)-te Spalte von rechts ist, die Relation (32).

34. Satz.

-

Die erzeugende Funktion V, (x), 1 £ i £ n, lautet in ihrer endlichen (unentwickelten)

Form folgendermassen:
(33).
(34)

wo es fo(x) = fo(—x) = 1 gilt.
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Beweis.
a) Nach der Formel (31) gilt es: D, (x) = —x. D,,—(-x); dabei gilt es nach

dem Satz 30: D,,_(—x) = (=1)""'. f,._ (—x), so dass gilt:
(35) D, (x) = (=D)". x . f,-1(=X).
b) Nach der Formel (32) gilt es: D,, ,.(x) = D,,_,.,(—x); dabei gilt es nach (35):
D,y (=x) = (=1D)" " . (=x) . fu_2(x), so dass gilt:
(36) Dy (%) = (=1)7 . x . f_2(%).

c) Nach der Formel (32) gilt es: D, (x) = D,_;,4+-;(—x); dabei gilt es nach
derselben Formel: D,_; ,41-(—=X) = D,_5,_(—j+1)(X), so dass es D, (x) =
= D,_, ;_;(x) gilt, oder, wenn wir r — 2 = m, j — 1 = i bezeichnen, dann gilt es:

37 Dy (x) = Dpyaivi(X)-
d) Durch die Verbindung der Formeln (35), (37), bekommen wir: (—1)". x.
Sn=1(=%) = Dy 1(x) = Dy 5(x) = Dy 3(x) = ..., 0der: (=)™ x. f,,_1(—=x) =

= Dm+2k,l+k(x); k = 0, l, 2’
Daraus, wenn wir m + 2k = n bezeichnen, bekommen wir:

(38) (=D".x fo-ak-1(=X) = D, 1+u(®); &k =0,1,2,...
e) Durch die Verbindung der Formeln (36), (37), bekommen wir:

(_l)m - X 'fm—Z(x) = Dm.m(x) = Dm+2.m+1(x) = Dm+4,m+2(x) = e
oder: :
(_1)m‘x‘fm—2(x) =Dm+2k.m+k(x); k = 0’ 1, 2’

Daraus, wenn wir m + 2k = n bezeichnen, bekommen wir:

(39) (=1 X fyoze2(®) = Dppil@); k=0,1,2,...

f) Wenn wir schliesslich beachten, dass fiir das Gleichungssystem (20) nach der
Cramer’schen Regel V, (x) = D, (x): D,(x); 1 £i £ n, gilt, oder mit Riicksicht
auf den Satz 30:

(40) Vn,i(x) = Dn,i(x) : (_l)n 'f;l(x)) 1 é l é n,
dann, wenn wir in der Formel (40) i = | + k, bzw.i = n — k setzen, so bekommen
wir in Verbindung mit der Formel (38), bzw. (39), sofort die zu beweisende Formel

(33), bzw. (34). W.z.b.w.
Es werden zwei Anwendungen des interessanten Satzes 34 angefiihrt:

Vi 1(x) = x . f3(—=x) : fu(x) 3 V3a(x) = x. fo(=x) : f5(x) 2
Vi2(x) = x. fi(=x) : fo(x) Tl I Vi.2(x) = x . fo(—=x) : f3(x) on
Va3(x) = x, fo(x) : fa(x) ol Vi3(0) = x. fi(x) : f3(x) 1
Va,a(x) = x . f2(x) : fa(x) (Der oszillierende Zahlersindex.)

45



Weiter fithren wir zwei Beziehungen zwischen der erzeugenden Funktion ¢,(x)
siehe I-(27), und der Gesamtheit der Funktionen ¥, ;(x).

35. Satz.

@1 e(x)=1+YV,i(x) nz2l
j=1
Der Beweis folgt sofort durch die Durchfiihrung der Summe aller » untereinan-
dergeschriebenen Reihen:
3 .
Vo () =8 .x+8H.x*+8 .3+ .., j=1,2,...,n
wobei wir den Satz 22 anwenden.

36. Lemma.
42 Y =Y m+1-i).8, k=l
j=1 i=1

Beweis. Nach dem Satz 21 gilt:

St =8t 4+ S+ ..+ S+ S
Skt =gt + st + ...+ 8,

...............................

Durch die Summierung der n Gleichungen folgt sofort das Lemma.
37. Satz.
43) eX)=1+n.x+x.) m+1-j).V, ), n>1.
j=1

J

Beweis. Nach der Def. I-27 und gemiss dem Satz 19 gilt:

n n
Oux) =Ay + Ay . x+ A2 X+ .. =1+n.x+YS;.x*+Y S . X +..=
=1 j=1

=1l+n.x+x.Y(57.x+8].x*+..), sodass nach (42) gilt: @,(x) =1+
n Jj=1 n

+nx+x.Y@m+1=).(S.x+SI.x*+..)=1+n.x+x.) (n+1-)).
i1 =

Vo, (%), : w.z. b.w.

In den vorangehenden Absétzen wurden die erzeugenden Funktionen V, ;(x) fiir
die Zahlen S'j‘, die in einer gemeinsamen Zeile der Matrix des zweiten Typs (d. h. der
Matrix I fir OK) liegen, behandelt.

Nun versuchen wir die erzeugenden Funktionen fiir die Zahlen Sf , die in einer
gemeinsamen Spalte der betreffenden Matrix liegen, festzustellen.
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38. Definition. Die erzeugende Funktion fiir die Zahlen S;f derselben Spalte der
Matrix M, die wir mit dem Symbol Li(x) bezeichnen, ist folgendes spezielle Polnom:

(44) Lkx) =St . x+S5s.x*+..+8.x n=l,kzl.

39. Satz.

Um eine erzeugende Funktion LX(x) festzustellen, k > 1, gebrauchen wir folgende
Rekurrenz:

krtpy X Lo g1k . >
(45) L7 (x) = o1 [x . L"(x) Ln(l):l, kz1,
wobei:
1 - x" - 1
(46) Ly(x) = x. g

. . . . . . 1
Beweis. Subtrahieren wir voneinander die Reihen L%*!(x) und < L 1(x), und
bestimmen die Differenzreihe nach dem Satz 21:

L¥'(x) = S x4 S5 x4 L+ SEEL xSk X"
1

+ + + -
——;Lﬁ“(x)=—$'{ DS+t x —ShHt X2 — . — Skt

Wir bekommen:
(1 - %).L’,ﬁ“(x) =St Sk xSk xS xS X
oder mit Riicksicht auf die Definition 38:

(1 - %) LY(x) = — ST xntt Lk (%) . Es gilt weiter nach dem Satz 21 und
nach der Def. 38: S¥*! = S¥ + Sk + ... + 5% = L¥1).

Es bleibt iibrig, die Funktion L!(x) festzustellen. Wir wissen, dass es S} = 1;
j=1,2,...,ngilt. Deshalb gilt es nach der Def. 38: L}(x) = x + x> + .... + x" =
x" -1
=Xx.——, W.z. b. w.
x—1

Die Bedeutung des Satzes 39: Es gilt mit Riicksicht auf den Satz 22 und auf die
Def. 38:

47) A =IK1), k=1,23,...,n=123,..,

wo wir den Wert L¥(1) durch die Anwendung der L’Hospitale’schen Regel bestim-
men.
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Die Darstellung der ersten drei erzeugenden Funktionen:

X

Li(x) = — (x" = 1),

(48) L:(x)=6c_—l)2.(x"—l)—-n.x_1,
3x=n.x"”__ x? e[ty
Ln() (x--l)2 (x_])s'( 1) ( 2 ) x—1"

40. Bemerkung. Es ist nicht ausgeschlossen, dass es moglich wire, durch die An-
wendung des Satzes 39 die Riordan’schen hypothetischen Formeln (siehe den letzten
Abschnitt des III. Teiles) zu beweisen.

41. Satz.

Zwischen den Zahlen S’ einer n-zeilen und k-spalten Matrix M gilt folgende Relation:

(49) Ay =Y ST 8 kzrz1, n

Jj=1

v

1.

Den Beweis fithren wir mittels der strengen Induktion.

a) Wir beweisen, dass es gilt:

n

(50) Y st.st=Y Sittstl p=1, g>1.
j=1 ji=1

Bezeichnen wir S} = a;, S}"l = b;; dann lautet die Gleichung (50) nach dem
Satz 21 folgendermassen:

Aber die Giiltigkeit dieser Gleichung ist er-
n sichtlich: bei der geometrischen Interpretation
— siehe die Figur 6 — sehen wir, dass beide Sei-
ten der Gleichung die Fliche derselben ﬁigur
. ausdriicken: bei der auf der linken (rechten)
by / /// Gleichungsseite angefiihrten Summation wird

% diese Flache aus den vertikalen (horizontalen)

4 J Zonen zusammengestellt.

7

-7,

ag a, Fig. 4
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Tafel 1, die das Schema zum Beweis des Satzes 10 darstellt
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Die Illustration des Satzes 19. Es sind die Elemente {I, 2, 3} gegeben. Festzu-
stellen ist der Graph fiir die oszillierenden Kombinationen l-ter Art bis zu der
4-ten Spalte incl. und zu zeigen, dass es gilt:

Pf = Qi,4—j’ .1 = 1’25 3.
Wir beobachten, dass es gilt:
P} =P} +P;+P3, Pi=P] +P Pi=P}

. - . . - .

J

P} A1

——

7
)

y_
L]
L 1Y

——

7\
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@
M
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I
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N
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WM W WL N W NAWDWLW NS Lo O~
)
N anNwaAaTHDN AN VWANETEND WD A AT Ny -
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v
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)]
N
A
—
-
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Die Folge lesen wir in der mit dem Pfeil bezeichneten Richtung.
b) Weil S} =1,j=1,2,...,ns0giltesnachdem Satz21: ) S;.Sk=Y St =
ji=1 j=1
= A*. Damit ist der Beweis durchgefiihrt worden. Siehe auch die Tafel Nr. 9, in IIL.

42. Bemerkung. Wir fithren den interessanten Umstand an, dass man den Satz 21
und 22 unmittelbar zur Ableitung der erzeugenden Funktion ¢,(x) anwenden kann,
wenn man die Zahlenwerte A/, j =0,1,..., k — 1, im voraus kennt. Fiithren wir
z. B. die Ableitung der Funktion ¢;(x) an:

a) A =S+ Si+Si=T +ST ST+ ST+ ST+ ST =
=2 (S s sy st oS =2 AT (ST ST ST —
— ST =2 AT AT (ST ST ST = 2.4 AT - A

b) Ausserdem wissen wir von vornherein, dass es gilt: 43 = 1, AY =3, 42 =6,
und wir beniitzen die Reihe 1-(27) fiir » = 3. Dann geben die Gleichungen:

2.05(x) =2. A3+ 2. 45 x+2.45.x* +2.43. 5% +2.45 . x* +

X.05(x) = AS.x+ Aj.x*P+ AL+ A3 .xt+
—x% . @5(x) = — A x*— AV x*—  AF . x*— ..
die Summe:

O30 . 2+ x—x) =243+ x. QA5 + A + A3 . xP + A5. X3 + A5 .x* + ...

oder nach dem Einsetzen von bekannten Werten:

(p3(x).(2+x—x2)=2+7x+—:C—.(A§.x3+A§.x4+A§.x5+...),

1
0;(x).Q+x—-x)=2+ 7x+;.(qo3(x) - 1-=3x-— 6x2)
und daraus:
1+ x—x°

1—2x—x2+x3.

@3(x) =

Durch Wiederholung dieses Verfahrens fiir k = 2, 3, 4, ... habe ich die Gestalt der
allgemeinen Formel erfasst. Ihren Beweis habe ich jedoch mittels einer anderen
Methode durchfiithren miissen, sieche KOK.

43. Bemerkung. Die Zahlen ij kann man auch als Ausdriicke, die aus den Kombi-
nationszahlen :) gebildet werden, ausdriicken. Durch Anwendung des Satzes 21

sowie der Formel 11 aus dem Buche [3], Seite 248, kann man leicht beglaubigen, dass
in den ersten 6 Spalten der n-zeilen Matrix Werte liegen, die auf der Seite an-
gefiihrt werden.
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Damit haben wir die Studien beendet, die die Elemente S'J‘. der n-zeilen Matrix M
betreffen. Ausser anderem haben wir in diesem Kapitel die eingehenderen Zusam-
menhédnge des Polynoms f,(x) mit den oszillierenden Kombinationen gefunden:

Den Entwicklungsgraphen kann man niamlich als eine Gesamtheit von n orientier-
ten Stimmen auffassen, wobei der j-te orientierte Stamm zu seiner Wurzel das
Element x; hat, das sich in der ersten Spalte befindet; j = 1,2, ..., n. (Siche dic
Tafel Nr. 5.) Also, nicht nur die Funktion @,(x), sondern auch die Funktion V, (x),
die die Verzweigung des j-ten Stammes des Entwicklungsgraphen ausdriickt, ist — nach
dem Satz 34 — durch das Verhdltnis von zwei erwdhnten Polynomen gewisser Indexe,
ausdriickbar.

44. Nachtrag. Die Elemente ij der Matrix 9 kann man als Ausdriicke, die aus

n
den Zahlen ( k

sechs Matrixspalten an.
Wir haben die Abkiirzung beniitzt:

(1))

Bemerkung a) Aus formalen Griinden wird hier der Ausdruck

) gebildet werden, ausdriicken. Ich fiihre die Darstellung der ersten

n
(v
fithrt, wenn es gilt # < k. Ein solches Glied ist allerdings gleich Null. b) Die Verfol-
gung der Entwickelung der Folge: S7, S:, S‘l‘, S,f, ..., siehe die in den Rechtecken
eingefassten Ausdriicke, hat zu der Formel ITI-(1) gefiihrt.

auch dann ange-

Spalte |

o
[ ]
w
H

Zeile

L (5)

: o)

—
—
~—
. . .
—
X
&+
—
SN —
—
w




Spalte | 5.

Zeile

1 P ("3
2 r— ()3
; P ()3
r | e ()
w1 P__(n;l (n~2}-1
S NGAE
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