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АКСН. МАТН. 3, 8СЯ1РТА РАС 8С1. ЫАТ. ШЕР Ва^NЕN8I8, 

XI: 139—150, 1975 

НЕКОТОРЫЕ КОЛЕБЛЮЩИЕСЯ СВОЙСТВА 
РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВИДА 
Ут + Р(х)уп + ^(x)Ду') + г(х)Н(у) = о 

ЛАДИСЛАВ МОРАВСКИ, Кошице 

(Поступило в редакцию 28-го марта 1975 г.) 

Статья является обобщением некоторых результатов работ [1]^-[5], при 
изучении нелинейного дифференциального уравнения вида 

(О У* + Р(х) У" + Я(х)/(У') + г(х) Н(у) = О 

Во всей работе мы считаем, что р(х) е С0(/), ^(x) е С0(/), г(х) е Со(1\ I = 
= <а; оо) и к(у) е С0(Я\ /(и) е С0(Я), Я = ( - оо; оо). 

Дальше мы считаем, что рассматриваемые решения уравнения (1) сущест­
вуют в I. 

Теорема 1. Пусть ^(x)еС^(I) и для всех х е I, уе Я — {0}, ие Я выпол­
няются неравенства р(х) ^ 0, ^(x) > О, г(х) й О, ̂ (х) + р(х) ^(x) - 2кг(х) ^ О, 
причем функции р(х), ^(х) + р(х) ^(x) — 2кг(х) одновременно тождественно 
в никаком частичном промежутке не равны нулю и О < Н(у) у й ку2, /(и) = и, 
к — постоянная. Потом нулевые точки всякого решения у(х) уравнения (I) и его 
первой производной отделяются направо от точки х0е I, в которой выпол­
няется условие 

(2) у(х0) / (х 0 ) - у /2(х0) + у ф 0 ) у\х0) = Р(х0) = 0. 

Если кроме того 
00 00 

I p(x)dx < co, I q(x)dx = oo, 

то всякое решение уравнения (1) облядающее свойством (2) является колеблю­
щимся в I. 

Доказательство. Умножая уравнение (1) на функцию 
00 

Х*)ехр|[р(.)<1.} 

139 



И интегрируя от х0 до х получаем 
х 

СГр(()й1} + y(x)y"(x) - ~y,2(x) + l ф ) / ( x ) 
2 J v ' 2 

+ 
* 0 

Taк кaк 
v ^ "UV.Y -^ «-J% 

тo 

,]ехр[ 
хо 

X Г 

(3) + у [ {КО / 2 ( 0 - [в'(0 + КО 9(0] /(0} ехр { [КО <ь] <»« + 
хо хо 

| КО % ( 0 ] КО ̂ Р { ГР(з) йз\ й( = Г(х0). 
хо 

О < Н(у)у йку2, 

X г 

Г КО А[К0] КО е х Р Г КО <*-} <*< = 
хо *0 

X г 

(4) Ш [ КО * / ( 0 ехр {Г КО с!5| (1/. 
хо хо 

Принимая во внимание (4), из формулы (3) следует 

х 

1у(х)у"(х) - 1/ 2 (х) + 1 ф ) у 2 ( х ) 1 ехр { [ К О * } = -Ч*о) ~ 
хо 

х ^ 

(5) - 1 Г КО >/2(0 ехр { [ КО <4 & + 
Хо хо 

х I 

+ у [[«'(0 + К0«(0 " 2 * К 0 М 0 е х р { Г КО <*-}<*'• 
Хо Хо 

Из соотношения (5) для х > х0 получим 

(6) К*)/(*)-у/2(*) + у «(*)/(*)<<>. 

Отсюда очевидно, что у(х) не имеет для х > х0 двойной нулевой точки. 
Дальше докажем, что нулевые точки у(х) и у'(х) отделяются направо от х0. 

Пусть хх < х2 € (х0; со) являются соседними нулевыми точками у'(х) и у(х) Ф О 
для х € (хг; л:2>. Из формулы (5) следует 
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Гп*о) + [{[«'(О + К')ч(0 - -МО] АО - К0/2(0) ехРЯр(5)^аЛ. 
хо хо 

Интегрируя последнее соотношение в пределах от хг до х2 получим противо­
речие. Значит, между двумя нулевыми точками у'(х) существует хотя бы одна 
нулевая точка решения у(х). Существование хотя бы одной нулевой точки 
у'(х) между соседними нулевыми точками решения у(х) вытекает из теоремы 
Ролля. Этим доказательство первого утверждения окончено. 

Доказательство второго утверждения. Пусть у(х) является неколеблющимся. 
Потом по первому утверждению теоремы существует такое число х > х0, 
что у(х) ф 0, у'(х) Ф 0 для всех х ^ х. Таким образом, по отношению к (6) для 
всех х е (х; со) выполняется 

о Щ\< 4** 
Интегрируя (7) от х до х получим 

У(х) 2 I у(х) 
X 

Из последнего неравенства очевидно, что существует число хх ^ х такое, что 
для х ^ хх имеют силу у(х) < О, у'(х) > 0, или у(х) > О, у'(х) < 0. 
В первом случае из уравнения (1) следует 

ут(х)+р(х)у'(х)йО. 

Пусть существует такое х2 ^ хх, что у"(х2) < 0. Умножая последнее неравен­
ство на функцию 

у"(х)ехрПр(г)<н\ 

Х2 

и интегрируя от х2 до х, получаем 

Ж СО 

у"(х) <. / ( х 2 ) е х р | - (Р(1)<н\ <. у"(*г)ехр | - (р(х)йх\ = К. < 0. 

Х2 Х2 

Повторной интеграцией получим 

у'(х) <. Кг(х - *г) + У'(х2), 
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и оттуда вытекает противоречие. Таким образом у"(х) ^ 0, у'(х) > 0, у(х) < О 
для х ^ хх. Это значит, что у(х) имеет для х е (хх; со) нулевую точку. 

Подобно тому покажем, что в случае у(х) > О, у'(х) > О является у"(х) й О 
для х ^ хх, и следовательно у(х) имеет в интеграле (хх; со) нулевую точку. 

Этим доказательство теоремы становится оконченым. 
Тем же самым доказывается аналогичное утверждение для дифференциаль­

ного уравнения 

(8) Ут + Я(х)у' + г(х)И(у,у") = 0. (8) 

Теорема 2. Пусть ^(x) е Сх(1), Н(у, V) е С0(КхЯ) и для всех х е I, у $ К — {0}, 
V е К справедливы неравенства ^(x) ^ 0, г(х) й 0, ^(х) — 2кг(х) ^ 0, 0 < Н(у, V) . 
. у ^ ку2, к — постоянная. Пусть функция <?'(*) ~~ 2кг(х) тождественно в ни-
каком частичном промежутке не равна нулю и 

OC 

Í q(x)áx = oo. 

Потом всякое решение у(х) уравнения (8) обладающее свойством (2) является 
колеблющимся в I. 

Теорема 3. Пусть для всех хе I, уе К — {0}, и е Я — {0} выполнены нера­
венства ^(x) й 0, г(х) ^ 0, ^(x) + 2кгх(х) ^ 0, р(х) + к^(х) ^ 0, кху

2 ^ Н(у) у, 
0 </(и)и ^ к2и

2, причем кх > 0, к2 — постоянные. Пусть функции ^(x) + 
+ 2кхг(х), р(х) + к^(х) одновременно тождественно в никаком частичном 
интервале не равны нулю. 

Потом нулевые точки решения у(х) уравнения (1) и его первой производной 
отделяются направо от точки х0е I, в которой выполнено 

(9) УЫ У"Ы - у У'\х0) = М(х0) % 0. 

Если кроме того р(х)еСх(1)у и в интервале I существует колеблющееся 
дифференцальное уравнение 

(Ю) V' + *(*) V = 0, 

причем %(х) е С0(1), так, что Н(х, у, и) й 0, где 

Н(х, У,и) = ± р2(х) + - р'(х) + %(х) - к2Я(х) + 1 г(х) Глс! - ^ + Л = 0. 

То всякое решение у(х) уравнения (1) с одной нулевой точкой в /, имеет бес­
конечное число нулей в /. 
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Доказательство. Умножая уравнение (1) на функцию 
X 

Хх)ехр||р(0с1Д 
-«О 

и интегрируя в пределах х0 Д° *> и принимая предположения теоремы 

г(х) Н(у) у ^ к^(х) у2, 

Ч(х)!(и)и ^ | ф ) / 2 ( « ) + у Я(х)у2 ^±д(х)к2и2 + | ф ) ^ 

получим 

[у(х) у"(х) - 1 /2(х)] ехр | | р(0 <!.} ^ 
хо 

X { 

й М(х0) - у [[Р(0 + /с2^(0]/2(0ехр|Гр(5)с15}с1г -
Хо Хо 

х г 

- у Г [«(О + 2М0М0ех Р Яр(5)сь}<1.. 
.хо хо 

Из этой формулы, аналогично теореме 1, следует первое утверждение теоремы. 

В доказательстве второй части теоремы используем подстановку 

(11) у\х) = 2(х) ехр I - 1 \р(1)Л . 

хо 

Следовательно из этого вытекает 

(12) у(х) = Г2(0ехр| - у Г р ^ и * + у(х0)у 

хо хо 

X 

(13) у"(х) - р ( х ) - 1р(х) 2 (х)^ехр|-1[р(0с1г}. 
хо 

у'"(х) = р'(х) - р(х)2'(х) _ 1р'(х)2(х) + 1 р 2 ( х ) ф ) ] ехр | - 1 | р ( 0 ^ } • 
хо 

Пусть у(х0) = 0. Тогда подстановками (11), (12), (13), (14) в уравнение (1) по­
лучим Уравнение вида 
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X 

z" - \j P\*) + y !>'«] * + («(*) / [-(*) exp | - y J p(í) díJ j 
*o 

x í x 

+ Kx)fc [ Í z(t) exp | - 1 f p(s) ds j dí"h exp j y f p(t) dřj . 

Пусть у(х) является неколеблющимся. Потом по первому утверждению тео­

ремы существует такое число хг *> х0, что у(х) Ф 0, / ( * ) * 0 для х ^ х, . 

Согласно соотношению (11) является :(х) Ф 0 для .хб(^;оо). Пусть оно 

является решением уравнения (15) и V(x) — решение уравнения (10). 

Потом для всех х е (хх; со) выполняется 

{ШШ2'{х)" у ' ( х ) 2 ( х ) ] } ' = 2 у ( х № ) Т ( х Т + 

У2(х)2"(х) У2(х)2'2(х) ,2/ . , , „, ч 

+ ^ ' * ' - —4тт— - " (*) - <х)" (*) = 
-Vх.) 2 (х) 

(1в .-[^-«^.р^^Н-ч.м,). 
X X < 

. / [ г ( х ) е х р | - у | к О ^ ] - ^ л [ [ 2 ( О с х р | - у | р ( - ) д ^ й . ^ . 
хо хо -«о 

•«Р{У ГР(О<4-
Хо 

Используя во выражение (16) обозначения из (11) и (12), то согласно пред­

положениям теоремы справедливы соотношения 

(17) -ф)Щ1й-ф)к2. 

(18) - г ( х ) М 

потому что 

Ф<4^+^'<Фj1H' 
/ 2 (/) < *!/-, 

1 < k\ 

y'1 - f\У) 
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Подставив соотношения (17) и (18) в (16) получим 

(19) Ш [ " ( х ) 2 ' ( х ) - "'(*)*(*)-}'-* -[/<*) - Ч ф ) ( х ) ] 2 + у 2 ( А ) я ( А ' *2)-
Пусть х2 > л:3 являются соседними нулевыми точками решения V(x) уравнения 
(10), где хх й х2 < х3. Согласно соотношению (11) г(х) Ф 0 для хе (хг; х2>. 
Интегрируя (19) в пределах от х2 до х3 имеем 

*3 хз 

(20) о й - [[»'(*) - ^ ^ й г ^ Т » 1 * + [IIIх' X*), Ф')] »2М Й*. 
* 2 * 2 

Соотношение (20) выполнено только тогда, если 

„'(Х) - **)*'(*) = 0 
П Х ) 2(Х) 

И 

#[х,Я*),г(х)] = 0 
ДЛЯ 

*е<х 2 ;х 3 >. 
В случае 

ф с ) - ф ) 
" 1 ̂  2(Х) и 

для Л: е <;с3; л:3> являются г(х) и V(x) линейно зависимые, т. е. г(х) обращается 
в нуль в точках х2, хъ, что является противоречием. 

Если функция 
V(x)2'(x) 

v'(x) 
z(x) 

тождественно не равна нулю для х е <х2; х3>, то соотношение (20) приводит 
противоречие. Этим мы доказали, что функция г(х) имеет нулевую точку в ин­
тервале <лг!; со). Согласно формуле (11) имеет у'(х) бесконечное число нулевых 
точек. Таким образом согласно первому утверждению теоремы, у(х) является 
колеблющимся в интервале I. 

Теорема 4. Пусть для всех хе I, уе К — {0}, ие К — {0} выполнены нера­
венства ^(x) ^ 0, г(х) ^ 0, р(х) - к2^(х) ^ 0, ^(x) - 2к\г(х) й 0, Н(у) у ^ кху

2, 
0 </(и)и ^ к2и

2, причем кх > 0, к2 — постоянные, и функции р(х) — к^(х), 
^(x) — 2к\г(х) одновременно тождественно в никаком промежутке не равны 
нулю. То нулевые точки всякого решения у(х) уравнения (\)и его первой производ­
ной отделяются направо от х0е I, в которой выполнено условие 

У(х0) У'Ьо) ~ у / 2 ( * о ) = М(х0) ^ 0. 
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Если кроме того р(х) е Сг(1), и в интервале 1 существует колеблющееся 
дифференциальное уравнение 

(Ю) !>* + *(*) V = 0, 

причем %(х) е С0(1)9 так, что Н(х, у, и) ^ 0, где 

Н(х, у, и) = ~р2(х) + 1р '(х) + «(х) - Ф ) ^ - + 

-И4 3$И*а 

7Ъ всякое решение у(х) уравнения (I) с одной нулевой точкой в I, имеет бес­
конечное число нулей в I. 

Доказательство. Для решения у(х) уравнения (1) справедливо тождество 

X 

1у(х)у"(х) - 1/ 2 (х)1ехр Я/КОаД = М(х0) -

хо 
X I 

у | [ Р ( 0 / 2 ( 0 + -<К0/[/0Ш(0 + 2К0!О(0]Х0]ехр{[р(*)4<1<. 

(21) 

Из предположений теоремы имеют силу следующие соотношения 

(22) -Ч(Х)ПУ')У = у Ф ) [ / 2 ( / ) + / ] = у Ф ) ! с 2 / 2 + у Ч(х)у2, 

(23) -г(х)Н(у)уй-г(х)к1У

2. 

Если выражения (22) и (23) подставим в (21), то получим неравенство 

[у(х) у"(х) - 1 / 2 (х)] ехр | | р(0 ё . | = у | [/с2<г(0 - р(0] / 2 ( 0 * 

хо -хо 
Г X X 

х ехр | Г р(5) <3х| ёГ + 1 Г [«(О - 2*2г(0] ехр | Г р($) <1-14* + М(х0). 

(24) 

Аналогично теореме 3, при помощи соотношения (24), можно показать первое 
утверждение теоремы. 

Для того, чтобы доказать второе утверждение, надо поступать аналогично 
теореме 3. 
Таким образом получим тождество (16). Смотря на предположения теоремы 

г(х) ^ 0, 0 </(и)и<> к2и
2 
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выполнено соотношение (18). Если выражение (18) подставим в тождество (16) 
получаем неравенство 

{^НФЬ)-АФ(Ц'^{^)-^^]+ 

(25) + о2(х)[±.р2(х) + ±.р'(х) + 8(х) - Ф ) 4 ^ г ] + 

+их)Ы4®-+*1 
2 I ЛФ)] I 

Отсюда, аналогично теореме 3 следует утверждение теоремы. 
Теорема 5. Пусть для всех хе I, у е Я — {0}, ие Я — {0}, выполнены нера­

венства ^(x) ^ 0, г(х) > 0, ^(x) + 2кхг(х) ^ 0, р(х) + к^(х) = 0, 0 < Ди) и ^ 
_̂  к2и

2, к(у)у ^ к\у2, причем к% > 0, к2 — постоянные. 
Обозначим через 

А(х) = {{р(х) + к2

Ч(х)] [Ч(х) + 2к1Г(х)}}*-

Пусть А(х) е Сг(1), А'(х) + А(х)р(х) ^ 0, причем левая часть этого неравен­
ства тождественно в никаком промежутке не равна нулю, и 

00 

Í A(x)dд: = oo. 

Если для некоторово неколеблющеюся решения у(х) уравнения (1), которое 
определенно в I, и для точки х0е I выполнено условие 

(26) Х*о) / ' Ы - у У'\*о) + у ^(^о) У2Ы й О, 

потом существует такое число Ь ^ х0, что в интервале <«6; со) выполнено 
у(х) ф 0, и 

$&пу(х) = $%пу"(х) Ф щпу'(х) = $&пут(х), 

1ип у(х) = Ит у(х) = Ит у"(х) = 0. 
х-*сс х-+оо х-*сс 

Доказательство. Для решения у(х), аналогично теореме 3 получим 

X 

\у(х)у"(х) - 1 / ^ е х р |ТК0<1'| + 
•«О 

х 

(27) + 1 |{[К<) + кШ1/20) + [<?(') + 2М0] АО} • 
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•íí< • exp \ I p(s)dsUí = y(x0)y"(x0) - -z-y'2(x0). 

хо 

Но так как выполнено 

у [Р(х) + к\Ч(хУ\ у'2(х) + 1 [ ф ) + 2^г(х)] у2(х) = 

= 2 | 1 [ р ( х ) + к2

2Я(х)] [ ф ) + 2М*)]}*><*)/(*) = А(х)у(х)у'(х), 

согласно (27) следует 

ïy(x)y"(x) - ý / 2 ( x ) + l A ( x ) ^ W І e x p | | p ( . ) d Д ^ 

Ч> + | J V ( 

Up(s)ás\dt. 

_ У(x0)y"(x0) - y / 2 ( x 0 ) + y A ( x 0 ) Д x 0 ) + 4- I D-'(0 + A(t)p(tЂy2(t). 

(28) . exp 

Учитывая (28), легко можно проверить, что нулевые точки решения у(х) и его 
первой производной отделяются направо от х0. 

Пусть у(х) неколеблющееся в /. Потом согласно последнему утверждению 
существует число х > х0 такое, что у(х) ф 0, у'(х) ф 0 для хе < х; оо). При 
выполнении этого предположения, из неравенства (28) следует 

(29) 2^š_±{^)dt + У'(x) 
У(x) 

Из последнего неравенства очевидно, что существует число х1 ^ х такое, что 
для х ^ х1 имеют силу у(х) > 0, у'(х) < 0, или у(х) < 0, у'(х) > 0. В первом 
случае из уравнения (1) следует 

(30) % ут + р(х) у" = -д(х) Ду') - г(х) Н(у) < 0. 

Пусть существует число х2 __ хх такое, для которого выполнено неравенство 
у"(хг) й 0. Умножая (30) на функцию 

exp 
" 2 

{/кod.}. 
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и интегрируя в пределах от х2 до х постепенно получим 
х 

у"(х) < у"(х2) ехр | - Гр(0<1'} < °> 

Х2 

у(х) < у\х2) (х - х2) + у(х2). 

Последнее неравенство приводит противоречие. Таким образом для х =• х1 

получаем неравенство у"(х\ > О для всех ^ е < хг; оо). На основании этого из 
уравнения (1) вытекает ут(х) > О для х ^ х1. В случае у(х) < О, у'(х) > О для 
х = хх аналогично получаем у"(х) < О, ут(х) > О для х е (х1; оо). Следо­
вательно, существует число Ь = л:0 такое, что для х = Ъ выполняется 

(31) $тУ(х) = *Впу"(х) Ф $%ъу'(х) = 5§п ут(х). 

Согласно соотношению (31), легко проверить, что у'(х) -> 0, у"(х) -• 0 для 
х -> оо. 

Пусть у(х) -> Ь ф 0 для х -• оо. Потом неравенство (29) приводит противо­
речие. Таким образом, теорема доказана. 
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