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ARCH. MATH. 3, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, 

XI: 151 — 168, 1975 

МЕТОДЫ У С Р Е Д Н Е Н И Я Д Л Я ОДНОЙ 
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Д Л Я СИСТЕМ И Н Т Е Г Р О - Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х 
У Р А В Н Е Н И Й 

Д. Д. БАЙНОВ, С Д. МИЛУШЕВА 

(Поступило в редакцию 25-ого июля 1974 г.) 

Метод усреднения для решения краевых задач для систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений был обоснован в [1], [2]. 

Краевые задачи для систем дифференциальных и интегро-дифференциальных 
уравнений зависящих от малого параметра имеют применение в многих об
ластях математики и механики. К задаче подобного типа приводятся задачи 
на условный экстремум в вариационном исчислении. Начальные и краевые за
дачи для систем интегро-дифференциальных уравнений с малым парамет
ром применяются и в теории вязко-упругости. 

Надо отметить, что метод усреднения для решения задачи Коши для ин
тегро-дифференциальных уравнений был обоснован А. Н. Филатовым [3]. 

В настоящей работе рассматриваются три варианта метода усреднения 
для систем интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра 

х = е/и, х, у, <р(г, 8, х($), у($)) сЬ | , 

0) К { ; 

Ў = Л í t, x, y, q>x(t% s, x(s), y(s)) às ) 

с краевым условием 
(2) *(0) = *°, Я[к,у(0),у(Т)] = 0, 

где х,/е Яп,у,/и Яе Ят,<ре К9,ср1 е ЯТ, кеЛ с Ят, Т = ^е^'1%^^ сопз*. > О 
а е > 0 — малый параметр. 

Наряду с системой (1) рассматривается вырожденная (е = 0) по отношению 
к ней система 

(3) x = const. > ý =fi(t9 x, y, (px(t9 s, x, y(s)) ds), 
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с краевым условием 
(4) Я[Х,у(0),у(Т)] = 0. 

Пусть решение краевой задачи (3), (4) известно и имеет вид 

у = (/>(/, х, Я, Т), X -= СОП81. 

Предположим, что в элементарных или специальных функциях можно вы
числить интеграл 

oo 

Í ę\t, s, x, ф(s, x, Я, T)] ds = ę2(t, x, Я, T). 

Рассмотрим следующие схемы усреднения: 
Первая схема усреднения. Пусть вдоль интегральных кривых у = ф(г, х, Я, Т) 

краевой задачи (3), (4), где Я рассматривается как векторный параметр, су
ществует независящее от Я среднее значение 

(5) 

T 

lim -^ f(t, x, ф(t, x, Я, Т), ф2(ł, x, Я, Т))dř =/(x). 
T-*oo * J 

Тогда усредненным уравнением первого приближения для медленных пере
менных х(/) системы (1) назовем уравнение 

(6) I = еМ) 

с начальным условием 

(7) ^(0) -. л°. 

Отметим, что если х = (х(1), ..., х(п)) и А = (Яу)Л,|, то по определению 

íix|| = [I(л-( i ))2]ł, M| | = [ £ £«.*]*. 
I fc 

ľ z 
7 = 1 i = l 

Имеет место следующая теорема о близости компонент х(0 решения {х(0, 
ХО} краевой задачи (1), (2) и решения <̂ (0 задачи Коши (6), (7). 

Теорема 1. Пусть: 

1. Функции/(Г, х, у, и), -=—Д/, х, >>, и), -^~~Аи х, У, и,) определены и непрерывны 

для всех г е А = [0, оо) и (х, у, и)е^ = ^(x, у, и) = ^(x) x^(у) x^(и), где ^(x), 
&(у) некоторые открытые области пространств Кп и Ят соответственно, 
0(и)~ КЙ. 
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Функции ср(1, 8, х, у) и -̂ — (р(1,8, х, у) определены и непрерывны для всех 1,8еЛх 

и (х, у) € ^(x, у). 

В соответствующих проекциях области ^(^, 8, х, у, и) = ЛxЛx^ выпол
няются неравенства 

||/{(, х, у, и) -/{(, х', у', и') || й А. || х - х' || + 0,(0 || у ~ у' || + у, || и - и' ||, 

-ãy-f(t,x,У,u) 
- Át)' lu~f(t' X' У' U) û 3(t), 

q>{t, s, x, y) - <p{t, s, x', y') || g a^t, s) [|| x - x' || + || y - / | |], 

— ę{t,s,x,y) й oг{t, s), 

û 0,(0, | ф(г,5, х, у)йз\ 

где функции 0^1), 04(О и <*\(и -0 удовлетворяют условиям 

1 

— 04(т) ёт -+ 0 (/ = 1, 4) при I -* со, 

ос 

(7^,8) из ^ ЛГ, f 
тí dт 

0" 0* 

o-^т, s) ds -+ 0 и/ш t -* oo, 

# Я1 ? V! и N — полодкителъные постоянные. 

2. */е/?ез каждую точку области ^(^, х, у) проходит единственная интеграль
ная кривая краевой задачи (3), (4), соответствующая некоторому значению 
параметра X, причем 

а) эта кривая определена и лежит внутри области й(у) при всех I ^ 0; 
д 

б) решение у = ф(1, х, X, Т) краевой задачи (3), (4) и -^р ф(*> х, Х,Т) — непре

рывные по совокупности всех переменных (, х, Я, Т вектор~функции, удовлетворяю

щие в области {Т ^ 0, ^(^, х) х А) неравенствам 
|| ф((, х, Я, Т) || = К, 

^Ф(их,х,т)ЫЖ,т), 

где К — положительная постоянная. 
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3. Функции в2(1), Оъ((), 02(г,з) и %(г, Т) удовлетворяют в области [Т ^ О, 
^(^, $)} условиям 

Г Т 

в2(в) %(з, т) их -* О при I -> со, 

0 0 

x oo • 

±Jd,Jd,J«o.*..)^.)d.^o m 
t -> 0 0 . 

4. Система (1) имеет единственное, ограниченное и непрерывное решение 
{х(1), у(1)} (|| х(0 || ^ /?. = сот ! . , || >(0 || < А2 = сопзО удовлетворяющее усло
виям 

(8) *(0)=--хо, Я[Х,у(0\у(Т)] = 0 

(в (8) н0<) .Я подразумевается некоторое фиксированное значение параметра X из 
области Л). 

5. Для всех (х, X) е ^(x) х Л существует независящий от параметра X 
предел (5), причем предельный переход в (5) происходит равномерно относительно 
совокупности (х, X)е^(x)xЛ. Функция/(х) определена, непрерывна и ограничена 
(|| /(х) || ^ М, М = сот ! . ) , для всех х е ^(x). 

6. Решение %(1) задачи Коши (6), (7) определено, непрерывно и ограничено 
(II ^(0 II й а1, а1 = сот*.) для всех I ^ 0 и лежит в области ^(x) вместе с не
которой ^ — окрестностью (# = с о т ! . > 0). 

Тогда, если {х(1), у(1)} — решение краевой задачи (1), (2), а ^(1) — решение 
задачи Коши (6), (7), то для любых г\ > 0 и ^ > 0 можно указать такое е° > О, 
что при 0 > е й е° на отрезке 0 й * ^ ^е~^ будет выполняться неравенство 

|| х(() - « О || < /?. 

Доказательство. Введем функцию 

ф , х) = 
I oo 

|2 \ 2 

npw || x || ^ a, 

npu || x || > ti, 

.{4 - ^ ) ' 
í--..(x)dx = i. 

-Rn 
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В силу условий теоремы существует такая монотонно убывающая функция 
а(г) [а(г) -> 0 при г -• оо], что для всех х € ^(x) выполняется неравенство 

Í 00 

— \lf T, x, ý(x, x, Á, ř), <?(T, S, x, ^[s, x, X, Q) ds - /(x)\ dT g a(ř). 

Следовательно для всех точек х, а — окрестность которых принадлежит 
области ^(x) и для всех г >. О выполняются неравенства 

(9) 

(10) 

гдe 

t>(í, x) II £ řa(ř), 

á wo, 5 / ч т - Kř> *) üx 

л„ 
дx -..(*) dx. 

Рассмотрим выражение 
г 

Р(., х) = -^- ф , х) - / г, х, «А(Г, х, А, г), </>{', 5, *, ф($, х, Я, г)} ёа + /(х). 

Для всех х,а — окрестность которых принадлежит ^(x) и при I > 0 получаем 
г г 

(11) || Р(.,х)Ц ^ [2Л.а + 2X0.(1) + у.(в + 2Х) Гсг.^, .-)<!.? + Г 02(т) г(т, ()Ах + 

t 00 

H 03(т)ст2(т,s)g(s,Ods + v,04(0-

Положим 

зeco - « 0 + «<', «0). 
Так как по предположению ^(0 при I >= 0 лежит в области !Э(х), то вы

полняются неравенства (9)-(11). Следовательно на отрезке 0 й I й 1л"1, 
если е достаточно мало, справедливо неравенство 

|| еф, Щ || ^ е^(1) ^ А(е) < — пнп {& ч}, 

гдe 
A(e) = sup I ra(te~ ) | -• 0 npn e -+ 0 
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Из этого неравенства следует, что на отрезке 0 й * й ^Б *х(() принадлежит 
области ^(x) вместе со своей #1 - окрестностью (0 < ^1 < о) 
и || х(0 II й </,(</, = сою*.). 

Оценим разность 

(12) 0(0 = —- - ßt (t, x, У, í ę{t, s, x{s), y{s)) ds j , 

где х = Зс(Г), а у = ХО - функция, входящая в решение {х(0, ЯО} краевой 
задачи (1), (2). 

Имеем 

.£(011 á2e/L,a + 2eKt?i(0 + ev,(fl + 2/C>io(0 + e 02(t) g(t, í)dt + 

í OC 

Чd , í 03(T) ff2(T. i) «2(*. t)ds + ev,tí4(0 + 
0 0 

(13) 

гдe 

+ є2(Дi + /.-V) řa(0 + e(K + b2) І ( 0 + 

+ evx(2d + K + b2) <т10(0 + e2Virô(0, 

t 

ffю(0 = J Ol(t, s)ds, 

å(t) 

t 

-я (Xi(ř, s)sa(s)ds -» 0 пpи t -» oo. 

Пусть х(0 компонент решения {х(г), Х0} краевой задачи (1), (2) совпадающий 
при г = 0 с <̂ (0. Предположим, что на интервале 0 <* Г <; /,е~Ьг(0 не покидает 
области О(х). Тогда на этоМ Интервале из (1) и (12) получаем 

^ЧГ^ 1 - ах"* " *" + еУ1(&1 + ^1)(71о(0 + !1 е(г) > !' 
откуда, учитывая что х(0) *= х(0) находим 

(14) || х - 5 || ^ Г [ЕУ,(*1 + </.) а10{х) + || Й(т) ||] ехр {вА,(. - т)} их. 
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Введем функции 

ľi(0 = 

-ыo = 

ľз(0 

У4ÍO = 

ř 

j 

я 

(710(T)dT, y 5(0 = 

[oMdx, y6(0 

O^WdT, ľ 7(0 = 

T T O) 

• fdT fd/ \93(l)<X2(l,s)g(s,T)ds, 

•M тa(т) dт, 

r 

тд(т)dт, 

dx I Q2(s) g(s, T) ds, v,(0 -» 0 (/ = 177) npn f • 00. 

+ 

нa 

На отрезке 0 5.; г <; ^е~ 1, имея ввиду (14), получаем следующую оценку 

\ Ьч{Ъ, + «М <г10(т) + II С(т) II] ехр {ек,(1 - т)} ёт = 

О 

й ехр {Я^} { у ^ + с^^)^у1(^е-1) + 2Я^а + 2К^у2(^е-^) + 

ух(а + 2К)^у1(^е-1) + ^У4(^" 1 ) + ^У5(^е~1) + у ^ ^ " " 1 ) + 

+ (я, + / „ м ^ 2 ^ - 1 ) + (* + ъ2)^у2{^в^^) + 
+ УХ(2</ + К + Ь2)^у^(^е-^) + у ^ 2 у 7 ^ е - 1 ) } . 

Отсюда видно, что всегда можно выбрать параметры а и е так, чтобы 

отрезке 0 ^ х 51 ^е~ 1 выполнялось неравенство 

|| *(0 - Х(\) \ < у Ш1П {д, Г]}. 

Следовательно на отрезке 0 51 г 51 ^е~ 1 

II *(0 - « О || ^ || Х(() - Х(1) || + || Х(1) - « О || < 1ШП {<>, Ч } . 

Покажем теперь, что х(() е ^(x) на всем отрезке 0 51 г й -Се"1. 

Действительно [3], так как начальная точка х(0) находится внутри области 

П(х), то на некотором отрезке 0 51 г й **(** 5. ^е"'1) решение х(г) будет на

ходиться внутри области ^(x). 

Тогда, если выберем а и е достаточно малые, то на всем отрезке 0 <1 г < I* 

I котором х(() е ^(x) будем иметь нa 

IU-(0-í(OII<ye-
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Если предположить, что г* < Ье~1, то тогда на отрезке 0 ^ г й Ье" 1 в силу 
непрерывности х(/) и <!;(/) найдется такая точка г***, в которой будет выполняться 
неравенство 

^ > Ц х О * * ) - ф * * ) | | > | - . 

Но из ЭТОГО неравенства видно, что при I = Г** решение х(() еще не покинуло 
области ^(x). Поэтому «*** е[0, Г*] и следовательно 

а *(**•)-«.•**) и < | - . 

Полученное противоречие показывает, что 7* ^ Ье~1. 
Этим теорема 1 доказана. 
Вторая схема усреднения. Пусть вдоль интегральных кривых у — ф((, х, X, Т) 

краевой задачи (3), (4), где X рассматривается как векторный параметр, суще
ствуют независящие от к средние значения 

г 

(15) Пт -1 I Ж х, ф((9 х, Я, Т), и) <1* = /(х, и), 
г-сх) 1 ^ 

о 
оо 

(16) Пт — ср[и 5, х, ф(з, х, Я, Г)] (15 = Нт <Р2^9 *' Л ' -^ = ^2(г, х). 
г->со - ^ г-»» 1 

о • • 

Тогда усредненным уравнением первого приближения для медленных перемен
ных х(() системы (1) назовем уравнение 

(17) ^е?иАф2(1Л(5))й^ 
О 

с начальным условием 

(18) т = х°. 

Теорема 2. Пусть: 

1. Функции /((, х, у, и), -~—Д*\ х, у, и) определены и непрерывны для всех 

1еА = [0, оо) и (х, у,и)е^ = ^(x, у, и) = ^(x) х ^(у) х ^(и), где ^(x) и ^(у) 
некоторые открытые области пространств Яп и Ят соответственно, ^(и) = Яп. 

Функция ср(1, з, х, у) определена и непрерывна для всех г е А, 8 е А и 
(х, у) е ^(x, у). 

В соответствующих проекциях области ^(^, $,x,у,и) = АxАx^ выпол
няются неравенства 
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/ ( / , x, y, ü) - f(t, x', ÿ , «') Ц < A. Ц * - x' || + ^t) || У ~ У || + V l II « - „ ' ||, 

Õ 

дy 
f(t, x, y, u) < 2(t), 

ę(t, s, x, y) - <p(t, s, x', y') || < a(t, s) [|| x - x'W + W У - y' 

00 

<p(U s, x, y) ás ѓ 3(t), 

где Яг и УХ — положительные постоянные, а функции 6\(0» #з(0 и о{(, -О удовле

творяют условиям 

— Г 0((т)ёт -> 0 (. = 1, 3) при I -» оо, 

a(t, s)ds => (To(0 _S const., 

t X 

s )ds-*0 npH t -* oQ. 

Функция въ(() ограничена и монотонно стремится к нулю при г -> оо. 

2. Выполнены условия 2. и 4. теоремы 1. 
3. Функции в2(г) и #(Г, Г) удовлетворяют в области {V ^ О, Г > 0} условию 

тM 02(s) g(s, T ) ds -+ O fIJ7M ř -• co. 

4. Длл всех (Л, И, Я) е ^(x, и) х Ли для всех ((, х, Я) е ^(^, х) х А существуют 

независящие от параметра Я пределы (15) и (16), причем предельные переходы 

в (15) и (16) происходят равномерно относительно совокупностей (х,и,Х)е 

е ^(x, и) х А и (I, х, Я) € ^(^, х) х А. Средние значения /(х, и), ср2(1, х) и 
д — 

<р2((, х) определены и непрерывны соответственно для всех (х, и) е ^(x, и) 01 
Õ -

и (I, х) е ^((, х). В области ^(^, х, и) функции ?(х, и) > <р2(г, х) и -г- <р2(1, х) ограни

чены 
\f(x,u)\\ < M = const., 

I Vi(t> x) || g At = const., 

-^Г^гít. *) § N! =-= const. 
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5. В силу условия 4. существуют такие монотонно убывающие функции 
^(т) и а2(*>) [ах(г) -> 0, а2(/) -> О при I -> со], что для всех (х, и) е ^(x, и) вы
полняются неравенства 

00 

— <p(t, s, x, ij/(s, x, A, T)) ds — <p2(f, x) 

O 

ž «i(т), 

[Дт, x, ф(t, л, Л, /), м) - Д л , и)] dт «,(/). 

Будем предполагать, что <хг(1) I/ а 2 (0 удовлетворяют еще условиям 

— т а i ( т ) ďт -> 0 npu t -> co, 

ř 

— T2a2(T) dT -> O npu t -> oo. 

6. Решение задачи Коши (17), (18) определено, непрерывно и ограничено 
(II <(г(0 II .ё */, ^ = СОП81.) для всех / ^ 0 к лежит в области ^(x) вместе с не
которой ^ — окрестностью (# -= сот*, ^ > 0). 

Тогда, если {*(/), у(1)} - решение краевой задачи (1), (2), а $(() - решение 
задачи Коши (17), (18), то для любых ц > О и ^ > О можно указать такое 
е° > 0, что при 0 < в й в° на отрезке 0 ^ / ^ Хе"1 будет выполняться не
равенство 

и *(о - « о ц < -.. 
Доказательство. Введем функцию 

1>(/, Л, И) = 

= Г Ла(х -х',и- и') | Г [Дт, *', ф(х, х', Л, /), и') - /(У, и')] 4г\ их' йи', 

Шдc.ii) 

гдe 

Aa(x . ^ - K 1 " I U i | 2 ; / ц " 2 ) 2 ^ w ł
+ i . ґ í r 

0 л/ш | |д: | | 2 + | | и | | 2 > a 2 . 

Положительная постоянная Ал определяется из равенства 

Лв(х» и) их Ли = 1, /?„+, = Л,(х) хД,(м). 

«n+. 
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В силу условий теоремы, для всех точек (х, и) а — окрестность которых при
надлежит области 0(х, и) и для всех 1^0 выполняются неравенства 

(19) II Kt, x,u) ^ t«; .(0, 

(20) Жv(t,x,u) ѓ l.ш2(t), 

(21) 
II ð , 
!-=— Чt, x, u) 

|| дu 

й /„i«2(0, 

гдe 

Ia = max \ 
д 

j дx 
áa(x, м) dяdi, -i 

ô 
дu 

Я„4 Яn + 

Aa(x, u)\\ áxáu 

Оценим выражение 

Р(г, х, и) = — ф , х, и) - Дг, х, ф(г, х, А, 0, «) + Д*, «)• 

Для всех точек (х, и), а — окрестность которых принадлежит области ^(x, и) 
и при г ^ 0 получаем 

I 

(22) || Р(1, х, и) || й 2(Л, + V,) а + 2Щ{1) + Г 02(т) й(т, Г) их. 

Ъ 
Положим 

л(0 = « 0 + «<',«(0,С(0), 
где 

4(0 ç>2(ř, ç;(s)) ds. 

В силу условий теоремы множество {<?(0} при изменении * в интервале [0, оо) 
принадлежит области ^(x) вместе со своей ^ - окрестностью, так что при 
а < ^ для функции 1>(*>, <̂ (/), С(0) выполняются неравенства (19) —(22). Следо
вательно на отрезке 0 й 1 й ^ е " 1 , если е достаточно мало, справедливо не
равенство 

|| 8V(и С(0, С(0) II = «МО -̂  Л(е) < у ю т {в, ч}, 

гдe 
A(e) = sup I ra2(T£ *)| -* 0 npH e -• 0. 

Mai-

ЭТО неравенство показывает, что на отрезке 0 й 1 й 1л~хх(г) принадлежит 
области ^(x) вместе со своей е, - окрестностью (0 < с < с) и || х(0 II ^ й\, 
*/х = СОП81. 
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Оценим разность 
х 

(2(0 = ^ - е/ и х, у, \ <р{1, з, х($), у(х)) йЛ, 

О 

где х = х(0» а У = КО "" функция, входящая в решение {х(0, у(()} краевой 
задачи (1), (2). 

Принимая во внимание (19) —(22) получаем 

|| 6(0 || ^ б || />(>, €, С) II + е2(А! + 1аМ) Щ(1) + г(К + Ь2) вхО) + 

+ ЄVj [ф2(t. š(s)) - ф(í, s, {(s)), i/<s, í(s), Я, í)j ds II + 

«av. 

8 

cт(í, s)sa2(s)ds + ev f̂c + b2) <x(í, s)ds + sIa(N\t + N)ía2(r). 

o 

В силу условий теоремы следует, что существует такая монотонно убываю

щая функция а(0[«(0 = а1(0 Н $з(0> а (0 "* О при * ~* °°]> ч т о П Р И в с е х 

х е П(х) выполняется неравенство 

[ф2(г, х) - ср(1,5, х, ф(з, х, А, 0)] <Ь Í' ś tcc(t). 

Следовательно 

2(0 II й е || Р({, {, С) II + е2(Я1 + 1аМ) й 2 ( 0 + <** + *2) 0,(0 + 
+ вv-tafr) + є2vxtS(t) + єv^K +%b2) a0(t) + eГ^N^Ѓa^t) + eIaNtcn2(t), 

гдe 

á(0 4І* s) sa2(s) ds -• 0 npH J -> co. 

Пусть {х(/), Х0} решение краевой задачи (1), (2). Предположим, что на 
отрезке 0 ^ г ^ Ь е - 1 х(0 не покидает области 0(х). (Этот факт доказывается 
вполне аналогично как в теореме 1). Тогда на этом отрезке имеем 

d(x — x) 

dí 
á вA, || x - x |І + Cтiíb, + d.) <т0(ť) + II ß ( 0 II, 

откуда, если учесть, что х(0) = х(0), следует 

- ï , s í [бv.(Ь.. + d.) <x0(т) + || Q(т) ||] exp {єA.(í - t)} dт. 
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фyнкции 

7i(0 = y 

t 
f* 

<т0(т) dт, 

0 

7,(0 = i 
í 

ř 

л 

0,(т) dт, 
) 

t т 

(tЬ_L 75' 

7б(0 

t J 
ta(т) dт, 

t 

• J ^(T)dT, 

7з(0 = ý j dт ľ 02(s) g(s, т) ds, ľ 7(í) = 1 ľ т2a2(т) dт, 
0 0 { 

74(0 тa2(т)dт, 7в(0 = i тa-2(т) dт, 

ľi(0 -> 0 (i = 1,8) пpи t 00, 

аналогично как и при доказательстве теоремы 1 находим, что при достаточно 
малых а и е (0 < а, с < е°) на отрезке 0 ^ г <к Ье~~1 будут справедливы не
равенства 

II *(0 - *(0 II < у пнп {<?, 4} 

1 1 4 0 - «011 <1ШП.{0,1/}. 

Этим теорема 2 доказана. 

Третья схема усреднения. Пусть можно вычислить 

оо 

ср(1, 5, х, ф(а, х, Я, Г)) с1* = <р3(
5* А", Я, Г) 

Ъ 

и пусть вдоль интегральных кривых у = ф(1, х, Я, Г) краевой задачи (3), (4), 
где Я рассматривается как векторный параметр, существуют независящие 
от Я средние значения 

т 

(23) Нт 1 Г /(*, X, ^г(|, х, Я, Г), и) ё* - / (* , и), 
г-оо 1 л 

о 
оо 

(24) 11т 1 Г <р[., 5, х, ф(з, х, Я, Г)] 4. = Ит - ^ Ц ^ ! _ И = ф,(я, х ) 
т-оо 1 ^ т-оо -* 
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Тогда усредненным уравнением первого приближения для медленных пе
ременных х(0 системы (1) назовем уравнение 

(25) 

с начальным условием 

(26) 

Теорема 3. Пусть: 

= 6/ к , 

m = .v°. 

1. Функции ?((,х, у, и), —- /((, х, у, и) определены и непрерывны для всех 

I е А = [0, оо) и (х, у, и)е^ = ^(x, у, и) = ^(x) х ^(у) х ^(и), где ^(x) и ^(у) 
некоторые открытые области пространств Кп и Ят соответственно, ^(и) = Яп. 

Функция (р((, з, х,у) определена и непрерывна для всех I е А, зе А и (х, у) е 
е ^(x, у). 

В соответствующих проекциях области ^(^, з, х, у, и) = А х А х ^ вы
полняются неравенства 

IIЖ х9у, и) - / ( * , х',у', и') || й Ъ II х - х' || + 0,(1) \\ у - у' || + V, \\ и - и' ||, 

д 
Ôy 

Лt, x, y, u) û 2(t), 

Ц ср(19 з, х, у) - ср(1, з, х', у') || = а(1, з) [|| х - х' \\ + || у - у' ||], 

где Х1и\1 — положительные постоянные, а функции Ох(1)и а(1, з) удовлетворяют 
условиям 

тҺ ( т ) d т - 0 npu t -> oo, 

dт 
0 0 

t 

í 
0 

т 

J * . 

a(t, s)ds ^ const., 

s)ds->0 npu t —> oo. 

2. Выполнены условия 2. и 4. теоремы 1. 
3. Функции в2(1) и %((, Т) удовлетворяют в области {( > О, Т ^ 0} условию 

Г т 

— йт 02(8)ф, т)ё5 -+ 0 при I -> со. > 

о о 
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4. Для всех (х, и, Я) € ^(x, и) х А и для всех (я, х, Я) е ^(5, х) х А существуют 

независящие от параметра Я пределы (23) и (24), причем предельные переходы 

в (23) и (24) происходят равномерно относительно совокупности (х, и, Я) § 
е ^(x, и) х А и (з, х, Я) е ^(5, х) х А. Средние значения /(х, и) и срзС*' *) опре
делены, непрерывны и ограничены [||/(х, и) || ^ М = соп§1., || <р3С*> *) И 5 N =* 

= соп81.) для всех (х, и) е^(х, и) и (з, х) е Й(5, х). 
Функции (р((, я, х, у) и (р3(з, х) удовлетворяют в области ^(^, 8, х, у) Условию 

II <Р(*> -У, *, у) - <РзС*> *) II = «ЧС *) 

r'N oi(т, s)ds -* 0 npu t -> oo. 

5. 5 смл>> условия 4. всегда можно найти такую монотонно убывающую 

функцию а(0 [а(0 -+ 0 лри ^ -* оо], что Элл всех Г ̂  0 « длл всех (х, и) е 0(х, и) 

выполняется неравенство 

t 

[/(т, x, IA(T, x, Я, í), м) - f(x, и)] dт а(<). 

Ь^дел! предполагать кроме того, что функция сс(1) удовлетворяет условию 

г 

1 <" 

t 
та(т) dr -> 0 npí/ f -> аo. 

6. Решение <* = <̂ (0 задачи Коши (25), (26) определено, непрерывно и ограничено 
[ II ^(0 II ё ^, с! = соп81.] длл всех / ^ О I/ принадлежит области ^(x) вместе 
с некоторой ^ — окрестностью (@ = соп8(. ь- 0). 

Тогда, если {х(1), у(()} — решение краевой задачи (I), (2), а %(1) — решение 
задачи Коши (26), (27), то для любых ц > 0 и Л > 0 можно указать такое е° > О, 
уто при 0 < е ^ е°, на отрезке О ^ I й Ь^1 будет выполняться неравенство 

II х(1) - {(0 || < ц. 

Доказательство. Введем как и при доказательстве теоремы 2 функицю 

!?(/, х, и) = 

í 
Жx,и) 

zlв(x - x', ц - u ' ) | í [ Д t . x', ф(x, x\ X, 1), u') - f(x, м')] dт jdx ' dы', 

165 



гдe 

u x,u) = \ A \ 
*ll2 + |U||2 4 2 

пpи | | * | | 2 + | | и | | 2 . Š в 2 

пpи | | л r | | 2 + | | н | | 2 > a 2

; 

Aa(x, u) dx áu = 1, R„+q = Rq(x) x R„(u). 

В силу условий теоремы, для всех точек (х, и) а — окрестность которых при
надлежит области 0(х, и) и для всех I ^ 0 выполняются неравенства 

(27) 

(28) 

(29) 

rдe 

v(t, x, u) || ^ ta(t), 

õx 

A. 
дu 

v(t, x, u) 

v(t, x, u) 

û /«.«(»). 

ѓ /..«(0. 

max (J 
Яn + c 

^ ^ ( . v . « ) dx du, 

Л n + Ű 
Ou 

Aa(x, u) dx du 

Для выражения 

Р(/, х, и) = -^- ф , х, м) - /(*, х, ^(*, х, А, 0. «0 + Л*> и) 

при условии, что (х, и) произвольная точка, которая принадлежит области 
0(х, и) вместе со своей а — окрестностью, получаем при I ^ 0 оценку 

г 

(30) || Р(1, х, и) || ^ 2(Л. + V,) а + 2Кв.(г) + Г 02(т) #(т, |) ёт. 

О 

Положим 
Зfr) = « 0 + єУ(/, í(0, C(0), 

rдe 

• C(0 

ř 

= Фз(s,Ш))às. 

Функция V(^, <*(0, С(0) удовлетворяет неравенствам (27)-(29). 
Легко проверяется, что на отрезке 0 ^ г ^ Ье'1, если е достаточно мало, 

справедливо неравенство 

|| ю(и Ш С(0) II й «1о(0 -5 А(в) < | - т ш {о, п), 
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гдe 
A(e) = sup | тa(тє *) | -> 0 пpи e -> 0. 

| т |łŞ .Ł 

Следовательно на отрезке 0 й I й ^в~^ х(() принадлежит области ^(x) 
вместе со своей дг — окрестностью (0 < #1 < (?) и || *(0 II = 1̂» ^\ = сот*. 

Для разности 

6(0 = -^ ~ в/1и х, У, \ср(и 5, х(з% у(з))из), 

где х = х((), а у = у(() - функция входящая в решение {*(/), у(()} краевой 
задачи (1), (2), ввиду (27)— (30) получаем оценку 

I 

И (2(011 ^ 2(А, + у,) я + 2К0.(«) + е | 02(т)?(т, |)<1т + 

+ Є2^! + IaM) t(x(t) + Є(K + ^2)0,(0 + Єvl <jj(ŕ, s)ds + 

+ e2v 
t 

! a(*, s)sa(s)ds + eIaNt(x(t). 

Лусть {.*(*>), Х0} решение краевой задачи (1), (2). Предполагая, что на отрезке 
О ^ I й ^в~1 х(г) не покидает области ^(x) (этот факт довазывается таким же 
образом как и в теореме 1) находим, что на этом отрезке 

d(x - x) 
dí g eA. H x - x li + ev.(fe. + d,) <J0(i) + j| 6(0 II, 

гдe 

*o(0 = a(t9 s) ds. 

Если учесть, что х(0) = х(0), то получаем 

г 

^ Г [ву,(Ь, + <!,К(*) + Й С(т) II] ехр {еЯ,(. - т)} их. | X - X 

Введя функции 

ľi(0 = - <7o(т)dт, 
o 

f t 

ľs(0 = - d т ff^sjds, 
o o 
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У2(t) = -Г \0^)át, 

ľз(t) = 

ľДt) = 

ľб(t) = ^ 

í 
ř т 

dт Ø2(s)g(s,т)ds, ľ 7 ( 0 = 
1 

dт <т(т, s) sa(s) ds, 

o 

тa(т) dт, 

o o 
t 

0 0 
ř 

í тa(т) dт, 

у г(0->0(/=1,7) 
при I -> 00, 

аналогично как и при доказательстве теоремы 1 находим, что если а и е доста
точно малые (0 < а, е % е°), на отрезке 0 й < й Ь Г 1 будут справедливы не
равенства 

II *(0 - *(0 || < у И11П {С, >/} 

и 
|| Х(Г) - « О || < 1ШП {С, >/}• 

Этим теорема 3 доказана. 
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