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Commentetione s Mathematica e Universitati s Carolina e 

1,  3  (1960 ) 

ON C0N7ERGENCE OF TH E ITERATIV E METHODS 

Jose f  KOLOMÝ,  Prah a 

A.  Birge r  jY j  give s a  ne w metho d forcalculatio m o f 

eharacteristi c value s an d eharacteristi c functions ,  socal 

le d compose d iterativ e metho d wit h variabl e paramete r  an d 

simila r  iterativ e metho d fo r  solvin g th e linea r  functiona l 

equations ,  bu t  withou t  an y condition s an ď pn©f s o f  conve ř  

genc e an d an y erro r  bound s o f  thes e methods .  I n thi s pápe r 

th e convergene e conditions ,  th e erro r  bound s o f  thes e meth 

ods an d som e ne w method s ar e given .  Proof s an d othe r  the o ť 

rems ar e omitte d an d wil l  b e publishe d i n Czech.Math.Journ . 

and Čas.pěstťmat * 

1*  Le t  th e equatio n 

(i) f - A K # * 0 
be gÍYen,  wher e  K   i s a  linea r  symmetri c bounde d operáto r 

i n Hilber t  spac e  f j  ,  A   i s a  reá l  parameter .  We us e th e 

iterativ e formuj ,  a e 

wher e  i/VřvfJU**̂ !  &!ťťť /  ar e t o b e determine á fro m th e eondi 

tion s dli A Ky -ynll
Z°0. m.= QJ.t,-

THEOREM 1 .  Le t  | \  b e a  positiv e symmetri c completel y 

continuou s operáto r  I n Hilber t  spac e n   .  I f  a n elemen t 

#©€ H   i s no t  orthogona l  t o th e spac e H ^   generste d b y 

eharacteristi c function s correspondin g t o th e firs t  eharac 

teristi c numberA f  o f  (l) > the n th e sequenc e /  A ^   /  conver * 

ges t o  A ^   ť  Th e subsequenc e i^n  ̂ ř   i s  convergen t  i n th e 

nor m o f  th e spac e fi  t o on e o f  eharacteristi c function s cor 

respondin g t O J\,,  .   ťť' "   ; 

Mow w e introduc e a  simpl e metho d fo r  calculation ? o f 
- 1 8 ~ •  • : ? . ' • ' ' ' 



eigenvalue © an d eigenfmnction a o f  th e equatio n 
(3 )  A ^  -^t6/ ^  =  oí 

wher e A i s  a  linea r  bounde d operáto r  i n H ,  (U i a a  reá l 
parameter . 

THEOEEM 2 .  te t  A  b e a  positiv e symetri e completel y 
continuou s operáto r  i n Hilber t  spac e n  •  Le t  y c 6  H b e no t 
orthogona l  t o th e eigenapac e correspondin g t o th e firs t  ei -
genvalu e ^uu  ̂o f  (3) .  The n th e sequenc e </&«, ,  f define d b y 

eonvérgei s t o ̂  an d tn e sequenc e yM^, \ i s  convergen t  i n t o 
th e nor m o f  th e spac e M t o on e o" f  th e eigenfunction s cor -
respondin g t o (U>^ • 

Thi s metho d ea n b e uše d t o no n symmetri c symmetrizabl e 
completel y continuou s operators . 

NIMEEICAL EXAMPLE 1 .  T o illustrat e th e applicatio n on e 
of  th e metho d w e conside r  th e equatio n 

7, Te
 KYV ̂  íxx &-*) / x á * 

The  f i r s t  cha rac te r i s t ic  number  A^  of  t h i s  equation  i s  e  
qual  with  the  aceuracy  on  the  thijrd  deeimal  p láce  to  4,115* 
Také  J 0  X  ,  then  the  f i r 3 t  s tep  of  (2)  y i e l d s A^ 4,136, 
while  R i t z 's  method  for  * i * 3  g ivesAj**  4 ,371.  Ke l log 's  j 
i terat iVecformulas bj  the  t h i rd  s tep  yield/í  A ^ ^  4,998, 
\ , í& 4,156.  By  the  second  s tep  pf  (2)  we  get*Ac,í5ř4,115•  i  » 

2» Le t  th e equatio n 
(5) . A * , - / 
be given ,  wher e A  i s a  linea r  symmetri c bounde d operáto r 
i n H i ^ e r f .  T h e eompose d iterativ e metho d may b e writte n 
i n th e form : 

"m 14^+dC^Jv, .<£, 

THEOBEM  3.  Let  A  be  a  l i n e ar  se l f ad jo int  operá to r ;̂  
i n  H  *  Suppose  that <m>  i i ^ / / * á " f A y , y ) ú f A \ \ ^ \ )%  holďa 

' • 1 9  ','• '• '""  '  ': 



fo r  ever y  ̂  e  H  »  wher e in ,  =  *n ^  Q/\>y, <y ) , M =  -o"/* '  (A^ ,  < y / | ( 

0 < * r t á M < +  o °  .  The n th e sequenc e define d b y (6 )  L a 

convergen t  i n th e nor m o f  th e spac e H  t o th e solutio n 

of  (5 )  an d it s erro r  i s bounde d b y 

THEOREM 4 » Le t  / \  b e a  symmetri c bounde d an d positiv e 

&>£&al*e operátor y (  (Auf^y)>0 fo r  ever y $^r# )  i n H 

hevin g bounde d A "  •  The n th e sequenc e Jy  ̂ |  define d b y 

(6 )  i s convergen t  i n th e nor m o f  th e spac e H  t o th e sól u -

tio n (\A o f  (5 )  an d it s erro r  i s bounde d b y 

wher e th e numbe r  L>0 satisfie s th e inequalit y 

We introduc e a n iterativ e uribho d fo r  solvin g th e equ a -

tio n (5 )  whic h i s mor e simpl e fo r  computatio n an d make s 

smalle r  demand s o n th e operáto r  A  •  Th e metho d i s base d 

on th e followin g theořem . 

THEOEEM 5 *  I f  A  i s a  liníea r  bounde d operáto r  i n H 

and i f  ther e exist s a  reá l  positiv e numbe r  orv suc h tha t 

th e inequalit y  ̂ ^  ^  ̂  ^ „  J f  *  ^  ever y ^ H 

holds ,  then t̂h e sequenc e | ^  •n ,  l define d b y th e equation s 

A CAx*,X w J\- 0 4 2 

***  iiAxjr  '  *   ' ' ' • ** 
converge s i n th e nor m o f  th e spac e H t o th e solutio n W 
of  (5) # Th e erro r  lí^-^m, H  o f  th e approximativ e solutio n 

•Iĵ ,  i s  bounde d b y th e inequalit y 

11^ -  %n, $ £ iR T I I  f  -  A ^  «  . 
I n contradistinctio n t o th e metho d o f  th e šteepeé t 

descen t  ?2j an d th e compose d iterativ e metho d wit h variabl e 
-20 -



«\ _  *   ť"". "  v   ,  wher t 

ť  The n 

iparamete r  th e operáto r  / \  nee d no t  b e selfad0oint . 

3# Le t  th e equatio n (5 )  wher e / \  i s  a  xinea r  bounde d 
operáto r  i n a  reá l  Hilber t  spac e H   ,  b e given .  Th e socall 
ed simila r  iterativ e metho d may b e writte n i n tfo e for m 

wher e r   i s  a  linea r  bounde d operáto r  i n H   »   tfut  parameter ř 
Łm, ^ t s   ®s 4  ̂ v**/ar e determine d fro m th e condition e 

,   f/Łnr v   A   „ ť 

(7)  ^ +„  -  é *  ^VfpvC^A)^ . 
THEOREM 6 .  Le t  A # P   b e a  linea r  bounde d commutativ e 

operator s i n a  reá l  Hilber t  spac e H   (no t  necessaril y co m 
plete )  an d P  i s  suc h tha t   P~4  exist s an d \[  \~?A 1 1 * 4 ^ ^ 
Let  on e o f  th e follo : win g condition s b e fulfilled : 

(i  H  i s  complet e spac e 
( 2 Operáto r   IRr \  i s  eompletel y continuou s i n H « 

Then th e equatio n  (5 )  ha s a  uniqu e solutio n  ty . 
The iterativ e proces s define d b y (7 )  i s  convergen t  i n th e 
nor m o f  th e spac e H   t o th e solutio n ̂   o f  (5 )  an d it s  erroi t 
i sboundedbVlMá^l:MiM , 

wher e fe ~ || A  || ž I I  PI|/w~5J,; 7  f ^ o  i s ^   arbitrar y 
elemen t  fro m  H   *   ť   ť   i 

I f  th e parameter s  ar e t o b e determi * 
ned fro m th e condition s 

ar e com 
mutativ e operator s an d  F(ý)tfrAý  lť*  * We obtai n th e 
iterativ e formula e  rnx  AD**  \ 



THIQaEM 7 .  Le t  A,P b e a  linea r  oounde d eemiButatiY e 
operator s i n a  reá l  fíilbert  spac e H  (»o t  necessaril y  compl e 
te )  an d P  i s suc h tha t  P "  exist s an d I I  f?|| = %</l .  Le t 
one o f  th e followin g condition s b e fulfilled : 

( 1 H  i s complet e space . 

( 2 R  i s completel y continuou s operáto r  i n th e spac e H  . 

Then the^equatio n (5 )  ha s onl y on e solutio n /M .Th e 
sequenc e \*j»n j define d b y (8 )  converge s i n th e non a o f 
th e spac e f- j  t o th e solutio n ty o f  (5 )  an d th e erro r  o f  ap -
proxímatio n II y -y«t,ll i s  bounde d b y th e followin g inequali -
ties: J|̂_ ̂ ||< A<flf-A*fo 11/ 

wher e * 
i s  a n arbitrar y elemen t 

fro m H  . 
Let  on e o f  th e condition s (1 ,  ( 2 o f  th e theore m 6  b e 

fulfilled .  We se t  A~ í * A K t  wher e K  i s a  linea r  bounde ^ 
operátor .  Operáto r  P  udi l  b e no w specifie d t o obtai n eev e «. ' 
ra l  iterativ e method s analoguou s t o method s o f  Neumann , 
Wiard a £3 ]  ,  Buckne r  [4 ]  an d Samuel a o n [5 ]  * 

1.  P= J  (  J  is  the  identity  operįtor).  In  this  čase 
we  obtain  Birger's  i terat ive  method. 

I I P  P=^ I  ,  where 0<-&<A  . 

I I I . R ^ C K 

IV*  P*  1+J f  where  J  i s  a  l inear  bounded  operįtor  in 
H •  ;  • • 

The convergenc e condition s fo r  thes e case s ar e th e fol -
lowing : 

1.  IUKI M  . 
I I .  a) fy  i s  a  aymmetric  operįtor. 

b >   (A K %yjm- 0  for  e very y  € H  . 
c)  i?" satief ies  the  ine<|uality 



U<^< f+//AK/ / 

I I I . a) K i s a symmetric operátor. 
b) A i a nor a character iat ic value of A K . 
c)«^ sa t is f ies (9). 

IV . a) J i s commutative with K . 
b) The inequality (I &~J® i 1/(1+IIXK II) holda, 

whre <r i s the resolvent operatér f o r A K . 

NUMERICAL EXAMPLE 2. To i l l us t ra te the application of 
some of the methods and error bounds given, an approximate 
solution of the integrál equation 

where t\(Xi*») xa g±Yen by (4), wil l be sought for some valu* 
es of A b y the simi lar i te ra t ive method. For A=/I f IIJ\KII<{ 

and thus method I wil l be ušed. For ^«,- X we get 
£0 * 0,80980 and 

ll<  * *  " 1 » 2 6 9 9 3x - 0,13497x3 

with lly-fyll  =L 0,013, while the method of successive 
approximations yields Hy-<y Itá 0,043. For A - - 6 , 
/IAK/I M and the condition for the convergence of 

method I i s not sa t is f ied. However, - f A K ^ ^ / á e 0 for eve~ 
ry ^ € H , so that method I I i s applicable. Také #o * *  » 

<#- = 0,40682 < VCÍ+//AK// ) , then 
^ ~ 0,31604A -*- 0,16751 x 3

 # 

$* = 0,27464X + 0,22996 X 3 + 0,02063 x5* 
with I l ^ - ^ / l á 0,037, / / ^ - ^ | | š 0,018. Rall-Wiarďs 
i te ra t ive method yields 

^ f ~ 0,18636x + 0,40682 A S
; 

<*fe = 0,21679x -f 0,31713xs +• 0 , 0 4 9 65 A5* 

í l ^ J l á 0,487, " * ^ " ' ; 

I t  i s  see n tha t  th e applicatio n o f  th e simila r  iterati * 
ve metho d eá h b e mor e advantageou s tha n th e applicatio n o f 
th e olde r  ones . 
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