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Commentatione s Mathematica e üniversitati s Carolina e 

1,  4  (1960 ) 

DEBER EINE N TY P VON SAETZEN UEBER ABGESCHLOSSENE 

ABBILDUNGEN 
Vlastimi l  PTAK,  Prah a 

Di e vorliegend e Bemerkun g is t  de m Studiu m vo n gewisse n 
Eigenschafte n abgeschlossene r  Unterräum e de s kartesische n 
Produkte s vo n zwe i  topologische n Räumen gewidmet « Mi t  Hilf e 
diese r  Eigenschafte n werde n dan n fü r  de n Fal l  lineare r  topo -
logische r  Räume Satz e übe r  Offenheit. ,  bzw .  Stetigkei t  vo n 
abgeschlossene n lineare n Abbildunge n bewiesen « 

'  i . L 
Di e Bemerkun g besteh t  au s zwe i  Teilen « De r  erst e Tei l 

enthal t  di e notwendige n Begriff e un d Erklärungen ,  wahren d i m 
zweite n Teil e zuers t  rei n topologisch e Ergebnisse^angegebe n 
werden ,  di e dan n schichtweis e verschärf t  werde n i m Falle , 
das s di e vorkommende n topologische n Räume noc h linear e 
Struktu r  besitzen *  De r  Hauptsat z (2*3 )  enthal t  i m Wesentl i  -
che n zwe i  Satze :  de n Sat z übe r  di e offen e Abbildun g un d de n 
Sat z übe r  de n abgeschlossene n Graph « Al s spezielle r  Fal l 
wir d ei n Sat z formuliert ,  de r  unlängs t  vo n D«A«Ra;jkov 3 
entdeck t  wurde « 

1« ^^gTOnggn^und^Bezgichnungen« ,  E s se i  vF  ein e Men -
ge« E s se i  weite r  -C L ei n Syste m vo n Teilmenge n de r  Meng e 
T derart ,  das s  <JU ersten s di e leer e Meng e un d di e Meng e 
T und *  zweiten s di e Vereinigun g jede s Teilsystem s vo n t c , 
sowi e de n Durchschnit t  jede s endliche n Teilsystem s vo n u, 
enthalt « Wi r  bezeichne n dan n -u ,  al s ein e Topologi e au f 
T . .  is t  <tr ein e Topologi e au f  T derart ,  das s v a a , 

so werde n wi r  sagen ,  v -  se i  feine r  al s  <L «  I n de r  vo r  -
liegende n Bemerkun g werde n ausschliesslic h Hausdorffseh e 
Topologie n behandelt *  Is t  <JL ein e Hausdorf f  seh e Topologi e 
auf  T ,  s o bezeichne n wi r  mi t  K(<^ )  da s Syste m alle r 
kompakte n Teilmenge n de s topologische n Raumes (T.-o, ).  is t 
di e Topologi e v feine r  al s <- > ,  s o gil t  offenba r  "• •  
KM c  K(4JU) «Wi r  bezeichne n de n Rau m CTt<^)  al s ei -

nen Rau m vo m Type .  <c )  ,  fall s  e s kein e vo n *L  verschieden e 



ť 

Topologi e  <v  gibt ,  di e feine r  al s  t c  is t  un d gleichzei 
ti g di e Bedingun g  K   (v)  »  K   (AA.)  erfullt . 

Is t   f  ein e beliebig e Abbildun g eine *  gegebene n Men 
ge  P   i n ein e Meng e  d  ,  a o verstehe n wi r  unte r  de m 
ffÉrap h de r  Abbildun g  f  di e Meng e alle r  Paar e vo n Geatal t 

[^ť/ffOJ   >  wo | t  di e Meng e  P   verlauft . 

Di e notwendige n Deřlnitione n un d Begriff e au a de r  Theo * 
ri e de r  liaeare n topologische n Raume,  insbesonder e di e Sr 
kl  arun g de r  Raume vo n 'Syp e  (Lbl*)  ain d i n  [l]   enthalten . 
Loka l  konvex e topologiech e linear e Raume werde n wi r  kur z 

ť  "konvex e Raumeť  .sternum . 

Es sele n  P   un d  (k  zwe i  Mengen .  Es se i   R   ein e 
Untermeng e vo n  Px  Q  ;  weite r  se i   M c P  ,  Mcf l , . 
Dana bezeichne n wi r  mi t   R   (N)  di e Meng e de r   x e P  . 
s« *    e s  e i 4  ,  .  N   g i b t   ^ a r t ,  aa, ,   [ ^ J . R  ! 
I n analoge r  Weis e bezeichne n wi r  mi t   RCM)   di e Meng e de x 
^  e   ft >  m  deně n e a ei n x   e M  gib t  derart ,  daa s 
ÍK ty]  e  R  ť  Is t   M  ein e au s eine m einzige n Punkt e m . 

bestehend e Menge ,  s o schreibe n wi r   R W )   stat t   R ( M )  » 
und ijmalo g i n jáe m andere n Palle # Sohliesslic h nenne n wi r 
ein e Meng e  N  c  Q»  gesattig t  i m Bezu g au f   R   ,  wen n 
folgende s gibt s fu r  Je d e s  x  e  P   mi t   RCx )  n  N  ±  0   is t 

R(x) c M » / 
2*  áMě§S^S^§©SSš_5š3s§M2S§S2 .  Weiter e Betrachtunge n 

stutze n sic h áu f  de n folgende n Hilfssatz : 

(2,1 )  E s seie n  E   un d V   Hausdorffsch e topologiseh © 
Raumej  e s se i   R   ein e abgeschlossen e Untermeng e vo n E x V 
Es se i   Kc. y  kompakt .  Dan n is t   RCK)  abgeschlosse n i n 
E  .  Is t   (rc Y  otfen  i n  Y   un d gesattig t  i n Bezu g aiu f 
R ,  s o is t  .   R ( K ) n R í f r )   ofre n i n  R C K )  ť 

" " " " " • '  '   '  '  i *     ť 

B e  w  e  i s .  E s se i  x   ei n Elemen t  dei |  abgeschlosse 
nen Hull e vo n  RCK)  »  da s nich t  z u  R(K)gehort .  Dan n 

lieg t  de r  Punk t   l%,&]   fu r  jede š   heK  ausserhal b vo n 

fe   ,  sodas s e s ein e tímgebung U   (x\k)  vo n  x   i n  E 
und ein e Umgebung  V(&)  vo n  <h  i n  V   gib t  derart , 
dass  U(x ,4 )xyC4 )   fremd *  z u  R   ist .  E s gib t 
Punkt e  ^ ,  * » K e K  al t   l/í̂ ,)u... u l/(^ v)oK ,   ,  wi r 

ť.:'ť :   .   ,  —  ;"4'. ,  —  ť   ; 



wihlen ein  \ e R(K)f>  U(xŤ'ki)a...nU(x,km)i es gibt also 
ein 4 e eK   9 so dass  (4r;fh0)€ R . Da -fe0 € K , so 
g i l t ^ e  V(^) fur ein passendes -t . Es g i l t also 
Lk,K]e K n fUCx,4^)x VíX^) J t w as einen Widersprueh 
erg ibt. Die Menge W i st also abgeschlossen in £ © 

i 

Um de n zweite n Tei l  de s Satze s z u beweisen ,  weise n wi r 
zunachs t  darau f  hin ,  das s e s gilt : 

RflO-RCGOcRCK-G-) 
fu r  jed e Meng e  & c  V •  E s se i  weite r   Q gesattig t  i n 
Bezug au f  R  un d e s se i  x  e  R(K-G- )  -  Dan n is t 
R(x )  r » (K-(r )  +   0 ;  e s ergib t  sic h als o zunachs t  xe RCK) 

Ware nu n R(x) n ( J +  0  ,  s o konnte n wi r  (mi t  Ruc k -  , 
šich t  au f  di e Sattigungseigenschaft )  darau s folgern *  das s 

R(x)c ( r  j  da s is t  jedoc h unmoglich . 
Es gil t  dahe r   K(x)cY~Cr ,  s o das s x e E - R ( & ) 

Wir  habe n als o di e Beziehun g RCK)  -   R(&)  ~ R C K - & )  oe «. 
wiesen .  D a K-G "  kompakt ,  is t  di e Meng e RCK)  ~  RCCř ) 
abgeschlosse n i n £  ,  dahe r  RCK)  n R (G)  offe n i n 

R i  K. )  * 

(2,2 )  E s seie n £  un d  Y konvex e Raume,  R  ei n 
abgeschlossene r  Unterrau m i n  ExY .  E s se i  y  Vere i  -
nigun g eine r  wachsende n Folg e vo n absolu t  konvexe n un d ko m * • 
pakte n Menge n K ^  »  E s se i  B c E  absolu t  konve x un d 
kompakt ,  Dan n gib t  e s ein e naturlich e Žah l  n  "un d ein e 
Žahl   X>0 derart ,  das s Bc^RCK-n, )  „ 

B e  w  e  i  s  .  Wi r  bezeichne n miť ;  E a di e linear e 
Hull e de r  Meng e B  un d betrachte n di e Topologi e  bí au t 

?  Ee »  erzeug t  durc h B  al s Eihheitskugel .  Folglic h is t 
C £0 , ^ )  ®i » Banachraum .  Di e Meng e j R CK^, )  is t  abg e -

schlosse n i n Bezu g au f  di e topologi e -t t  de s Raumes £  . 
Wir  zeigen ,  das s di e Meng e R C R ^ A £ o abgeschlosse n 
is t  i n Bezu g au f  di e Topologi e - ^  •  Tatsjíchllc h se i 

X, e E B ei n Punk t  de r  abgeschloésene n Hull e de r  Meng e 
i  RCK/n> ) n £ 0 be i  de r  Topologie \    ̂ •  jis t   U ein e be ~ 
liebig e -u.~Umgebun g de s Punkte s   x0'^  , s o folg t  au s de r 
Kompakthei t  vo n B  ,  das s   Uo x p *• « B  fu r  ei n £  >  0 • 

šichtba r  ist ,  s o is t  auc h 
Ury R C K ^ )  nichtleer ,  als o X 0 €  R  (  K^ )  n  £ 0 „ 

,** ^ mm , •  



Dennaeh bilde n di e Menge n RCK^In Ea ein e wach8end e Fol -
ge abaolu t  konvexe r  un d abgesehloaaene r  Teilmange n de a Ba« -
nachraume s (£«,& © )  *  Wei-.lgaten a ein e vo n dieae n Menge n 
mnaa ala o eine n innere n Punk t  enthalten *  E a gib t  ala o ei n 

y c €  £« ,  |  ein e Žah l  6>Q un d ei n Inde x  n. f a o 
daaa ^ e + B c RCK*v )  *  la t  -& •  €  B f s o 

oj e +<3" B e  R  CK^ }  xmd auc h ^ e -<T B 6  R  C K ^ )  .  Infolj * 
ge de r  Symmetri e vo n RfK^ )  gil t  auc h - ^ a + ^ « R ^ K ^ )  , 
00 daa a 6 ^ = 4 *  fyt + PW+j; f-#<>+^' )  €  R<X„. )  #  E s 

gil t  dahe r  B c ^ R C / O 

Jetz t  konne n wi r  de n Hauptsat z auaaprecben : 

(2,3 )  Satz :  E a aeie n £  ,  Y zwe i  konvex e Raume;  da * 
bei  ae i  £  vo m Typ e (&)  * ,  weite r  ae i  V Vereinigun g 
eine r  wachaende n Folg e vo n absolu t  konvexe n kompakte n Men * 
gen*  Dan n gilt : 

(1 )  ia t  f ein e lin e ar e Abbildun g vo n £  i n Y ,  dere n 
Grap h abgeachloaae n i n £ x  Y ist ,  a o ia t  f atetig ; 

(2 )  ia t  o  ein e linear e Abbildun g eine a Unterraume a 
Y0 c Y au f  £  ,  dere n Grap h abgeachloaae n i n £ x Y 

iat |  a o la t  Q  offen * 

B e t  l i l i  Wi r  betrachte n zuera t  de n erate n Fall *  I m 
Satz e (2,l 1 werd e fu r  R  de r  Grap h de r  Abbildun g f ge -
setzt *  Man atell t  leich t  feat ,  daa a jed e Meng e M c Y g e «* 
sattig t  i n Bezu g au f  R  ia t  un d daa a R  (M)ff" i(M) 
gilt .  E a ae i  & ein e i n X  offen ě Menge *  la t  Kn ein e 
Folg e vo n abaolu t  konvexe n kompakte n Teilmenge n vo n Y der 4 
art ,  daa a Kttc K*i+4 u*" 1 YMOK^ ,  a o ergib t  aie h 
nac h (2,1) ,  daa a fu r  jede š K̂ ,  di e Meng e f ' i ( 6 ' ) nf*(K n} 
relati v offe n i n fmi(lQ iat *  la t  nu n B c £ absolu t 
konve x tan d kompakt ,  a o ia t  nac h (2,2 )  fu r  pasaend e tt ,  X i 

B c / ^ C A K ^ )  *  Di e Meng e 5n £*''(&).  la t  dé l 
her  fur ;  4ede a S  relati v offe n i n &  »  aomi t  la t  -f" 1(&}\ 
óffe n i n £  '  .  i  gemSaa éQT Definitio n de a Raumee vo m Typ e 
Cc) .  * 

I m zweite n Fsll e aetze n wi r  wiede r  fu r  R i m Satz e 
(2,1 )  de n Grap h de r  Abbildun g g «  E a ae i  G"  offe n i n 
X> £ft~gJMjBtÍBft|ta .  y offen ě Meng e H  derart ,  das 4 



1 7  H n X ,   ,  Wi r  bezeichne n  H  »  H+9"' '  CO)   ,  s o das s ' 
M  offe n i n y   ist .  Man bestatig t  leicht ,  das s  M  ge « 

sattig t  i n Bezu g au f   R   ist ,  Wenn wi r  nu n zeigen ,  das s 
q(Cr)- R(M)  ,  dan n is t  nac h (ř,X )  di e Meng e 

RCK^n^fG )   fu r  jede š  «   relati v offe n i n  RCK«. )  , 
und wi r  fuhre n de n Bewei s i n derselbe n Weis e z u End e wi e i m 
vorhergehende n Falle .  U m di e Identita t   9  CG" )    RCM)   z u 

beweisen ,  maohe n wi r  un s zunachs t  klar ,  das s e s offenba r 
gilt :  gCfr) c RCG) c R  CM)   #  E s se i  x e R C M)   «  Dan n 
gib t  e s ei n &e H un d ei n z eg'* CO)  ,  s o das s 

[x,Ł,+*J e R   *  Ba s besagt ,  das s 4  +  x e Y  un d 
X s   ^(-fv-t-x)  #  D a  k+x ,  €  y *   un d auc h *  €  K   ,  s o is t 

4  €  V ;   f  dahe r    k €  <x  .  E s gil t  als o x = % CA,-tsc)^g<^)eCG) 

(2,4 )  Korollar :  Jed e atetig e linear e Abbildun g eine s 
Haumes  au f  eine n Rau m vo m Typ e  Cc )  is t  offen . 

B e w e i s  ť  Da s Korolla r  is t  ein e unmittelbar e I 
des zweite n Teile s de s vorhergehende n Satzes . 
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