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Commentatione s Mathematica e Universitati s Carolina e 
1,  4  (1960 ) 

BI0ETK030N.AL SYSTEMS AND BASES I N BANACH SPACE 
(Preliminar y Note ) 

Jir i  VANlCEK ,  Prah a 

I n al l  thi s pape r  B  denote s a  Banac h space ,  { x ^  - f ^ ) 
a biorthogona l  syste m i n B  ,  (i.e.x^eBj/^eB ,  fi<*j>-  °y 
fo r  i*j''  an d $*(*«,)a A fo r  or -.  4,%,...) suc h t h a t I x ^ } 

i s  fundamenta l  i n B  (i*e .  [{x^fj -  B  ) •  Th e sequenc e 
{**v }  i s  th e Das e B  »  i f  Z  f„.<*>An ,  *  X  '  • 

y "*-"- *  4 ft, 

THEOREM 1 . [14J : If;£/.> /I £ £ (x)x^\\<+«> => x = 

x^j i s the base & -

The consequence of results of N.S.Foguel [5J i s , that 
in the case that {*„.}  i s no base of B , no two of the 
Q Q + g # 

E„*£ B6<-£ &<*> 0 ,i±*iJZfi,^ UM**il<+~) 
xeB **-*4  % xe& M.*A  ^ H 

E * £ (M^lltLM^^^)t E «£ -OiWlX &<*)xjl==+o*) 

ar e coincident -  N.S*Fogue l  ha s prove d tha t  E z an d E ^  ar e 
th e first -  categor y i n &  i n th e cas e mentione d above *  Th e 
generalizatio n o f  thi s resul t  give s th e followin g theorem * 

*  cP ' 

THEOREM 2 o [l4 j  J  I f  - £ C.  # •  -  0  onl y i f  C± «  C? 
fo r  t  *  4,2,,... ,  the n th e se t  o f  thos e x  e  D  >  whic h ca n 
be represente d i n th e for m x = X  c ^  -M ^ ,  i s  th e firs t  ca -
tegor y i n itself *  "X--4. 

An i r  finit e semimatri x T -  (t±j)i*4Z l...la calle d quas i  -
consistent ,  i f  Jfcrrv X  t&j  s 4 f̂o'r'al l  A  =  4  £,...« , 

Thi s conception.is'mor e genera l  tha n th e s o calle d 
Toeplitz '  matri x usuall y employe d fo r  summabilitatio n o f  in -

00 • 

finit e series *  I f  ther e exist s < T £ .  •  y : fo r  al l  i, 
and wm, X. t;j  ty: •  ̂  ,  it f  i s  sai d tha t  th e sequenc e 
{ ^  J  converge s t o ̂  accordin g t o th e semimatri x T 
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and w e shal l  us e th e denotatio n CT) &rrv  n*^ ~ y  «  Ther e 
follows :   *"*ť " 

THEOREM 3 .  [15 ]   :  I f   S   i s a  quasiconsisten t   ;emima 
tri x an d (T)JÍE .  C ^ x ^  « x  fo r  an y numerica l   sequric e 
{C^ }   ,  then *  Cn=fn(x)  fo r  m,*4,l,...  . 

I f  {tn}  i s  tota l  i n  B ( / 1 t í x )  0  foř*i = i,Z,...=>x*0) 
and i f  fo r  th e quasiconsisten t   semimatri x  T   i s 

(T)Z  /«.Cx)X Tt  =  <y  ,  the n  ^  =  A 

THEOREM 4 *  Łl5 ]   :  I f  fo r  x  €  Ł   onl y a  finit e numbe r  o f 
element s o f  th e sequenc e  {Ł .  C* )  J  i s  equa l  t o zero ,  the n 
exist s a  quasiconsisten t   semimatri x  T   suc h tha t 
(T) Z f„,(X)X<n,^X . 

An exampl e ma y easil y b e foun d wher e i t  ca n b e shov m 
tha t  th e assumptio n o f  th e finit e numbe r  o f  zer o term s i n 
th e expansio h o f  th e elemen t   x   fro m theore m 4  i s  substan 
tial .  I t  i s  b y n o mean s  clea r  whethe r  thi s assumptio n ma y 
be omitted ,  whe n th e totalit y o f  th e sequenc e {fnÁ  i s  r e 
quired * 

Let  u s denot e H%  th e Banac h space ,  th e element s o f 
whic h ar e functions ,  holomorphi c fo r  lz\<€  an d conti 
nuou s fo r   Izl á A  ,  Wit h th e usua l   algebrai c  operation s 
and th e nor m \\ f  I I    '"v™ ť  I  /  fe)  I 

**ť *  {/t'n\  b e  a   decreasin g sequenc e o f  reá l  number , 
convergin g t o 1 .  Le t  \  b e a  stric t   inductiv e  limi t  (4 J 
of  th e space s Htt  ̂ ť  I t  ma y b e show n tha t  th e power s 

^ 1 , 2  ; .. .   Í  for m a  basi s o f  th e loca l   conve x topologi 
eal  spac e \  (whie h i s o f  cours e nonmetrizable) ,  bu t  n o 
basi s o f  th e Banac h spac e  H 1 a Th e questio n o f  th e exis 
tenc e o f  a  bas e i n  H. ,   remain s unreplie d a t  present ,  Th e 
metho d o f  findin g thi s bas e b y mean s o f  bas e i n th e spac e 
of  harmoni e function s i s  ineffectua l   Ł13 ]  . 

'   Furthe r  ther e ma y b e proved : 

THEOREM 5  [l7 j  :  Le t  b  b e a  separabl e Banac h space . 
The n ther e exist s a  subspac e o f  th e spac e H1  isomorfi c 
(algebraica l  an d topological )  wit h  E> ť 

Therefor e an d fro m th e generalize d  James '  resul t   3 
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ther e f©11  ©ws  / 

ŤWš(mm  6  [17 ]  :  Ther e exiat e n o unconditiona l  x) baai a 
i n th e apae e J ^  • 

Let  u s denot e  S^M    X   j ^ M  xj  #  i t  i a usefu l  t o 
inreatlgat e aue h sequencea^íher e eithe r  s wOO i a th e be8 t 
appreximatio n o f  th e elemen t   x  b y mean s o f  th e element e 
f  ro m  [{x ^  } ^ \ ]  ,  o ř  th e reaidu e  x    s  ̂(* )   & s *** * 
beat  approximatio n o f  th e elemen t   x  fro m  [{xz}^^*^   • 

0EPINITIC H  J í  6 ]  :  Le t  {x^ }   b e a  fundamenta l  aequene e 

1 B  5   ,  eompoae d excluaivel y o f  nonaer o elemente .  We the n 
aay tha t   . 

1)   { x^ }  i a approximatin g fro m th e right ,  i f  Łq r  an y 
number ®  :   t. ,  ,... ,  t ^ V  ther e i a ffX  ť ^ / / ^ X  Ł* »  t 

2)   {x^ }   i a wel l  approximatin g fro m th e right ,  i f  fo r 
any number e  t,,* ,  V   a» a  t^ M f  0  ther e i a 

3)   íKX  i a approximatin g fro m th e lift ,  ̂ f  fo r  an y 

numfeer a  Kt~*  t  ú  ther e l s "J"*̂ *** *  M  " ^  t x*  «  > 

4)  {x^ }   i a wel l  approximatin g fro m th e l e n ,  i f  fo r 
any number a  t* ^  ,... f  t s ,   V t  <:,S "   an d t A *   0  ther e 

5)  {**, }  i » approximating ,  .i f  i t  i a approxifcatin g ai 
mnitameonal y fro m th e ief t  an d righť j 

6)   [xn]  i s  wel l  approximating ,  i f  i t  i a wel l  approxi 
matin g aiaultaneouel y fro m th e lef t  an d right . 

tHEOKElf f  6  [l6 j   ;  A  aequene e  {*«, }  nonzer o element e o f 
Ł  i a approximatin g fro m th e right ,  i f  an d onl y i f  ther e 

exiat a a  aequenc e  {/* }   suc h tha t   {x«,,/ ^  J   i s  a  bier 
thogona l  ayste m an d  í l  S ^  // *  ̂   fo r  *i   4,Ł,.. . 

x )  I t  i a aai d tha t   {*«,}  i s  a n unconditiona l  bas e 6  ,  i f 
fo r  eae h x  €  B   an d eac h orde r   {ii. ^  o f   nature l  number e 
ther e i a  Ł    .  ̂ ^   .   x 

..  .'•;•. '   .      2 4  

|#&«M * 
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A sequenc e  {x^ f   nonzerc.element s o f  B   i s  approxi 
matin g fro m th e left ,  í f  an d on i   i f  ther e exist s a  sequenc e 

l^a j   suci l   tha t   j  *..« ,  t  / T V J   i s  ; .  b io r thogona l   sys té m an d 
jl^s^í  ̂ i  $ wher e  . 1  i s a n identica l  mappin g o f   b 

THEOREM 7   [l6 J  :  I f   {x„ J  .: 3 a   sequenc e  o f  non ze r o 
e lement s o f   B   ,  approx imat in g f  o m th e le f t  o r  r igh t   re s 
pec t i ve l y ,   t he n  {x«n. l   i s  a  bas e o f   B   0 

THEOREM 8   [l6 J :  I f  (x. nJ ťť fJ  a  bas e o f  3   ,the n exist s 
an equiyalen t  nor m  1j \\/  ,  b y mean s o f  whic h  /*n j   i s  th e 
wel l  approximatin g sequenc e o f   í' *  ř '/Z/ w 

THEOREM 9   [lo j  :  Le t   (x^ j  b e a  sequenc e o f  nonzer o 
element s o f   &, .   *  Then . 

1 )   1x*a, )   i s  approx imat in g  fron t  th e r i g h t ,  i f  an d on l y 

if iuncx)ii«f^x,r{^*jr*ti4^ ) 
2)   {  ̂   j   i s  wel l  approximatin g fro m th e right ,  i f  an d 

onl y if ,  f  urthermore ,  fix  ̂ i!<p   i "*'• ,  fjx^j ^  = *,+  *1  i s  valid , 
as soo n a s  g   e Ł { A ^  }  J a W  +> ,  J  ,  f   P x    Ł„ ,  T A )   . 

3)  {*<* }   i s approximatin g fro m th e left ,  i f  an d onl y i f 

4)   \^m.)  i s  wel l  approximatin g fro m th e left ,  i f  an d 
onl y if ,  furthermore ,  llx, ^  II <f>  (X >Hx^ r  L   "t ^1  i s  valid , 

as soo n a s   y  efíx ^  ji?42  *  ^ ' ^ !  W A) 

í  Fro m th e followin g generá l  treore m ther e foilows ,  tha t 
ther e nee d no t  exis t  a  bas e approî iiiiatin g fro m th e lef t  i n 
each separabl e Banac h space * 

THEOREM 1 0 [l6 ]  s  Le t   {**, }   b e a  bas e o f  the ,  spac e 
ÍZK.QJA/"  an d  n,  a  natura l  number .  The n ther e exis t  tw o 

element s   ; .  suc h  that* i 

| |4-snC4)í l> ] |4-V| |- #
 ; 
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