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UEBER ZYKLISCHE n - SIMPLEXE UND KONJUGIRRTE
RAUMVIELECKE
Miroslav FIEDLER, Praha

Es ist dcr Zwcck der vorliegenden Arbeit, einige Ei-
genschaften der sog. zyklischen n-Simplexe im cuklidisch-
en Raum zu untersuchen. Weil in den zyklischen n-Simple~
xen ein bestimmtes Raumvielecck (mit denselben Eckpunkten)
eine wichtige Rolle spielt, wird zuerst der Begriff der
Konjugiertheit von zwei Rauvielecken eingefuhrt und sei-
ne Eigenschaften untersucht. x)

l. Konjugierte Raumvielecke.
(1,1) Definition. Es sei { /f\” Aay veen A,,.,, ,4} eine

zyklisch geordnete HMange (vgl. 2 , S. 294) von n +1 line-
ar unabhangigen Punkten im euklidischen n-dimensionalcn
Raum EW . Wir nennen diese Menge, zusammen mit der
Menge der » +41 Strecken Aq Az ’ Az Ag,‘AZ Al.'n re g A‘ + A«

das Raumvieleck in E% und bezeichnen es mit ‘

V = <A11A2..7'-" A%M > .. Die Punkte A;, sind Eck-

punkte von / , die Strecken A; A,,, Seiten von V.
Es ist klar, dass jedem Raumvieleck <Ajs,A, -5 Asss’

cine zyklisch.geordnete Menge von M + 1 Vektoren

) ot 51 O ) - o
{e,q . 5 R ”,. 4*1} zugeordnet werden kann dcrart, dess

o= /\5’,}\5‘,’ (mit A, ,, = A, ) gilt. Also
ist if' a7, = 0 und beliebige . (w1 < 7 +41) von den
Vektoven* ™" Yy g Vg ey Vi ey sind linear unabhingig. Ist
umgekehrt /(1)‘1,1!3;-“7 Ve ;4} ~ eine zyklisch geordnete
Menge von my+ 1 Vektoren im e, fur die

;*4 v, =0 gilt, und sind

| e s e e e e o 0 e e o e 3

x) Alle in dieser Arbeit auftretenden Zahlen sind recll..
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beliebige i < +. +4  von den Vektoren 7,7, .., 2"

linear unabh?ingig, s0 gibt es in F ein Raumvieleck

<A LA AL,y 80 dass 1P o= AL AL gilt. Bs ist
auch Ll*\r dass - falls einer der Eckpunkte (z. B. A, )
als Anfangseckpunt angesehen wird & die Giramsche Matrix

M o ey, 4 »)  von diesen Vektoren die charalteristische
Eigenschaft hat, dass sie positiv semidefinit vom Range 7.

ist, wobei My = U gilt, wo - der Spaltenvektor mit.

den Koordinaten 1,7, .., / ist. Umgekehrt ist in der
obenerwahnten Zuordnung durch eine solche Matrix ein Raum-
vieleck "4 ,~ , ., A, .,” bis auf die Lage in L., (d.h.

bis auf Orthogonaltransformationen in £, ) und mit einem
Anfangspunkt eindeutig bestlmmt Es wird uns die Bezeich-
nung erleichtern, wenn wir elnn%?\Eckpunkt (hier A,) des
Raumvieleckes als den "ersten" betrachten, den benachbar-
ten Eckpunkt (hier ._A., ) als den "zweiten" usw., In diesem
Sinne werden wir das Symbol V= [Ae AL s Anya J ge~
brauchen. Man kann jedoch alle Deflnltlonen und Satze in-
variant gegeniiber dieser Vahl aussprechen.

| (1,2) Definition. Es seien V= A, A, . A, ,,"i.r’;"
= Lh, P‘z, , B Mi zwei Reumvielecke in [, . Das Viel-
eck VY, heisst zu V1 von links (bzw. von rechts) konju-
giert, falls fiir k= 4,7, ., n+1(A _,=A) A A,
seﬁkrecht zur Hyperebene /S‘k (bzw. /gkm) steht, wo mit
/%, aie aurch A, A;l Y A ., A, ., eehende Hyperebene
bezeichnet ist. :

(1,3) Satz. Es seien V,, ¥, Raumvielecke in E,.

Ist V), zu V, von links (bzw. ven rechts) konjugiert, so

ist \/1 zu V, von rechts (bzw. von links) konauglert.

Beweis. Setzen wir voraus, dass V= L8, B, B...]
zu V, = s..‘\f,a/\.f I . ¥ 1 von links konJuglert ist.
Dann ist fir k=1, 2,..., + +1 (wobei A, ,. = A, ist)
A ' - \ SH 3
A /‘i,“ 4 senkreeht zupy B,“i, o Bk.?):, oy b » Bl 1 2 Bis

Hieraus folgt, dass fur k=-,%,...,2+1 (mit kﬁ%; = B, )

£, B,,, senkrecht zuh, A, ,A A, LAALLGAL Ay v Ay A

steht 'ﬂ.so auch zur Hyperebene Ay durch Ay ,AUA
7 ‘r L e

k’zl’;oac7
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Somit ist \,i, zu \/J_ von rechts konjugiert. Der andere Fall

kann auf &hnliche Weise bewiesen werden.

(1,4) Satz. Zu Jedem Raumvieleck \/'7 in E, gibt es in
£, ein Reumvieleck \/ (bzw. Vs ), das zu ihm von links
(bzw. von_rechts) konjugiert ist. Sind V, V' zwei gleich-
zeitig zu V4 von links (bzw. von rechts) konjugierte Raum-
vielecke in E., y 80 befinden sich V und V' in einer
Ehnlichkeitslage, d.h. die zugehdrigen Seiten sind zuein-
a‘r_ldei:- paraklel und ihre Langen sind proportional. Die zu-
gehorigen Vektoren der Seiten sind entweder alle gleich -
sinnig, oder alle entgegengesetzt gerichtet.

Beweis. Es sei V =/ff"%1,f"\1;-'-,' A 4-41.Bezeichnen wir
mit @y ({=1,%,..., m+4)  Jgiejenige Hyperebene in S
die durch A. senkrecht zu A‘ A, vq geht (A, .. = AN
Hatten die Hyperebenen ¢J,. 2, ,;,_./1.‘,.“4 einen Punkt F ge-
meinsam, so wirde fur 1 = 'f s v+ PA; < VAL L, gel-
ten, denn P& &) und A; ist der Fusspunkt des Lotes
von Ai,. zu . Das ist also unmoglich. Auch haben <.,

Cyneo9 € a4 4 keine Richtung gemeinsam (sonst wirden
AL A, +4__in einer Hyperebene liegen). Also sind die
Punkte ki,- k \‘, Wy A= e, A ’7 " linear un-
abhangig. ES "i{st klar, dass das Raumvieleck
V, < I B, ,P)‘iL sy By ad (bzw. das Raumvieleck

Vo= DB, f‘, By B zu V4 von links (bzw.
von rechts) konJuglort ist. Sind nun V= LB, B, ... 8., .7
und V'=[E&,, B, ,. B, .,] zwei zu V, von links |

konjugierte Ragmv:telecke, S0 gllt layt (1,3) fur die Vek-
toren w; »B;, B, ,, und v, = Eb: l“ .4 der zugehori-

gen Seiten einerseits, dass 1 und v Zur gl_ei'cpen Hy-

perebene senkrecht sind und somit ist v; mit 1¥, para-
Y v, §e 4

llel, andererseits, dass 2> 1% = = 1% = {] ist. Es gibt
iz A4
also von Null verschiedene Konstanten ¢, €, . e, C, . 4
' - < Lol 5
80, dass’ w; = € vy o\ gilt. Hieraus folgt
vud 1 ‘ . ik SN R T
2 e-tane s da aber 2. =L die einzige
t=1 ¢ 1 :
lineare.Relation zwischen v, .., w7 ., ist, gilt ¢: =i

-~ 5 -
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A4, 4., -0, 7+ und der 3atz ist bewiesen.

(1,5) Sei 2. ein n=Simplex, ¥;, v, -, ", , 4 ein
System von- .+ vom kullvektor verschiedenen Vektoren),
die Jje zu einer (u~“%—d1men31onﬁlen Seite von 2. sen-
krecht sind. Es gibt positive Zahlen %, X, ... . der-

e .
art, dass 3 o o o=

s . 1

iz

gilt, dann und nur dann,venn die Vektoren "7y mit den zu-

= - <
gehorigen Vektoren der ausseren Normalen von <. entweder

alle gleichsinnig parallel oder alle parallel und entgegen-
gesetzt gerichtet sind. )

Beweis. Sind 7, &'y, ., , die (1o -7-dinensionalen
'Seiﬁen von <. und bezeichnen wir (1= T,..., 7L +4) it

toy’ (bzw. <3, ) denjenigen (abgeschlossenen) Halbraum
mit der Randhyperebene 4« , der Z2- enthdlt (bzw. nicht

i~ . P I
enthalt), so gilt il RS e
; (} G, = L. 5 oo -:..)“ = W,
3 = 14 i
i 4
dagegen fur Jede andere Xombination der Vorzeichen ist
o, +"l
y (¢

£ . ,
£ ),  unendlich und enthalt eine Halbgerade. Die

gerlchteten ausseren (bzw. 1nneren) Normalen (Halbgera -
den) konnen in keinem Halbraum epthalten sein, da sonst
die zur Randhyperebene dieses Halbraums scnkrechte und in

ihm picht liegende Halbgerade in ’\ ¢ (bzw. in
B CJL" ) enthalten ware. Dagegen enthalt jeder ande-
el o h e

re ('? mg““elne Halbgerade und deswegen sind die zuge-

horlgen ﬁormalen (Bussere fur (cuf)Plus, innere fur (E;)
Minus) in einem zu dieser Halbgeraden "senkrechten" Halb-
raum enthalten.

Wenn also €; 15 (¢ =1 1) die Vektoren der &us-
seren Normalen sind,; so kann eine lineare Kombination

,,»/‘

\T'QA; (e, “13 nur dann Nullvektor sein, falls samtliche

.‘.\‘. /i

¥

t i

4., dagselbe Vorzeichen haben. Zu den Vektoren (ﬁ ?')
gibt es dmgegen p051t1ve (oder negative) Zahlen ﬁk 80,
dass ;éw s (e W)= (‘ ist, wie aus den Eigenschaften

(7

AR | L _.6”



der konvexen Gebilde folgt.
(1,6) Es sei V,=[A,, A, - A, ein Raumvieleck

Som By - Moy e B B gyl [Be, 7 ¢in zu V4, von links
(bzw. von rechts) konguglertes Raumvieleck. Dann sind alle
Vektoren wooe B R (e ameds B = B) ent-

weder mit den ausseren Normaler, oder mit den inneren Nor-
malen der (r. - {bdimensionalen Seiten des zu V, zugeho-
rigen n-Simplexes gleichsinnig paral}g;. S

ES

Beweis. Folgt aus (1,5), da >, ¥ o= 0 giit.

(1,7) Sei V= LA, A, A .1 ein Roumvieleck
i 1% g e Lasgen wir_jedem Punkt X in  E, die Summe der
Quadrate p3 .X /A entsprechen, wo X, den Fusopunkt

fe 4 e

des von X auf /\; A' . gefdllten Lotes (und X /ﬁ' die
Entfernung von X, und /\ ) bedeutet. Bs gilt dann, dass
diese Summe fur den Mlttelpunkt der durch die Punkte A

LE T
_figjeuy ﬁgh+, gehenden Hyperkugel minimal ist.
Beweis., Es ist leicht nachzuweisen, dass fur
4 . VA
Ay 4;?.‘."‘% "’*“4 (Aﬂ,f)- A )lm DreleCk A /\1'41'X Z
& " - ” Jr— 2 ~—e Y
sy il Ay “ A e ey (A X~A. X
%4%x4:'ﬁ7qtﬁh <t “=‘“ | ﬁ rA@qu e /\H~ )u
gilt., Summiert man fur iz-4;£,-~, TRy y S0 ergibt
sich . . R e 2N L
wek A oen G, EEY =l R T Y, == A X )
5oy % VS ey (ALY A X
": Xg /3.0 w ‘L':. 4.’:.'.‘. 'A.~ %\\J 4 S Lf’/‘\,’ A-:f4 : . ) i )
Lrq I | . - i

woraus der Satz folgt.

(1,8) Ist > ein n-Simplex und ist eine zyklische
(orientierte) Anordnung seiner Eckpunkte F; (und somit
der gegenﬁberliegenden - (m ~T~gimensionalen Seiten A T8 I

z. B. o By v | P usw. , gegeben, so gibt es
; /N : N\
genau ein Raumvieleck — V=< AL A, .., A...) derart, dass

Aoin deeryperebene c2, liegt und A, A . zu

senkrecht ist., Dabei ist der Mittelpunkt der Umkugel von =
mit dem Punkt von Lemoine %) in 2. identisch.

U S ©03 S 2 € e O e e STP T oS N S8
t
1

%) Das ist der zum Schwerpunkt von 2. isogonal konjugierte
Punkt. Er ist z.B. dadurch charakterisiert, dass fur ihn die
Summe der Quadrate von seinen Abstanden von den (<_-’W~d1men—

sionalen Selten von 2. minimal ist. Vgl. }4}, Satz 25. T
w O



Wenn man. in derselben Weise ein Raumvieleck V' zu
ander'en zyklischen Anordnung konstruiert, ist V',
aus denselben Vektoren wie V gebildet, Jdchstens konnen
sie alle zu den entsprechenden Vektoren aus V entgegen=-
gesetzt gerichtet sein, x)
Anmerkung. Dieser Satz sagt auch, dass die Seiten Je-
des solchen eingeschriebenen Raumvielecks Strecken sind,

giner

die die Paare von je zwei parallelen  (m —4)-dimensiona-
~len Seiten des Simpléxes .. und des zum Lemoinschen Punkt
symmetrischen Simplexes < ' verbinden.

Bewels. Der erste Teil folgt sogleich aus (1,4). Der
zweite Teil folgt aus der bekannten Eigenschaft des Punk-
tes von Lem01ne (8.S.7 dieser Arbeit) und daraus, das in
(1,7) X A\ g101chzelt1g Quadrat der Entfernung des Punk-

~tes )K von J; ist.

Der dritte Teil folgt aus dem zweiten, denn dieser
sagt, dass die Lange der Vektoren von v , die zu «@q
senkrecht stehen, grosser ist, als die Entfernung des
Punktes von Lemoine von ¢»; . Fir die Orientierung der
Vektoren in V gibt es wegen (1,5) nur zwei MOglichkei-
ten. Der Satz ist bewiesen. 5

(1,9) Es sei V,=({A,, .., A.,,] ein Raumvieleck,

2] Payoriy Bipea ) ein zu V, von links (bzw. von
rechts) konjugiertes Raumvieleck. Sind @, die ( hudﬁ-dl-
mensionalen Seiten des zu V' zugehorlgen n-Simplexes
2. ( gegenuber /ﬁ ), dann gilt fur die Innenwinkel

-‘f‘-J von ¥, (\‘3 ( :L 9 ) /1n Z) .
/ > 1)44 )
(1) 0T G, = e 5 J-" ki
‘ i ¢ y (L J ) v ('U?' - '1/"3 ) ‘
wo i = E&,ﬁlgi (bzw. i% P, S ) bezeichnet ist..

Beweis. Aus (1,3) und (1,2) folgt, dass vy senkrecht
zu >0 ist und sus (1,6), dass der Winkel von ¥ und
t‘: (1. ;*_: —; .) f('g —— j{ 11 'betr'ég‘t.

X) Dieser Satz ist im Falle m=2 und n = 2 bekannt.
Vel. (8], $.165 und [9], S. 156.
- 8 -



(1,10) Es seien V, = qu,/Ez g-,An1,4,ﬂ Lﬁﬁ,llr./gﬂj

zwel Raumvielecke, wobei Y, zu V4 von rechts konJuglert
ist. Seie ' \
oy = l' ? s 7 A = E’ Bz 11 I/". = A e 4 Aufz.: A1 ) P\wi’ B")
die Vtholan der Seiten und seien A (Yh, a,)) B = ((/t,f;))
die zugehorlgen Gramschen Matrizen (o,; = 4,~"'” +4).

Hat die Matrix

‘/,7; ~ 47 (/'}, ()\{
‘ ; (')1 4,, - /.’, ey ) J -
(2) W ! (’177 (;, 47 chelel) ( / '
LAl Gt Oy <ens

die Ordnung 7. +/
dass die Matrig

, 80 existiert eine Zahl <1#’f)derart,

(3) | “\, ¢ 2/ B’ /
synmmetrisch positiv semidefinit vom Rang 1 ist.
Umgekehrt, sei fir eine Zahl ¢ ¥ O (3) (Mit Z
‘in (2))symmetrisch positiv semidefinit vom Rang 71 . Dann

. .A - $ ne . . .

ist /4 die Gramsche Matrix eines Raumvielecks

i TN / B o . P s s
vtx-:/u),Ai,-w,f\h,q ] in einen M -dimensionalen eu-

klidischen Raum &, , B die Gramsche Matrix eines

. / A= 3 i y
Raumvielecks V, =11, B, ...y b, . J dn, SEG
Y,

X,
A

, wobeil
durch eine passende orthogonale Transformation in ei-
ne solche Lage gegenuber V; gebracht werden kann, dass
es zu V, von rechts konjugiert wird. .
Beweis. Ist ¥, zu VY, von rechts konjugiert, so

r

gilt fur die Vektoren ;, 4, , dass:

' ' e Fo e e

(4) ‘ e e il o

fdr = ¢‘=4:ﬂ *«4 ist. Bezeichnen wir % 1l
oo 7 A 25 sy »V?'

)~ € : ﬂr + 1’) ."d'z' {1 = "-{r R ik 4 2 j‘;vw $ 2 T T )?
4 v i AL A

e o e t; J’j’ - l}

S0 gllt wegen (4) und e Dy 2 G , dass
T o1

¢, =g, dy=i=e et £ip 4= 4,5, A4A  ist. Also-ist (3)

die Gramsche M= trlx des Systems iy ;---y A, ,,; E;,H‘j I

und ist) symmetrisch positiv semidefinit vom Rang v .
Sei umgekehrt fir e % G (3) vom Rang » und sy-
mmetrisch positiv semidefinit. Da = Z--den Rang 7. hat,

- 0 -



wobeil Zd = O fur den Vektor mit den Koordinaten
1,4, 02 4 gilt, ist A vom Rang 7 und Aj = (0. Aus
demselben Grund gilt, dass B- den Rang % hat und By = 0

-

ist. Da )°‘. und- B positiv semidefinit sind, ist A die

. . . ] - 7 : 7
Graomsche Matrix eines Raumvielecks \/ = L"‘“A 5" /“,,,,» 3
und B d1e Oramsche Matrix eines Raumv1elecks

. [" . .
V' = f !’ » O ps J in einem 1 -dimensionalen eu-

li.dlschen Raum E.,V o Sei@,, 00009 Qn yq fi;,ﬁ-l,..., A4 4
eln System von Vektoren in E,,—;, , dessen Gramsche Matrix

5 s ' v 4 = (3 ] ) c

(3) ist. sus A7 =0 una Bj =9 rolgt

o A

B e STA - ~
Z. Doy = <l y ¢ y So dass a_.,2, ..., A _ ., Vekto-
’ 2 7 . 2. v+ A
a=1 R
. 1 . I e )
ren der Seiten ((‘L{_ : «A- A Y ) eines zu V, &hnlichen

ot 5 "
Raumvielecks \/. L"‘\, Al l’_\'“ 41 J und ,ﬂ j’; i ﬁ,“.,,, Vek=- ¢
b

toren der Seiten (F; - "‘; B.‘;r ;) eines zu V;_ ahnlichen

Raumvieleclg\s v, =[8,,2 .. P;,, ”J sind. Dabei gilt
A \ oo . i

{a,; , Arg =\ fir ,¢ f AR , so dass \é zu \/,

von rechts konjugiert 1ot. Der Satz ist bewiesen.

- (1,11) Zu jeder symmetrischen positiv semidefiniten
Matriz A der Ordnung e+ , die den Rang 2+ hat und
fir die A{ = O  gilt ( 4 hat die Koordinaten -
1, 2 PR 4 ), existiert gensu eine Matrix B so,
dass die Matrix aus (3) bei festem ¢+ 0 positiv semi-
definit vom Rang 7% ist. Ist ¢ # 0 nicht fest vorge -
schrieben, so ist B bis auf einen positiven multiplika-
tiven Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis. Folgt aus (1,10) und (1,4).

2. Orthozentrische und zyklische Raumvielecke.

(2,1) Definition. Ein Raumvieleck in E,, heisst or-
thozentrisch, falls das zugehorige mn~Simplex orthozent, -
risch ist, d.h., falls sich die Hohen des Simplexes in ei-
nem Punkte (dem Orthozentrum) treffen. . ,

(2,2) Ein Raumvieleck V,=[A,,A,, -, AL .1 ist
dann ung ur dann orthozentrisch, ‘falls f'ur die Vektoren
o = 'L\ /\L,,.,

: ~ AT

N by L



fur d ¥ - 1 5 2 ;:"/ d?: L+ 4 mecd (g o -z;;g', 42,0000 1(a 2:0'-'.5
gilt. Dabei ist das zugehdrige n-Simplex spitzwinklig =
wenn fur die Zahlen

(6) .'jf‘,.'t = (/4"1,1. L &’l‘.’\

ALt

b

- N ~rY a, = A e -/ C
dy >0 pir = 1M+ 241t rechtwinklig

g, wenn
fir einen Index k ':J'/-,.( = (> gilt und stumpfwinklig, falls
fur einen Index Xk :;'.'Jk < & gilt. Mehr als fur einen In-
dex kann d‘k nicht eintreten.

Beweis. Ist \/1 orthozentrisch und ist H  das zu-
gehorige Orthozentrum, so ast fur HA [ = U

(W2 2 Uy = Vil

fur 4-7 L F k . Deswe gen gilt fur

-j' 4, - 3 F 4 (4 3 1 mrd. (2, + 1) ! 0
L : SIS S M= )
U. s o ) = £ Yoy T M ’7f-— 4 301 e

J
1

Umgekehrt, sei

\/ | a‘}\)?‘ 0 ) + 4 -1, g F 4 j?k 1 + 1 mod (u + 1\/

Dann .gil’c, wenn man noch (il G )= €. schreibt,
D= (o, 2 Gj)= —dy 3 e = diyy
=1
also o, = d,?; + d otz ;
Es ist leicht einzusehen, dass fur = K
fv‘ ' (.,,44(4 +4+. +’)]<-af'“v‘f’: Pl ‘101/ ==

Rl R I P P T e
o S e L

gilt. Also hochstens fur elnen Index k ist '.“',. SO

cd, = G , so ist der Eckpunkt A, das Orthozentrum und

es gllt dass A, A‘,j senkrecht zu A, A; fir alle

1, g I t ok F o ‘4" 1, ist (es handelt s 1ch also um

ein rechtwinkliges orthozentrisches n—Simplex): je zwei
der i Vektoren ‘

x) Vgl. EB.I, S. 187, wo spitz- bzw. recht- bzw. stumpfwink-
lige orthozentrische Simplexe als positiv bzw. null- bzw.
negativ} orthozentrisch bezeichnet werden.

"111"



0, [ d,, + o o= st e T + i 7 )
J&—q? k k (££ ‘1 t l"{'kfi + '?’m . (,Z' + + g _1))’
4 =~/ i mw VoL,
(Lk LP ( J'v"k'i + “M s T L’l ! + “’k ~ ) ~ p
S0 YA, o +a b e : = = VY
W ta, +~a$1‘4 + L * +¢, ,( 1L;kvgl+ L 0

sind namlich zueinander senkrecht.

Sind alle 4, ¥ ¢ , so ist die Zahl

(7) = g ¥
¥ =1
und - der Punkt
‘ (&C!:" o A
(8) o B i l

das Orthozentrum:
Es ist namlich fir v,y =1, .17

‘ — (‘!a Y C',{‘_‘ ? d:’) 3 §.d5,... 5 L“‘, () \

9) O< det ((wr iy = dall | : P . ,
()) O ¢ (‘. 2’ | ()-; ,dﬁ)a?'*alw,..,, 0; 0 =

A *’ - —— — Rt — — s
P }
3
e 4 ! ! N
Qt"q‘q . ey \ (,‘ U“ ; - Z d-}l{ !
- - Y r (8 “" '1'
:’J" A 3 ?" 1 i
§ [ [
AR 7 -3
und fur £

L. | e |
4+ G- layg+-o ab14+c@f»n+vaéq)J (e =1, me 1)

far 41 #&?'#-if , wie man sich wegen = leicht

uberzeugt. ‘ \

Tst dabed fur einen Index k :% < ¢ , so ist we-
gen (9) ¥ < 0 , s0 dass wegen (8) f% ein Ausserer
Punkt des zugehorigen Simplexes ist. Das Simplex ist denn
(vgl.[Bj, S. 187) stumpfwinklig. Sind dageger Qilczf \"

.80 ist ¥ > (0 und M 4ist ein innerer Punkt des blmple«
xXes, dasnspitzwinklig ist. Der Satz ist bewiesen.
- 12
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(2,3) Definition. Ein n-Simplex <. heisst zyklisch,

falls es eine solche zylklische Anordnung seiner o A)=3im
mensionalen Seiton gibt, dass je zwei in der Anordnung
nicht benachbarten (4.~ {)-gimensionalen Seiten orthogonal

sind. Sind alle ubrigen Innenwinkel (d.h. die den benach -
barteQ”Seiten entsprechenden Innenwinkel) spiltz, so nennen
vir . spitzwinklig zyklisch; ist mindestens einer von
den ubrigen Innenrlnkuln stumpf bzw, recht, so nennen wir
ﬁim stumpfw1nk11g zyklis ch bzw. rechtwinklig zyklisch. Das
zu einem spitz-, recht- oder stumpfwinklig zyklischen
n-Simplex zugehorige Raumvieleck, das aus den Eckpunkten
von fgn und den gegenuber den benachbarten Seiten liegen -
den Kanten gebildet ist, nennen wir spitz-~, recht- qder
stumpfwinklig zyklisches Raumvielecl:.

Anmerkung. Der Graph einés'zyklischen n-Simplexes
(vgl.[6j, S. 464) ist somit entweder ein Kreis, oder ist
in einem Kreis enthalten. Er ist ein positiver Kreis im
Falle des spitzwinklig zyklischen Simplexes, ein Kreis mit
genau einer negativen Kante (bei mehr als einer negativen
Kante ware der positive Teil des Graphen nicht zusemmen -
hangend , vgl,[GJ, S, 464) im Falle des stumpfwinklig zy -
klischen Simplexes und ein positiver Veg im Falle des
rechtwinklig zyklischen Simplexes. Es ist auch klar,,d:es
es zu einem zyklischen n-Simplex genau zwei (zueinander
entgegengesetzte) zyklische Anordnungen der {?n-f)~d1mon»

sionalen Seiten gibt, die die obenerwahnte Bedingung er-
" flillen. Beide Anordnungen fuhren zu zyklischen Raumviel-
ecken, die bis auf Orientation gleich sind,

(2,4) Satz. Ein Reumvieleck ist dann undhur dann
spitz=-,bzw. recht-, bzw. stumpfwinklig Aykllsch, falls das
zu ihm (von links oder rechts) konjugierte Raumv1eleck ein
orthozentris&hes Raumvieleck ist, dessen zugehoriges
n-Simplex spitz-, bzw. recht-, bzw. stumpfwinklig ist.

Bewois. Folgt unmittelbar aus (2,2). | :

(2,5) Sind die M +° 4 7ahlen '11 v(f17"'7<1ﬁ,+4
von Null verschieden und entweder alle pogitiv, oder genau

' b, Jp e



eine von ihnen negativ, wobei dann

A
p .-‘.‘_. 4{ ’!
L — & T e ‘-,‘,.‘ o .
6 = d; ist, s0 hat die Matrix
/ P') Z \
(lo) M i { ! (‘}
V2
mit
4 4 1 b
! ; ; 1y ¥l {1 Wy vy d,d ,' .t 1
{0 gt il . b \
; Lk, SR PR / i . / {( o
} i . . o o 1] 2 we G ‘. '2 RUTEEN (7 gLl o ,‘
e - f ] [
\ : I '—j7 k (';{,,' 4¢ l‘ w‘”"l‘«,f f;/ v,.___j':_:‘_‘“ - .{:-LM. — ;.‘_, RERY _)z - ..'.:).y /
; ; { ") i oA
el C-"l,_,'1 , {/ s df;_’r",,ﬂ ‘ L {n +'1/

-~

und mit £ aus (2) den Rang % und ist positiv semide~
finit.

Beweis. Bezeichnen wir mit F die Einheitsmatrix,
mit & die diagona}e Matrix mit den diagonalen Element-
en /’A : d’,l % c Hie w A s mit ‘:' die Matrix
(der Ordnung =+ 1 )

I8, Al L, T | R

/ 5 7 4 - \ /
1] 3 i
!~ 3 i
;,. 0 S, () | _ (l ’}
L} 1
@ { ': . l !
IS T e ] | i g s | I
e i i /3 | e i
Tl B I /
L
1 ? ”: [ I / 4 /
' Ll 4 ‘.‘,’ y \) / 3

i !

Dann ist { {, usw. ist die transponierte Matrix)

[CE -y D (E-C'), £ n
4 / I

Da aber _ i VY

gilt, ist

-
3

™
-~

FRCE = Lk
- N

/ N v. t“"1- LN - ] s
Wegen (D P 34 £ %1M¢)1‘~f7 =
der Rang von r? hochstens gleich "o Dagegen sind nach
(9) die Hauptminoren von (F -C) D (&£ - der

I




Oednung 1. 24060, M posn.ttv. Der Satz ist bewiesen.
(2,6) Ein Raumvieleck —'—f.A..,Azr--a A,.'LH]
ist dann und nur dann spitzwinklig zyllisch, falls es posi-

tive Zahlen 1, p,,. T gibt derart, dass fur die
a4
e - \ oot &
Vektoren a;: A, A, e e 1A, A una .~ ‘zi"i'« i
(.. R ) oz, - LL T ;’]’; ?

o -
e 7

(11 (R, @)= T{L oo (o= 1)

£ilt, Es ist dann und nur dann stumpfwinklig zyklisch,

falls es Zahlen [, , fi, ;-5 1Y, 4 - gibt, von denen
gengu eine negativ ist, alle anderen positiv sind und .
- -’9 \ !

(e = ; \ ’

,!..‘-1 tw = ,h’< 0 ', wobei wieder die Beziehungen (11) gel-
ten.

Beweis. Folgt sogleich aus (1,8), (2,2) und (2,5),

wenn d = ﬁ gesetzt wird, derm P, G in (10)

sind dann die Matrizen des orthozentrischen Raumvieleck-
es und des Raumvieleckes aus (11). : >

(2,7) Satz. Ein Raumvieleck V= [IAq ; A*. T A:nwt.j
ist “denn und nur dann spitzwinklig zyklisch, falls es po-
sitive Zahlen ti,, fl,,.. s -[tsm. .4 gibt, so dass fur die

Entfernungen (A, , Aa. S ) ‘

(12)5;‘-1(/\-. Aé.)'“ ~-~~(h L, ot +ﬁ},)t’ﬂ L O */,,,14 g“uf
eyt vt fegs

mit 42 = 2., L. gilt. Es ist dann und nur dann utumpf-

4,—.!

winklig zykl:.sch falls es Zahlen ., iy, -y floya
gibt, ,von denen eine negativ, die anderen positiv und

127 ;< O ist, wobei wieder (12) gilt.
Beweis. _Da in der .Bezeichnung von (2,6)
‘)“ (;«;,A /...n, Qy, tth By, O+ Oy, F +(2 wa)

gilt, genigt es zu zeigen, dass (11) und (12) aqulvalent
sind. Das bewelst man aber leicht z.B. durch Induktion
nach j -1 .

Anmerkung. Aus der Deflnltlon des rechtwinklig zy -
klischen Raumvielecks folgt, dass das zugehorige n-Sim-
plex dasjenige rechtwinklige n-Simplex ist, dessen

w 15 =




samtliche zweidimensionale Seiten rechtwinklige Dreiecke
sind und von dem in (5} (Satz 32) bewicsen wurde, dass ocna-
logisch zu (12)

WA \ )
‘\ \\.:’At 49 4/‘\;’ ,} - ’ oy - '{"'wf; l

fur irgendwelche voneinander verschiedenen Zahlen
Moy ; Aoy 5 300 g Aln gilt.

(2,8) Satz. Jede " -dimensionale (»r. 2 2)Seite 5.
cines zyklischen n—Simplexes\Zi' ist wieder zyklisch, und
zwar von demselben Typ wie 2 (d.n. gleichzweitig spitz-,
stumpf~- oder rechtwinklig zyklisch). Dabei wird die zylll—

—

. b ’
sche Anordnung der Ecken in 2. durch diejenige in =
induziert. '

!

Beweis. Sei V= LA, , A, ., A das_zu 2. zu-
0ohor1ge zyklische Raumvieleck und seien
./-1-,._; /k "'/A-l« (k LA, i K ) Eckpunkte
der Seite ' . Es ﬂenugt zu zeigen, dass ‘\/f£'§"A{1; Au )
. f”~,;4 ] ein ZY&%} sches Raumvieleck im "uﬁehorlgun
Ti~dimensionalen Raum £ ot A8t Tat v rechtwinklig zy=-

klisch, ist das Resultat bekannt ( i5], Satz 33; vgl. die
Anmerkung nach (2,7) ). Ist > spitz- oder stumpfwinklig

zyklisch, so existieren nach (2,7) Zahlen fl..f,, -+, Tom =1
(im ersten Fall allc positiv, im zweiten genau cine nega-
ek ’
tiv und v = za fi, < 0 ) go, dass (12) gelten. Bezeich-
nen wir ky-4 ':',c».'!
2 e G 2 R
K=kaq K Kz
e Ve cae A4 AL 4 ,{";_" D SR S ) = (] " .
‘_;‘k;“ iy l 1 .f",-.. eat e e 4 A e 41
: x nre g
Da 4v= >  Au. = 2 9s = 4 »» 8ind entweder alle Zahlen
4 w4 ' _ h L 4 Y Y

4; positiv (im ersten Falle) oder ist genau eine Zehl
G4 eegid) (diejenige, in deren Summe im zweiten Fall die
negative Zshl 41, auftritt) und 4 < O gilt.

Aus (12) folgt nun, dass fur T ;
Dy e S Tl o g \
57 \/ :‘k AI; ):- .i- ((, i (‘ . ¥ 1 r}}? i )<f/.:1' + -4 i S + 17% :/ %Y

> zyklisch fon demsel-
ben Typ wie 7. ist. Der Satz ist bewiesen
MR
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Bevor wir den Hauptsatz (2,10) uber zyklische Raum-~
vielecke ausspre\chén, werden wir den folgenden algebraisch-
en Hilfssatz beweisen:

(2,9) Es seien €4, Cy,e--, €,
Zahlen. Bezeichnen wir als eine "zu-lassige" Losung

des Systems
Xq O, +X e 3 X, )= X, L4

(2 3) positive

xc/ } x?') '.')x"'rv

(;(4 + X, + .0t X,, ):r Xo Ca 3
(13) . T = -
X (xy bx, b KT Xe Cam 3
A, 1

Hy.ve9 Xy positiv sind

fur welche entweder alle X, Xj.-

(und dann ist x_, #7), oder genau eine von den Zahlen

gy Xggomer Xan negativ, die anderen positiv -sind und

- Y2
> %, <O ist (dann ist X,= -7 ). Dann gilt:
=4 >
1° Ist flir irgendeinen Index Kk, 7T & Kk =,
7 —— N ’l’}f —— (."Z_‘
Vo, = =, Ve oddr ¢ = 2 4o
ik e

S0 g,lbt es keine zugelassige Losung von (13).

2° Ist fiir jedes k = 4,2, ..., M

.~ m‘( ’_,4. -
Vom - ; vy -
(\- L ndiiimme.: a a 'J

! ~t A
3 3': -t
und gleichzeitig a¥k N
6, F o L,
itk

so existiert genau eine zulassige Losung von (13), und

zwar ist diese Lesung positiv, falls fur jedes
k., 1<% k £ v, ,

T e, < Z ¢;

[3
2*"
gilt, und nichtpositiv (mit X.=~1), falls fir ir -
gendein k . ,
I N \> C .
e e
7k -

gilty. Im letzten Fall ist das  zugehorige ><k e,

Beweis. Wir konnen annehn}(en dass
(.o} < (’/4 ;(':‘. (4 -—d = (ﬂ)‘u CORTS

(14) ARk



Setzen wir voraus, dass X Ko a 3w Ky  €L1E vZUS

. (e} 2

lassige Losung von (13) ist, und bezeichnen wir mit X die

Zahl
_’l?_l:‘
(15) X i LR
t=1
Wir werden zuerst einige einfache Behauptungen be -
welisen. ( :
B.l. Ist x, =4, s0 gilt (< X; &€ X, &« £Xn
Bewcis. Folgt aus (X} - X,) (><34--~ +X, )= C, - Cyq usw.
B.2, Ist X, = 4 , Bo.gilt X; < X  fur = = Aupmn-a,
Beweis. Falls fur v <Vt  xX; 2 X gilt, so ist
2x = ;{: X, > Xp o+ X R LX, 2 X.
B.3. Ist X, ‘:“ p , 80 gilt fliir = = A, e, Vs 4
‘ Xy = X = VxE < Co -
Beweis. Die 1-te Gleichung von (13) kann man in der
- Form X: ~ 4 X o = C - sclf\ig.‘eiben.

/.-,E.,,.._.. | | ’
B- 4«0 Die Funktion Mo ¥ ,‘\ ~ ([' /\L))

tervall (Veo, @) ab.

nimmt im In-

- . 5 \e . o
B.5. Es gibt hochstens eine zulassige Losung von

(13) mit xX_= 1

§

Beweis. Sei MY, =1, Y5 -oe) Ym —eine andere zulas-

sige Losung von (13) und sei -fg -7 = Y.

x ¥ n4. (sonst wire 4, = X, fir 1= ,.
B.3 und Ay, = X o Ist! X\ Y
B.4 und B 3 , dass x; <4y, fur <
Dann kommt men wegen ‘

80

A

i

9 v

ar. 2 [
., v » = 42# i J .
(16) A SR T = X, X
4= 1 ! ‘i 5 -
i : T . »
und analogischer Relation fur /4, ..., ifs -4
P o
et o '
X R e Ry P
t‘./*" gl L 4+ Yi . Ebenso fur x
‘ (::t :" l h */4

K . / A\ /‘!
Beb,  Ist: X, "= A SR ok o o
gl A e, X L0 s Parner @it - o,

V),

i 1 et

. Dann ist

> - A nach
folgt aus

, m - gilt.



Beveis. Ist X < LC(M1sk & m "’7) und *. > O
. d

ur alle gF kK, 1< 4 £ g0 ist

1N ’ o

)(

Z 2, € =-> X, < O

EEE ' < 3:1 . '

¥k PRI AT . Hieraus und aus (14)
folgt

4*k . Also k » 1'“’.

Boe7. Ist x, = -4 | so ist fir 4 = 4,-.-» 0 =1
X, = X +Vx*4 e o,

)ﬂ = )( aan \/A ~+ c”x L

v

Beweis wie in B.3 mit Rlcksicht auf B.6 .

Be8. Ist ¢ > 0 | so ist x + Vx"+<¢ wachsend.

B.9. Es gibt hochstens eine nlchtp081t1ve zulassige
Losung von (13).

Bewels. Wie in B

5 . -
B.10. Ist x, = 4 , so gilt = ¢, > C,. . Ist
’.*_....'-4 4 =4 .
x.,” = /1 , SO gﬁll't ;2“ Ca < can .
A 4

Beweis. Folgt =us (16).

i B.llo ES iSt w-~:‘ C-i 4: ck 7 k = /7? "ttt n”.
‘ >y
Beweis. PFolgt aus B.10 .
2:1;4
B.12. Sei ¢, < /{'4 Ci . Dann hat wenigstens
eine der Funktionen : v /_”“_,
| @ (x)= (0 ~20x - 2 Ci o
i .31 3 ﬂ;\" e
@ (x)= (m -2 x+ VxZe, ~‘_27 Voo
2. s

eine positive Nullstelle. v
Beweis. Es ist ¢, (Vo )= CP (Ve,. 7, wobei fiir ge-

nugend grosse X o, (m <G, g (x) > 9, o gilt ées
ist asymptotisch g (x)~57 (2. Ci = Cm })e
ica
B.13. Set et oy
Vi, £ 2 Ve, B e R
PR e a1rv (=1 1
und



Dann hat die Funktion '

gy

& FE RS A \
Z, (1) = (' ‘._,,,X sl Y PG e \/X» o
> % L= 1 \
mindestens eine negative Nullstelle.
Beweis. Es ist 4, (&) > ( , wobei fur x -—» ~ ©¢
asymptotisch
A
s :
(Yol 2L 0 he ) <O
“oa 2k rea gilt.
.,‘.‘..4
B.1l4. Sei Ve, = o2 Ve, . Dann hat ¢5 (x)
it =4 ¥ 73

aus B.13 keine negative Nullstelle.
Beweis. Durch vollstandige Induktion folgt leicht fur
positive Zahlen k.,. -, k, (s 2 1) die Ungleichheit

k./" )2 o 17

- jra ey A% 2 LN
/\ (\" Tk P Al = v it

i a / =

wobei die Gleichheit genau fiir & = 7  cintritt. Far

xo <L 1st somit N o L oo
- e g Sy N e e
{Vx*e ;4 *(} < | W Vool 1 X SVXT+0 + Xy
also Lo ) g 0)Far

Nun werden wir den Satz beweisen. Aus B.3 und (15)
folgt, dass positive zuléssige Losungen nit den Losungen

a : A ( | e - )
es Systems e o o L R o S e ]
N ?, 4
X, = X +FEVxFoe,

¥

> X, = X,
T

v A

£° = 1

&
identisch sind. Nichtpositive zulassige Losungen von (13)
sind nach B.7 mit dengenlgon Losungen des Systems

DA 'I‘/..* M-;- -y (L = ’f,'l e lmi AL A4)
X s X ’x Bty
€=1

identisch, fur die x < O gilt. Hieraus folgt, dass im

ersten Fall X eine (positive) Nullstelle von <&, (x)
(flir g ) oder i @ep XD e = 4 ) ety dn
~"20 = '



zweiten Fall eine negative Nullstelle von N (x") .

S0 ergibt sich der erste Teil des Satzes eus B.1ll ,
B.14 wund daraus, dass im Falle der positiven Losung nach
B.10

TR |

G Sl 0 , also auch Vo
t=4
Die Eindeutigkeit im zweiten Teil ist eine Folgerung
von B.5 , B.9 und B.10 . Die Existenz einer zulassigen
Losung unter den angegebenen Voraussetzungen folgt aus
B.l2 wund B.13 . Der Hilfssatz ist vollkommen bewiesen.

(2,10) Satz. Das zyklische Raumvieleck in F .  ist

.
durch die Langen seiner v+ <  Seiten (Kanten) und ihre
Anordnung bis auf die Lage in Ea eindeutig bestimmt.

oo /! ! /
Sind diese Langen ; 4., kzﬁ"’? éﬁtrﬂ

i L gilt.

y wobei
5“‘4: ”uu>(ﬂ4i'>w 4;,”1) gilt, so existiert ein solches
Raumvieleck dann und nur dann, falls

. Kol f
/ < S /, .
(17) “ine s A ' f;’? e

ist. Dabei ist dieses Raumvieleck spitz—-, recht- oder
stumpfwinklig zyklisch, je nachdem

YV

v < > )
T

Tave 1 :Y & - b 2
L

73 R WS

( 18) jm' s :’-_'}‘ / 2

oder

| 2 el £

i i e

PR ‘1—;»1 1

= 8 5y A

Anmerkung. Die Relationen (17) bzw. (18) gehen fur
M. = 2 in die bekannte Dreiecksungleichung bzw. pytha-
goreische Ungleichung lber.

Beweis des Satzes. Die Notwendigkeit von (17) ist
klar. Die rechtwinklig zyklischen Raumvielecke erfullen
nach dem Satz 35 ams [5] die zweite Relation in (18) und
nach demselben Satz ist dieses Raumvieleck durch die Lin-
gen lﬁ eindeutig bestimmt. Aus der zweiten Relation in
(11) folgt, dass einerseits zu jedem spitz- bzw. stumpf-

winkligen Raumvieleck eine positive bzw. nichtpositive
: - 21 -



zulassige Losung des Systems (13) mit 4 = mu + 1, 2, = éf’
und Toa <L . "

_‘,(‘_‘ T —mTmsITR )('O: 597" 2_ ”/k (1 = ’,’:’ D R ‘»
existiert, andererseits zu Jjeder positiven bzw. nichtposi-
tiven zulassigen Losung von. (13) mit ¢, = éﬂ ein spitz-
bzw. stumpfwinkliges Raumvieleck mit den gegebengn Kanten-
langen existiert (wenn man in (11) f, = X; | > x|

, ! N oy

setzt). Die Existenz und Eindeutigkeit folgt somit aus
(2,9) und (17).

- (2,11) Definition. Wir nennen (fir einen Augenblick)
zwel Raumvielecke in F,, direkt bzw. indirekt &quivelent,
falls es eine eineindeutige Zuordnung ihrer Seitenvektoren
gibt derart, dass die entsprechenden Vektoren gleich und
alle‘gleichsinnig bzw. alle ehtgegengesetzt gerichtet sind.

‘Anmerkung. In diesem Sinne sind z.B. alle in einen
n~-Simplex orthogonal eingeschriebenen Raumvielecke unter-
einander aquivalent. Bs ist klar, dass jedes zu einem
- Raumvieleck V direkt &quivalente Raumvieleck aus V
durch Hintereinandersetzen der Seitenvektoren von V (in
einer bestimmten Reihenfolge), bzw. noch durch Paerallel-
verschiebung entstcht. Man kann auch leicht feststellen,
dass die zu zwei aquivalénten Raumvielecken zugehorigen
Simplexe den gleichen Rauminhalt haben. X)

(2,12) Satz. Alle zu einem zyklischen Raumvieleck a-
ouivalenten Raumvielecke sind wieder zyklisch (von dem -~
selben Typ) und haben Umkugeln von gleichen Halbmessern.
Alle in einen orthozentrischen n-Simplex orthogonal ein-
geschriebenen (zyklischen) Raumvielecke besitzen eine ge-

meinsame Umkugel (ihr Mi%telpunkt ist im Lemoineschen
‘ . XX

wr can Eia o E T wa e 3 €3 €43 exn Sow BT G £ S LA EE WS e

S. 103 - 104.

‘xx) Diese Tatsache ist fiir den Fall m = 2 und . = 3
(in einer anderen Formulierung) bekannt. Vgl.{8], S. 165
und {9], S. 158,

TR T S8



Bewels. Der evste Teil Tolgt aus (1,3) und (2,4).
Der zweite Teill ist fur rechtwinklig syklische Raumviel-
ecke eine Folgerung eines bekannten Satzes. Sei also das
Raumvieleck spitz- oder stumpfwinklig zyklisch. Die Xan-
tenlangen } <3 des zugehorigen zyklischen n-Simplexcs
sind dann durch (12) gegeben. Die zu der Matrix ( =, 4 =

C'
= 1, 2,..p,,m,+11) (¢L+A}-ter Ordnung

inverse Matrix ist, wie man sich leicht ﬁborzougt,

7 \ P i /
(e,.), #,8= 0, 1., n+ 1 ., wo
' o g A

59 IR

;:oo T e 3’:‘ =1 ik 7!1 T “J Z"": - /'7:,‘ . {.flk —»1+ 71"{4 ) ?
< !
{he s b, 22 ¢ - 0. /’jll »
“a -1, A, -1 -’-Tf“__ ‘
e A . 4

K‘" i = fu#i 74, ¥ = :] ful‘ Y"’}: ” 1”4 !

und 4 ¥ 1 A, j:f"' 5 £ 1+ 1 nod (e 1) gilt.

Laut (1,13) in L7j ist der Halbmesser der Umkugel
dieses Slmplexos B S

i o= V"‘*' F PR
i

ist also eine symmetrische Funktion von fuy, fly et Tim g
‘Hieraus folgt, dass jedes zu dem gegebenen aquivalente
Raumvieleck die Umkugel vom gleichen Halbmesser hat,
denn die Zahlen T hangen nur von dech Langen der zu-
gehorigen Seitenvektoren und nicht von ihrer Anordnung
ab., .

Die letzte Behauptung folgt aus der zweiten und
ats (1,8). "

3. Netze auf einem Simplex.

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der folgen-
den Frage bqschaftlgen: Sei =. ein nwuvmplcx in ﬁ,“
mit- den Eckpunkten A A, A,y und sei F eine
Menge von einigen seinen Kanten. Sei ferner MK die
Menge von allen n-Simplexen mit den Eckpunkten ,
{;, sz"°; Ca,;4 in EWV , die die Eigenschaft besitzen,

...23...



dass Fur f%ixq: e K C{ Cj dieselbe Lange wie /ﬁi Aw
hat. Das Problem ist, unter den Simplexen aus ML (K) die-
Jenigen Simplexe aufzufinden, deren Rauminhalt maximal

ist (und zu entscheiden, ob solche Simplexe existieren).
Um sich kurz ausdrucken zu %onnen, werden wir sagen, dass
ein Netz gegeben ist, d.h. eine ienge von Kanten mit vor-
gegebenen Langen. Dabei werden wir auf die I'rage der E -
x%Stenz irgendeines solchen n-Simplexes nicht eingehen
(auch in unserer Problemstellung gehen wir von cinem Sim-
plex sus, so dass MC(K) nicht leer ist). Wir werden in
diesem Sinne den folgendcn Satz beweisen:

(3,1) Sei ein Netz N auf cinem n-Simplex —> voOr-
geschrieben. Es existiert ein n~-Simplex vom maximalen
Rauminhalt mit diesem Netz dann und nur dann, falls das
Netz N zusammenhingend ist, d.h. falls men von jcdem

Eckpunkt in 2. sus zu jedem enderen Eckpunkt von <= ii-

;o

ber die C@ééchlossenen) Kanten des Netzes gelangen kann., -
‘Dabei het Jjeder maximale‘\n—Simplex die Eigenschaft, dass
gegenliber jeder in N nicht liegenden Kante ein rechter
Winkel liecgt,

Beweis, Es ist geometrisch klar, dass, wenn das Netz,
nicht zusammenhfingend ist, zwischen einigen Ecken belie-
bigygrosse Entfernungen vorkommen konnen und der Raumin-
halt beliebig gross werden kann. Ist dagegen N zuseammen-
hBngend, *ind 18sst men einen Eckpunkt - A, aller dieser
n-Simplexe’ fest, so liegen alle ubrigen Eckpunkte aller
dieser n=-Simplexe in einer festen Hyperkugel (z.B. mit
dem Halbmesser, der gleich der Summe der Langen von allen
Kanten von N  ist,und dem Mittelpunkt in. A, ). Wenn
man somit den Reuminhalt aller solchen Simplexe als Funk-
tion der Langen der ﬁbrigéh Kantgn betrachtet, so ist er
eine{beschrﬁnkte Funktion auf einer kompakten Mcnge,
falls wir auch ausgeaftete‘"Simplexe", deren Eckpunkte
in einer Hyperebene oder einem kleineren linearcn Raum
liegenjzulassen.‘Also wird dieses Maximum erreicht und
es muss nichtausgeartete Simplexe geben, die cs errcichen
: - Q4



(die ausgearteten haben den Rauminholt Null). Wegen der
bekannten Bedingungen dafur, dass zu gegebenen Kantenlan-
gen ein n-Simplex existiert, ist die Menge dieser nicht-
ausgearteten Simplexe offen. Analytisch bedeutet das, dass
in der bekannten Formel fur den Rauminhalt VX
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der Kanten A.,_-, A: im Simplex sind, fir das meximale

o d /
Simplex fur Ad <, /‘\\% A - N )
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Da jedoch die Inverse zur Matrix {/"" [,-3_\, auf der
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Stelle von A‘—‘_. das Eflement frees @, ., - hat, wo /
o 4 0 und ¢, . ist der gegenuber A L\vliegen-
de Innenwinkel, muss dieses Element verschw1nden. Also

gllt gl AW und der Satz ist bewiesen.

Wir gehen auf die Eindeutigkeit und andere Fragen
nicht mehr ein und werden dieses Resultat auf den spe-
ziellen Fall des zyklischen Netzes anwenden.

’ (3,2) Satz. Ist das Netz aus den Kanten
Aq A‘;: /At Az:“'? An A%M’ Awn /5‘1 s zus ammengesetzt,
so ist der maximale Simplex ein zyklischer Simplex. Die-
ser Simplex ist durch das Netz bis auf die Lage in [,
eindeutig bestimmt. =

‘Beweis. Aus (3,1) folgt, dass der maximale n-Sim-
plex zyklisch ist. Das ubrige folgt aus (2,10).

x) ‘{El; gv Ao, /



Zum Schluss geben wir noch einen anderen wichtigen
Spezialfall an: '

(3,3) Ist des Netz zusammenh&ngend und ohne geschlos-
sene Kantenzﬁge (also topologiscﬁ ein Baum), so ist der Zu-
gehorige maximhle Simplex rechtwinklig'X), wobei die Kanten
des Netzes Katheten dicsecs Simplexes sind. Dieser maximale
Simplex ist bis auf die Lage in Eiﬂ/ eindeutig bestimmt.

. Beweis. Folgt aus (3,1) und der Definition des Techt-
winkligen Simplexes in E}V X).
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