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Commentatione s Mathemgtica e Universitatí s Carolina e 

2,  3  (1961 ) 

PUHPHBR  APPLICATION S  OF  ITERATIQN S  OF  LINEA R 

BOUNDED  OPEI^TORS  I N  NOT  SJSL F ­  ADJOIN T  EIGENVALUE 

PROBLEMS 

(Summary o f  author' s results ) 

Iv o  MAREK;   Prah o 

1.  Introductlon .  Definition s an d designations*. , 

I n thi s pápe r  th e result s publishc d  i n  (6 j  ar e exten ­

ded t o th e čas e of"dominan t  eigenvalue s whic h ar e multi ­

pl e pole s o f  th e reaolvent s o f  linea r  bounde d operátors * 

Beside s thi s a  generá l  schedul e fo r  th e constructio n o f 

Kello g s  Iteration s i s given ^  whic h generallse s o r  co n . ­

tain s man y o f  th e iteratio n schedule s uše d  i n specifi c 

Banach o r  Hilber t  spaces *  I t  i s  t o b e remarke d tha t  fo r 

made th e conclusion s  i n  (6 J t o b e valid ,  i t  I s  necessa ­

r y t o ad d t o th e condition s give n i n  [6 j  ,  tha t  th e domi ­

nant  eigenvalu e ,/u0  raus t  b e positive *  Beside s tha t  un ­

der  th e condition s liste d  i n  |6 j  ,  i t  canno t  b e assertec l 

tha t   K.  X  ~   V   i s a  close d subspac e  I n X  .T o engu ­

r e th e validit y   OD? theorem s 5  an d 7  o f   [6 j  i t  I s  suff i  ­

cien t  t o deman d tha t  th e operáto r   6   shoul d b e a n ope n 

transformatio n mappin g X  int o  b  X  ť 

Proof s o f  th e theorem s o f  pápe r   [6 j  an d thi s pápe r 

wil l  *  b e publlshe d  i n th e Czech *  Matk u Journ * 

Let   A   b e a  comple x \Banac h space ,   X   It s adjoin t 

spac e o f  continuou s lín e a r  forms .  We wil l  denot e el e ­   " 

raent s o f  th e spac e  A   b y sraal l  Roman charactér s , .  e2e ­  * 

ment s o f  th e spac e *  Á  b y th e sam é character s wit h as ~ 

teresks .  We denot e th e null­vecto r  o f  bot h thes e space s 

by th e symbo l  O"  *  Le t   F   b e a  lin e a r  bounde d operáto r 

mappin g X  Int o itself .  The .  se t  o f  linea r  bounde d ope ­

rgtor s mappin g X  int o itsel f  form s a  Banac h space ,  whió h 

we wil l  denot e  /, ?  ť  We wil l  distinguis h norm s i n th e 

­  1 3 -
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X , x*, x ^ , 

i.G. for X Cr X ; c X * we -write lí x I L 

)lxyÜx,H and for T e X, : 

^denote the 

( T ) . 
Let T * X, and let R ( .> , T) h 

e TT . Let Cr be an 

; 

and let Cï D ff CT) . 

i (T) = m ) R 

( 1 ) è, ¿fe 4 R ' * T } d À � ( í)b
k-, ^ 

-O is^ such e 

k, in the point , we put 
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H [>, ,  T  f  ̂  ) ]  .  1U f f(x) R (;At/ T )  <i\ 

_ *r- f  f  Í < ^ O '  p , 

» 

wher e U  ha s th e oens e define d atrove . 

Especiall y we pu t 

Definition :  We wíl l  cal l  th e poin t  ,*ti 0 e fy (1 ) th e 

dominan t  poin t  o f  th e spéc t  rui n o f  th e operáto r  1 ?  i f 

fo r  an y poin t  ^  £ .  ď*  " T K  / A f fU*0 . 

2* Iteration s o f  linea r  bounde d operator s an d iteratio n 

processes . 

Let  th e followin g assumption s b e fulfille d i n ol l  th e 

statement s o f  thi s paragraph ,  i f  nothin g els e i s asscrted . 

1)  Th e operáto r  I  i s  a  linea r  bounde d operáto r  mappin g 

th e spac e X  int o itself • 

2)  Th e valu e ^u „  i s a  pol e on ? th e ordc r  a o f  th e r e ­

solven t  R  (>.. ,  T  )  ( 0 ú%<l  < ­ t   ̂ ) • 

3)  Th e valu e cÁéc i s  th e dominan t  poin t  o f  th e spectru m 

of  th e operáto r  1  • 

The­proo f  o f  th e convergenc e o f  Kellog' s iteratio n 

proces s i s base d o n th e followin g lemmo.s * 

Lemma 1. I n th e nor m o f  th e spac e ­̂ t  we have: ^ 

Lemma 2. For '  w i  larg e enoug h we háv e 

whqr o < % i s independen t  o n m an d ft i  i s  th e rádiu s o f  a 

circl e C .  whic h contain s th e whol e spectru m excep t  poin t 

tu,, .  ­ ^  ­ "  \ ­

Let  x *  "  <ť  X  b e a  definit e fixe d voctor ,  fo r 

whic h 

•  - .1 5 - • 



í -
wher e 3  i s  a  deřirxit e  index ,  A í:  S   é ­  </   an d  & q f 

B;v  ar e define d i n (1) ,  Łw­ »  r   0 * 

Lemma 3 *  Le t  (2 )  hol d fo r  th e vecto r   x  *   €  X  . 
I n th e nor m 'o f  th e spac e  A   w e the n háve : 

Theore m 1 ,  I n th e nor m o f  th e spac e X* f we háv e 

Let   í A '   K  \{i   v Hií %  {  b e sequence s o f  linea r 
form s mappin g  A   int o  j i   ť  Le t  suc h  form s x   €   *   , 
/i j   6  ^   exist ,  tha t   K 

( 3 )   / i / ú ) ^   JU­i­n T «é*\ru M~ ^%.  * % ­  Cx) 

fo r  ever y vecto r   X   6  A  ť 
řo ) 

I f  th e inequalitie s  (2 )  hol d fo r  th e vecto r  x  e.A , 
and whe n 

(4 )   X * C ^   X ^ )   f   () .  ^ *   ( ^ r  * MJ  *  ° > 

the n we pu t 

B  x  ť 

Kellog' s iteration s ar e constructe d accordin g t o 
th e followin g formulas : 

('*  ,r > 
(6 )   X 

*   i   J K  fív a  i ­   ­í )  v 

Theorem 2 . Let (3) hold fo r t he forms x(iyv , M/,^,, , 
^,^vw , * , oj*  . Let x* be such a v e c t o r , that (2) 

~~ r*v 
v . , 

1 ,.- V . 

_ ? > 

> X . v. O 

i , ( t" ^ 

X 
í x ^ ° ) > 

and (4) h o l d . 
Then -^nv x.,-% » \ 

hold s fo r  th e sequenc e (6 )  i n th e nor m o f  th e spac e X 
and 

~ 1 6 ­



fo r   th e numerica l   aequenc e  (7 )  wher e  x 0  i s  th e eigen" ­
vecto r  o f  th e operáto r   7   ,  correspondin g  t o th e eigen ­
valu e í u r 

Remark .   I f  w e tak é  sequence= ,  o f  continuou s  funct io ­

nal s   ;J'­i«­i .   J   'í.r ,  suc h  tha t   fo r  ever y  x   e  X  5  ' V €  X   hol d 

•  ^   (J*   A ) ­­  i .\  i  ;j,,, ,  o )?  x,.. a  x) ­  i i  i ztl,  u),. 
!%,. (*) ­  ; 5­  V(,v}  I •­  l ^ ,  c o ­ Zrtw  ( v  >I  s  c   li x ­ ' V H; 

wher e  e. ­  i s  independen t  o n  'trh  an d fo r  suc h exist s th e 

functional .  'C ;   tha t 

fo r  ever y vecto r   X € A  ,  instea d o f  th e sequence *  o f 
linea r  form s  í  ̂ f ,   l  /{  Z 4, ,  j   i n formul a  (7) ,  the n unde r 
assumption s  analogou s t o thos e o f  Theore m 2 ,  whe n  f ­a r  >   c 
we obtai n th e followin g equality : 

* ­   ÍA .   '   r  ,,'. /  . 
-  *.; .  ( A / 

Specificall y fo r   x  . ^ ťV > =   • $„,(*}  ~  Z.,,.. 0 0 = '  H x Í U 
we obtai n th e classica l  Kellog' s iteratio n sequence ­
í  |j xŇ—"ij j  /   j, ­  y

 ! '"" '  I  ]   a n d  th e formul a 
7  ^ , .  •  J Í . X J : : . ^ 1  ,, ^ o . 

\\ X   l i   /  *. .  ^   /   *   J 

I f we choose the sequeri(fes of forms  \ry,rrv \ ,  \X.„X  \ , 
., x 1 or funct ionals i nA f b .: , j x f m a spe-
c i f i c wax, we obtain some well known i t e r a t i o n processes 

• ^   <  W  >  L2 ]  ,  K j  ,  [5 j  ,  [7 ]  ,  L9. 1  ) . 
I n  [2" |  an d \3]  th e author f   giv e  i terat io n  formula s 

fo r   th e construct ion s  o f  e igenvectors ,   whic h  dif fe r   f ro m 
Kel log ' s  or iginá l   fo rmul a  ( 6 ) .  Betl ;  i terat io n  processes , 
\2]  an d Í5 Í  ca n b e summed u p i n on e generá l   schedule : 

(s)  . %.­,,.i)  = --—  3  ­y, 
, i s defined as 

ne é 

(9) 
f \y< 

y<},„ 
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i.e .  b y th e formul a  (7) .  ­   J 

Theoře m 3 « Le t  operáto r   háv e th e propert y  Ł 
*  #  * 

i n th e poin t   ,­ť'{.. ,  .  Le t  th e form s  x 
-  •  ,. .  >  « j  „  >  • •  „ „  > 

AJ  ,  x   >  fulfillin g th e condition s o f  Theorc m 2 ,  háv e 
th e followin g property :  fo r  larg e enoug h  ui  th e inequa ­

( 1 0 ) * ; v, ^ . - ^ . . . ^ - ^ ^ ;  '  x )  I  <   c  i'x )  o n "   0   > 0 

holds *  Le t  (2 )  an d (5 )  hol d for'th e vecto r   x   an d le t 

fo r   r^ :r o  i n (9 )   r l­*'' (., t  f  +   ­   f o r   vr *  ~  C\  '* ,  —  * 
Then 

(11 )  J:%**  - V ^  " ~ 'V" 
hold s i n th e nor m o f  th e spac e  X   }  wher e  ­Qc  i s  th e ei ­
gehvecto r  o f  th e operáto r   1  correspondin g t o th e eigen ­
valu e  (u  ;  ť 

Theoře m 4 » 
Let   /,' *   í'x)  ­  ^íit  ,  .  I x )   fo r   wi .  ­  r > ̂  ­  — 

and le t   ^  v, v  togethe r  wit h  ­vf '  satisf y th e condition s 
of  Theore m  2.  Le t  (2 )  an d (5 )  hol d fo r  th e vecto r   x   *  , 
Le t   *j* t  f:<^ :>}^  0  fot  #fo  *   fl  I,* ­   > 

Then  (li )  hold s fo r  th e sequenc e  (8 )  wit h  ^x 0 , 0 defi ­
ned b y (9 )  an d th e vecto r   ­y, *  i s  th e „eigenveeto r  o f  th e 0 ­
perato r   i   correspondin g t o th e valu e  ýx0  * 

For  th e applicabilit y o f  Kellog' s  iteration s (6 )   an d 
(7 )  i t  i s  sufficien t  i f  th e orde r   a  of.th e valu e  (­ut:>  i a 
finite .  I t  i s  no t  necessar y t o kno w  ^   explicitely .  I f  w e 
do kno w  ; Í  w e ca n us e thi s fac t  i n calculation s  (se e Theo ­
re m 5 )  ť 

Lemma 4 * 
I n th e nor m o f  th e spac e  X i   w e háv e 

Theore m  5. 

I f  th e condition s o f  Theore m 2  ar e fulfille d  the n 
!)*  . m-t* ., {• ví  ( A ""'ť*> >  / f  1   ru,  «i*  (x'**­*'•  

~ 1 8 ­



3. Modified iteration processed. 

The iterations investigated in the previous para-

graph- can also be applied to the construction of characte-

ristic values and eigenvectors of equations of the type 

(12) L X - X 6 A j 

where L and are linear operators. Juet as in para-

graph 2 we will list the assumptions about the operators 

L and \i separately, so as not to repeat their formula-

tions in most of the statements. 

Assumptions. (A) Operator 6 is a bounded linear 

operator mapping A into itself. 

(B) A bounded iverse operator L 

mapping X into % ' L) where ^ (L ) is the domain of 

the operator , exists for the bounded operator L � 

(C) The operator IS 6 fulfils 

the assumptions 1. - 3. of paragraph 2. with {<**« Ao~ � 

The following modified Kellog's iterations are a-

nalogous to Kellog's iterations (6) and (7): 
/ VI- } .. ( ) f

 A > )
 , _ < - , s > (<.-� > . ( I ) 

r?-,)' 

-ft — — —r; ? 

e ( ^ r 1 ) ... 

/ VP"1 *1)) ' 

where 'yy*^ I , iz'*,,. j , { \ are sequences of li~ 

near forms defined together with the forms >� , �;./ in 

Theorem 2. 

Theorem 6. 

Let the forms x„>v , - j ̂  , , ' , >� and 

vector xtt:) fulfils the conditions of Theorem 2. 

Then . ¿-«w; - v 

W > <Uf„ , - '¿o 

in the norm of 'the space /. , v/he.ve is the eigenvec-

tor of the equation (12), corresponding to the characte-

ristic value a,, . 

The following iterations are analogous to the 
~ 19 -



iteratio n proces s (S) : 

(13 )  -u"'**•* *  ^%^7  L  *£•« *  w^) vrf^a*K»*<«>*+9 

wher e  ^  r*i O  ar e give n b y 

%'**' .  • -  "*"* "  - — _j»—ii« f  «-.. » „  «. -  lllMlIÉ P Ml  "•""" "   mm" 

As  a  s p e c i įl  čase,  v/hen  A  i s  a  H i l b e rt  space,  c o r r e c t ly 
choosing  the  forms  x  \#  > ^u#rV  ,  £  ,  wc  ob ta in  8omc 
known  modif ied  i t e r a t i on  p rocesses  ?2j   t  Ķ9j  •  

Theořem  7. 
Let  th e operáto r   I  ~  L   8   háv e th e proport y  P  i 

K -  4  #  * *  & 
i n th e poin t   A ^   .  Le t  th e form s  ^^ t .   ,  .2 *   ,  V ^ 
'X* ,   ,  X   fulfi l  th e condition s o f  Theore n 3. ­  Lo t  (2 ) 

and (5 )  hol d fo r  th e vecto r   X  ° . 
Then th e followin g hold s i n th e nor m o f  th e spac e  A   : 

wher e '\CQ  ­i s  th e eigenvecto r  o f  th e equatio n "(12 )   eor ­

raspondin g t o th e cháracteristi c valu e X&  * 

^  Theoře m 8 » 

Let  "th e form s  ^   .. %lv  ,  yf  an d th e vecto r  x   ful ­

fi l  th e condition s o f  Thcoře m 2. 
Then  x  /ú \  %#­ f   ­# ť  / ,  (**+%~^h 

4.  Modifie d  iteration s i n a  reduce d par t  o f 

space o 

Let  th e condition s oi f  paragrap h 3  hol d i n thi s para ­

graph ,  oni y instea d o f  (C )  le t  u s háve : 

(C' )  Operáto r   T~*6prL ~  fulfil s  th e condition s 1. ­  3 « 

of  paragrap h 2  wit h /f.iG  *ť ­  X 
Lemma 5_» 

Let   4 i  £  A   b e a n eigenvecto r  o f  th e operáto r  &LT " 

­  2 0 ~ 

ě 

/ 

-1 



correspondin g  t o th e  characteristi c  valu e  ^   .  The n th e 
vecto r   x   ­ ­   t .   ^ ­   i s  a n eigenvecto r  o í  th e equatio n 
(12 )  correspondin g  t o th e sam é valu e  X  ť 

Kello g s  iteration s fo r  th e operáto r   t  L ­   ca n b e 
obtaine d  directl y fo r  equatio n  (12) .  Thu s  i t   i s  no t  neces ­
sar y t o construc t   th e operáto r   Si. "   an d  it s highe r 
powers .  We thu s obtai n th e followin g  iterotio n process : 

i .  «.'"*" =  v"­' ,  t^'—"" «  6«'ť'ť*'ť ,  tř' 4' ­  fc* 

(14 )   < '   < t 

l 
(Vw ) 

í M ) í % ) ( W  ) 

wher e  • < >   i  .  <  a  ,, v .   .  ­  , /   (   ar e sequonce s o f 
linea r  form s define d  togethe r  wit h th e ;řorm s  X   ,   ty 
i n Th e oře m 2 . 

Theoře m 9 » 
Let   th e form ě  X,,.. ,   ^ ^   ,  '̂''.„.. v  ,  4 ? :  ,   ;x ^   ,   , < , 

fulfi l   th e  condition s o f  Theoře m 2  fo r  th e  operáto r 

Lot   (   * 

(15 )   6 S ^< 0> *   o­,  bs , ,  ̂ iť >! =  ď ,  ­y *  (" 4 y  *' )  +   0 ,  x* < % */*; *  0 

hol d fo r  th e vecto r 
AI, '   *   B 

wher e  *  i s  a  certai n index ,   A  'k  Ł  á :  ̂   (  &>.  f  ̂  ~"   &•'). 
Then  .. .   . ,   ť   , ,   > .   A,., .   ; .   * 

hold s fo r  th e sequonce s  (14) ,  wher e  44 0  i s  th e eigenvec ­
to r  o f  th e equatio n  (12 )  correspondin g t o th e characte ­
risti c valu e  !k­  ť 

~ 01  _ 
ci . 



The followin g  itcration s ar e analogou s t o iterfetion s 
(13) :   . ­   í ­

(16 )  , < 
\ 

A , . 

X 

7* 
m< 

E-x 

(x (- ) 

­  t  «1  \ 

Theoře m 10 . 
> 

Let  the  forms  ^  „n  ,  Z„ fi,  ,  ^  ,  x/,,.  ,  x  f u l ­
f i l  ť he  condit ions  of  Theorem  2.  Let  (15)  hold  for  the  vec­
tor 'ij " ' » bx , r ) -

Let  th e operáto r   T >  8  L "  '   háv e th e propert y  h  ,  i n 
th e poin t   ,­ ;u, .  ­ = \ ~  .  The n 

i n th e nori n o f  th e spac e  X   ;  th e vecto r   <.... .   her e i s th e 
eigenvecto r  o f  equatio n  (12 )  correspondin g t o th e vaLu a 
whic h i s th e limi t  o f  th e sequenc e (16) : 

A,urr>,  ^ . ( i ; 0  ťť­ ­   >•  c  . 

Thoore m 11 . 

Let  th e condition s o f  Theore m 9  b e fulfille d fo r  th e 
< operáto r   T   :­ 6  L  ' "   . :  The n th e followin g hold s fo r  th e 

sequenc.e s define d i n (13) : 
/ w r , . .  ,..,.. „   A^w„ ?  . ^ w  ,  ••  /  V 1 /  • « •*  ^• "''­

. nemaříc # 

I f  th e opere t  o ř   1   ha s a  finit e numbe r  o f  value s 

,**   AA\  ,   '  suc h tha t   rV­ ^  )  ~   i  f' f*  i 1*   Ło r 
&.  *   Á:  —  i  f**   an< ^  ̂ h e operáto r   T   '  ha s th e propert y 
pL  i n thes e pointa ,  on e ca ň als o us e Kellog' s  iter a ­

tions ť   Instea d o f  th e operáto r   I   on e investigate s th e 
operáto r   T   ­  \l .  . 1  ,  wher e  V *   i s a n adequat e  comple x 
number ,   *  . 

,­  2 2 ť ­   , .   . 
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