
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

Jurij Ivanovich Gribanov
О метризации oднoгo прocтранcтва функций

Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, Vol. 4 (1963), No. 1, 43--46

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104927

Terms of use:
© Charles University in Prague, Faculty of Mathematics and Physics, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/104927
http://project.dml.cz


Сошщеп1;а1;1опе8 Мо*ЬЬета1:1сае Ш ^ е г з г Ъ а ^ а СагоНпае 

4» 1 (1963) 

О МЕТРИЗАЦИИ ОДНОГО ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ 

Ю.И.э ГРИБАНОВ , Кааанъ 

Пусть (&1%,рл.) е с т ь пространство с полной мерой 1Л1 

и 5--? 5 0С,»5Е. 1 <и ) обозначает множество всех измеря&с поч­

ти всюду конечных функций, заданных на атом пространстве» 

Веди мера (*с конечна, то 5 метризуемо при помощи 

При атом 5 есть подвое метрическое пространство, в кото-* 

ром сходимость по метрике эквивалентна сходимости по мере. 

В настоящей заметке показывается, что 5 может быть 

метркаовано и в том случае, когда /О. не является конечной 

мерой• 

§ 1* Ограниченная сходимость по мере 

Вудем говорить, что последовательность функций {+я}с $ 

ограниченно сходится по мере к измериой функции 4 , если 

^ ЭСЕ —* т" X Е по мере каково бы ни было измеримое 

множество Е конечной мерк.. 

Если Т ^ —* 4 ограниченно по мере, то т* е 5 • 

Из сходимости по мере вытекает ограниченная сходимость 

по мере» Обратное имеет место лишь в том случае, когда мера 

(и конечна» Таким образом, ограниченная сходимость по мере 

есть новый » м д сводимости в пространстве измеримых функций» 

Вудем говорить, что последовательность функций-^} с 5 

ограниченно фундаментальна по мере, если посдедоватедькоАТь 

функций {т^ Х Е } фундаментальна по мере каково бн кк бнде 
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множество Е конечной .меряй 

Ясно, что если ^ -» { ограниченно по мере, то по­

следовательность функций Ц»} ограниченно фундаментальна 

по мере» 

Теорема 1. Пусть мера /и ©""-конечна» Тогда если после­

довательность функций {^1 с 5 ограниченно фунда­

ментальна по мере, то существует такая функция 4 с ^ » чиго 

$п~* 4 ограниченно по мере» Если кроме того ^~**9- огра­

ниченно по мере, то *? « ф- почти всюду» 

Доказательство» Так как мера (Ц, «Г-конечна, то сущест­

вует такая последовательность { В^} попарно непересекаю-

щихся множеств конечной меры, что X с Ы Е Л » По-

следовательность {т*̂  &"& } фундаментальна по мере* Паево­

му найдется функция | с 5 такая, что & •* О вне Е^ ш 
м> 

т! З С Р ~ * $1 п о мере. Функция ^ ** 20. Р в 5 • Пока-

жем, что «̂  —> { ограниченно по мере» Пусть Е - любое 

множество конечной меры* Так как 
л* Е «* 2 (^ СЕ Л Ек ) , 

то для любого ё > 0 можно указать т. так, чтобы 
<ы> 
^ < ц с Е П Е ) < 8 • Поэтому каково бы ни было 

К» 4 

Так как -/̂ —-> ^ по мере на каждом множестве Е^ , то от-* 

сюда следует, что ^ —*• 4 по мере на множеств® Е • Та­

ким образом, ^ "-* ^ ограниченно по мере* 

Если ^ *-» ^ ограниченно по мере, то -Я« ^ почти 

всюду на каждом множестве Е^ • Отсюда просто внтекает* что 

$ ж %* почти всюду» 

§ 2» Метризация пространства 5 

Пусть (и. - 6*-конечная (но не конечная) мера» Тогда 
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можно у к а з а т ь такую последовательность {Е^} попарно непе­

ресекающихся измеримых множеств конечной меры, что 

Ддя т", ф. € 5 ПОЛОЖИМ 

Легко убедиться, что о (̂ г% &•) удовлетворяет всем 

требованиям, предъявляемым к метрике* Следовательно, 5 есть 

метрическое пространство. 

Теорема 2 . Метрическое пространство 5 полно. 

Возьмем любую фундаментальную последовательность 

{ т^,} с »5 . При любом сС > О и каждом К ** 4 , 1 1 * * -

Отсюда можно заключить, что последовательность функций ^т\,} 

ограниченно фундаментальна по мере. Но тогда в силу теоремы 

1 существует функция т* € 5 такая, что т^ —> т* ограни­

ченно по мере. В силу теоремы Лебега о предельном переходе 

под знаком интеграла при любом Л « ^ 2 » " * 

Из последнего соотношения мы, замечая, что р Гт"л, 4щ.)*.,*»-*&•&? 

легко заключаем, что ^Гт**** т" "> -> 0 . Таким образом, мы 

показали, что пространство 5 полно. 

Теорема 3 . В пространстве 5 , сходимость по метрике 

эквивалентна ограниченной сходимости по мере. 

При доказательстве теоремы 2 фактически было устано -

влено, что из сходимости по метрике вытекает играниченная 

сходимость по мере. Нетрудно также показать, что и обратно, 
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из ограниченной сходимости по мере вытекает сходимость по 

метрике в пространстве 5 • 

Л и т е р а т у р а 

[1] П. ХАЛМОШ, Теория меры» ИИЛ, Москва, 1953 . 
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