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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 
.5, 4(1964) 

x) SUR LE PRODUIT SIMPLE DE DEUX DISTRIBUTIONS 
J. JELÍNEK, Praha 

Nous considérons les distributions réelles dlfinies sur 
une partie ouverte G de l'espace euclldlenne E r • D#aprea 
[l] nous prenons une distrlbution f comme une formě llnéal-
re continue sur SJg, • Mous désignons la valeur de cette for
mě dans le point gp c 3)$, par J f(x) y (x) dx ou 
J f cf • Dans Í2j le produit simple de deux dlstrlbutlons 
f, g sur une partie ouverte G de E1* est définl de la ma-
nlere qui ne differe pas essentiellement de celle-cis 

f (x) g(x) * lim f (x) gn(x) 
ou gQ est une suitě réguliere convergente a g , si cette li
mite existe independente au choix de la suitě réguliere gL • 

La distrlbution gn * g # J*> n f ou f> n est une suitě 
réguliere convergente a cf, n'y est pas définie sur 1'ensemb
le G | mais seulement sur un ouvert G n c G • Mais ce na falt 
aucune difficulté parce que tout compact K e G est contenu 
dans presque touš les Gn • 

Cn peut facilement prouver que le produit simple ne dif
fere pas de celu! ďapres les définitions usuelles dans ces 
cas-ci: 

1* f est de la formě lP(U, ou AJL est une mesure, 

x) Le texte complet sera publié dans Čech.mat.ž. 
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p £ O (un systéme ďentiera), g est une fonction aux déri± 
vées ifl g continues pour touš les q ú P » q 5 0 • 

2* f est une fonction meaurable et bornée, g est une 
fonction localement intégrable. 

3* f et g sont des fonctions intégrables qui sont das 
éléments d'espačes ďOrlic duále. 

4. x » (y, * ) , f(x) ^ f ^ y ) , g(x) » g-^a). fix) g(x) 
est alors le produit direct f^íyí x g^(z) • 

RemarQue 1» L'exemple čité a la fin de cette nota montre 
que le produit simple de deux fonctions localement intégrables 
paut Itre une distribution qui n'eat pas une fonction* líeme 3a 
produit dans lě sans usuel des fonctions en question est une 
fonction Intégrable* 

Le contenu de cette notě est formé par deux caractérisati-
ons du produit simple de deux diatributions (les théoremes 1 
at 2)* á la fin de cette notě, il y a quelques remarques aur 
l*aaaoclativité du produit simple* 

Théoreme 1* Solent f9 g deux dlstributlons définlea (au 
moins) aur une partie ouverta G de l'eapace B* • Pour l'ex-
lstanca du produit simple fg sur G , 11 est nécessaire et 
suffisant qu'il y • un ouvert H dans 1'espáce (B*) x (B*) 
H a (Q)x x O - de sortě que f (x) g (x - y) est une distri-
butlon qui est sur H une fonction localement intégrable par 
rapport a la variable y continue dans le point y • 0 • Dana 
ce caa f(x) g(x) est la section de la distribution 
f(x) g(x - y) sur G daná le point y * 0 • 

Remarque 2* Le produit simple de la forma f(x) g (x - y) 
aat définl pour daa dlétrlbutions quelconques f, g ; on paut 
la définir de la maniere classique par la formule: 
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j f(x) g (x - y) g Cx, y) d x á y » 
» / f ( x ) f / g ( x - y) ^ (x, y) d yJ d x 

ear pour y (x, y)e ( 9 ) on a fgU - y) ? (x, y) d y c 
€ ( 9 ) x . 

Remarcme 2* l/énoncé "une dis tribut ion F(x, y) (définie 
au moine aur H ) eat aur H une fonction localement inté-
grable par rapport a. y " aignifie que pour tout cp e (9 ) % » 
f F(xf y) Cf (x) d x eat une distrlbution qui eat aur 1'ensem
ble {y 5 support cg x (y)cHf une fonction localement inté-
grable* De máme on peut déflnir oet énoncé pour une fonction 
distributionnelle P_(x) ou pour tout y pour lequel l'en-

y 
semble {x ; (x, y) c H } n'eat pas vide, F (x) est une dis-

y 

atribution aur cet ensemble* i/é qui valence de cette définition 
a celle qui eat citée daná [3] eat montrée dans [A]* De la fa-
9on analogique on définit la continuité de F(x9 y) par rap
port a y et drfutres proprlétóa* 

Remaraue 4* Far un calcul facll on peut vérifier que, dans 
le caa ou f> n eat une aulte régullere convergente a cť, on 
a pour cf € 2) 
//fix) g (x -y) $f (x) d x 5É>n(y) d y » 

* /C«a(x) *M1 <y Cx) d x , 
°fc ^ « g # j&n eat une auita régullere convergente & g • 

Théoreme 2. Soient f, g, h des distributions sur une par
tie ouverte G de E* • Pour qu'on ait h » fg , 11 est néces-
aaira et suffiaant qu' a chaque Intervale compact K dans G 
(int K + JĎ) et a chaque voialnage du zéro 16 dans 9'K 11 
exista A > O de sortě que Yjte) , Y 2(x) e & | x ,^ ̂ , , 
Yi^ o, r2 * o, 7Vi • /V2 * l a * h - «*ri>(g*v2>€ 

* ti (naturellement on prend les distributions du second mea-
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bre aeulement aur K )• 
POUT démontrer la théorime I J*ai uaé laa théoreaee eui-

vanta concernant lea diatributione da deux variablea. 
Théoreme 3« Soit H un ouvert daná (B*)^ x(B 8) y f et 

aoit f (x, y) une diatribution qui eat aur l'enaenble H une 
fonction continue par rapport a la variable y • Alors 11 ex-
iate une fonction dlatributlonnelle f_(x) aur H , continue 

y 
par rapport a y et t e l l e qu'on a f y(x) * f (x, y) aur H . 
Par cea conditiona la fonction dlatributlonnelle f (x) eat 
blan déterminée. 

Remarque 5 . La derniere égalité aignifle qu on a pour 
tout cy € © H 

/ f ( x , y) <? (x t y) d x d y « / í / f y ( x j g (x, y) d x j d y • 
(Dana le aecond membre 1'integrále extérleure eat celle ďune 
fonction continue daná la aena uauel). 

Théoreme 4» Solt f (x , y) une diatribution aur P x Q 
ou, P c (E r ) x | Q c ( l 8 ) * aont dea intervallea eoapaeta a 
l ' intérleur non-vide. f (x , y) aoit , par rapport a y f une 
fonction meaurable et boraée. II exiate alora une fonction dLa-
tributionnelle f (x) (x e P , y e Q ) de maniere que y 
f (x) • f (xf y) aur P x Q t l'enaemble dea diatributiona 
( f (x) \ y e Q? eat borné dané &' et ai pour un Cf e S> 
la fonction 1 / f (x, y) 9 (x) d x I eat bornée par le 
noabre a aur un intervalle Q* c Q f int Q* +• 0 (daná l e 
aena de 1'égalité dea fonctlona et dea diatributiona), on a le 
něm pour la fonction \ í t (x) <y (x) d x l • 

gbéoreaa 5. Solt f une diatribution aur P x Q ou 
P c (1*)^ > Q c (I*) y aont dea intervallea eoapaeta a l # l n -
térieur non-videf y^ c Q • Suppoaona qu' a chaque y c Í5 
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il y ait un intervalle I(<p) étent un voiainage du point y0 , 
dans Q de sortě que sur K 9 O , f f(x, y) ? (x) d x est 
une fonction mesurable et vontinue dans le point y0 • II y a 
áLora un intervalle I étant un voiainage du point yQ dans 
Q de sortě que sur P x I f f (x, y) est égal a une fonction 
distributionnelle f (x) qui est, par rapport a la variable 
y , bornée et continue dans le point y » 0 • 

Théořeme 6# Soient f, g des distributions telles qu'il 
existe fg sur un ouvert G c E r • Soit (*> une mesure qui 
est une fonction infiniment dérivable sauf le point 0 de sor
tě qďil existe le produit de composition g # ("* sur G • 
Alors il existe aussi f.(% X AJU) sur G . 

Remarque 6 * La loi ďassociativité n'est pas valabla 
pour le produit aimple de distributions, c'est-a-dire on n'a 
pas nécessairement (fg)h * f(gh) meme que les deux membres 
ont un sens, comme le montre un exemple classique sur 1 : f * 
- cT , g(x) * x , h(x) » * (une pseudofonction). Mais dans 
l' axemple čité, il ďexiste pas fh . Le tr*vail [2] contient 
des conditions suffisantes fondées sur les ordres des distilbu-
tions f, g, h, pour la validitě de la loi ďassociativité* 
Mais il en résultetaussi 1'existence fh , il pourrait donc 
aembler que 1'existence fh seule fut une condition suffisan-
te pour la validitě de la loi ďassociativité. Mais ce n'est 
pas vrai comme le montre 1'exemple auivant. 

Exemple. Soit f, g des fonctions sur E déterminées 
par les formules-ci: 

^ s'il y a un entier n & 2 pair 
Vx . (1-log x) de sorte que x e (1 f J^.) 

0 pour les autres x , 
- 213 -

f(x) 



1 a'il y a un entier n š 2 
g f l) , -ř V x • ( 1 - l 0 « x ) "pair de sortě que leljir ,J) 

O pour lea autřea z . 
Alora, ai noua prenona V 7 daná le aena uauel, on a vr. 
. \ft * f , \TÍ • g » O daná le aena uauel et auaal ďap-
rea la définition du produit 8imple de distributiona, maia on 
a f • g » ď. 2 1°S 2 í ď ••* l8 meaure de Dirac) ďaprěa 
la définition du produit aimple de diatributions. On n'a paa 
doně 

< 1/7 . iTř) • g » / 7 . < i / 7 . g ) 
Meme pour dea meauree (tc , >> quelconquea, le produit simple 

Lí t / 7 * (tc ) ( l / 7 * V )J • g a u n aena; cela s igni í ie 
que la auppoaition ai forte ne suffit paa a la validitě de la 
l o i ďassociat iv i té . 

Théoreme 7# Soient f, g t h dea diatributiona aur Er , 
G un ouvert daná B* • Suppoaona que pour cha^ue me8ure (U, 
au support contenu daná un voiainage du point 0 auffiaament 
petit i l exiate [ (f * (yu ) . g j . h aur G et qu"il exia-
te gh aur G • Soit i une fonction intégrable 8ur E* , in-
finiment dérivable a&uř le point 0 de aorte qu'il exiate 
f 1 • f * i . On a alora (r^ g) • h * fx • (g h) aur G * 
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