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SUR LE PRODUIT SIMPLE DE DEUX DISTRIBUTIONS
J. JELINEK, Praha

Nous considérons les distributions réelles définies sur
une partie ouverte G de 1’espace euclidienne E* . D’aprés
[1] nous prenons une distribution £ comme une formes linéai-
re continue sur QG . Nous désignons la valeur de cette far-
me dans le point g & 3@ par S £(x) @ (x) ax ou
J £ . Dans [2] le produit simple de deux distributions
f, g sur une partie ouverte G de EX est défini de la me-
niére qui ne differe pas essentiellement de celle-ci:

£(x) g(x) = lim £(x) (x)
x) g(x i x) g,(x

ou g, est une suite réguliére convergente & g , si cette li-
mite existe indépendente au choix de la suite régulisre &,

La distribution g =g X @ , ol P est une suite
réguliere convergente & 0 , n'y est pas définie sur 1‘ensemb-
le G , mais seulement sur un ouvert G,< G . Mals ce ne fait
aucune difficulté parce que tout compact K< G est contenu
dans presque tous les G, -

On peut facilement prouver que le produit simple ne dif-

fere pas de celui d’apres les définitions usuelles dans ces
cas-ci:
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p20 (un systéme d“entiers), g est une fonction aux déri+
vées DI & continues pour tous les q&p , q&0.

2. £ est une fonction mesurable et bornée, g est une
fonetion localement intégrable.

3. £ et g sont des fonctions intégrebles qul sont des
éléments A espaces d°Orli¥ duals.

4 x = (y, 2), £(x) ttliy), g(x) = gl(s). £(x) g(x)
est alors le produit direct fl(y) I gl(z) . '

Bemarque 1. L exemple cité & la fin de cette note montre
que le produit simple de deux fonctions localement intégrables
peut dtre une distribution qui n’est pas une fonction. Méme le
produit dans leé sens usuel des fonctions en question est une
fonction intégrable.

Le contenu de cette note est formé par deux caractérisati-
ons du produit simple de deux distributions (les théoremes 1
et 2). A la fin de cette note, il y & quelques remarques sur
1°associativité du produit simple.

Théoréme 1. Solent £, g deux distributions définies (su
moins) sur une partie ouverte G de 1 espace E° . Pour 1°%ex-
istence du produit simple fg sur G , il est nécesseire et
suffisant qu’il y & un ouvert H dans 1 espace (x’)xx(r’)y ’
Ho> (G)xx cy » de sorte que f£(x) g (x = y) est une distri-
bution qui ea1‘: sur H une fonctiom localement intégrable par
rapport & la variable y continue dans le point y = O , Dams
ce cas f(x) g(x) est la section de la distribution
f(x) gx-y) sur G dans le point y =0 .

Remarque 2., Le produit simple de la forme f£(x) g (x ~ y)
est défini pour des dAilstributions queleconques £, g ; on peut
le définir de la maniére classique par la formule:
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/f(x)g(x-y)g(x, yJ)axay=
'ft(x) [/g(x-y)g(x, yaylax
ear pour ¢(x, y)e (E)x’y oma [glx=-y)g(x,ydye
e(D), .

Remerque 3. L énoncé "une distribution F(x, y) (définie
au moins sur H ) est sur H une fonction localement inté=-
grable par rapport & y " signifie que pour tout ¢ e (D )x .
f F(x, y) ¢ (x) 4 x est une distribution qui est sur 1 ensem-
ble {y ; support ¢ < (y)c H} une fonction localement inté-
grable. De mime on peut définir cet énoncé pour une fonction
distributionnelle P,(x) ou pour tout y pour lequel 1l°en-
semble {x ; (x, y) ¢ H} n’est pas vide, Fy(x) est une dis-
stribution sur cet ensemble. L équivalence de cette définition
& celle qui est citée dans [3] est montrée dens [4]. De la fa-
¢on analogique on définit la continuité de F(x, y) par rap-
port & y et dKutres propriétés.

Remarque 4. Par un calcul facil on peut vérifier que, dans
le cas ou Pn est une suite réguliére convergente & d", on
apur ¢ € D
fff(x) gx=y)g(x)dax P (y)ays=

= [lg( 2(x)] ¢ (x) ax,
ou &, =g x P, est une suite régnliire convergente & g .

Théoréme 2. Soient f, g, h des distributions sur une par—
tie ouverte G de ET . Pour qu’on ait h = fg , 1l est néces-
saire et suffisant qu” & chaque intervale compact K dans G
(int X & #) et & chaque voisinage du zéro U dans :-ZI'K 11
existe A > 0 de sorte que V¥,(x) , V¥,(x)e€ @flx s A}
Y120, v,20, Sy, = /¥, =19 n- (txv)gxy,)e
«U (nsturellement ’on prend les distributions du second mem-
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bre seulement sur K ).

Pour démontrer le théoréme 1 J al usé les théorémes sui-
vanks concernant les distributions de deux variables.

Théorsme 3. Soit H un ouvert dens (ET) x(B’)y ,.ot
soit f£(x, y) une distribution qui est sur 1’ensemble H une
fonction continue par rapport & la variable y . Alors il ex-
iste une fonction diatributioﬂnelle r’(x) sur H , continue
par rapport & y et telle qu'on a f’(x) a £(x, y) sur H.
Par ces conditions la fonction distributionnelle fy(x) est
bien déterminée.

Remarque 5 . La derniére égalité signifie qu on & pour
tout g e D

ff(x, Noglx,y)dxay = fffry(x)q(x, yJdxlay.
(Dans le second membre 1 intégrale extérieure est celle d une
fonction continue dans le sens usuel).

Théoreme 4. Soit f£(x, y) une distribution sur Px Q
ou Pc (E")x » Qc (l'), sont des intervalles compacts &
1’intérieur non-vide. f(x, y) soit, par rapport & y , une
fonction mesurable et bornée. Il existe alors une fonction di s-
tributionnelle fy(x) (xeP, ye€Q) de manidre que
fy(x) = f(x, y) sur P » Q, 1l ensemble des distributions
{fy(x) ; 7€ Q} est borné dans @'p et si pour n ¢ € 3p
la fonction, I/ £(x, y) @ (x) a x| est bornée par le
nombre & sur un intervalle Q*c Q, int Q¥ 4 # (dans le
sens de l'égali'.té des fonctions et des distributions), on a le
néme pour la fonction |ffy(x) g(x)ax|.

Théoréme 5. Soit £ une distribution sur Px Q ou
Pc (!")x s Qe (l‘)’ sont des intervalles compacts & 1°in-
térieur non-vide, y, € Q . Supposons qu” & chaque ¢ € Qp
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il y eit un intervalle I(¢g) étant un voilsinage du point y,,
dans Q de sorte que sur I(g) , J tx, 3) g (x) ax est
une fonction mesurable et .ontinue dans le point y,. Il y a
dlors un intervalle I étant un voisinage du point Yo dans

Q de sorte que sur P x I , f£(x, y) est égal & une fonction
distributionnelle fy(x) qui est, par rapport 3 la variable

y , bornée et continue dans le point y = 0 .

Théoreme 6. Soient f, g des distributions telles qu’il
existe fg sur un ouvert G ¢ ET . Soit (¢ une mesure qui
est une fonction infiniment dérivable sauf le point O de sor-
te qu’il existe le produit de composition g x load sur G .
Alors 1l existe sussi f.(§ x w) sur G .

Remarque 6 . La loi d associativité n’est pas valable
pour le produit simple de distributions, c‘est-a-dire on n’a
pes nécessairement (fg)h = £(gh) méme que les deux membres
ont un sens, comme le montre un exemple classique sur El s £ =
= d, gx) =x, hx) =% (une pseudofonction). Mais dans
1° oxemple cité, il n’existe pas £h . Le travail (2] contient
des conditions suffisantes fondées sur les ordres des distribu=-
tions f, g, h, pour la validité de la loi d associativité.
Mais il en résulte ,aussi 1 existence fh , il pourrait donc
sembler que 1°existence fh seule £(t une condition suffisan-
te pour la validité de la loi d associativité. Mais ce n’est
pas vrai comme le montre 1 exemple suivant.

Exemple, Soit f, g des fonctions sur o déterminées
pPar les formules-ci:

1 8’1l y a un entier n & 2 pair
Vx . (1=-1log x
£(x) = x 1-1og x) de sorte que x € (% ’ Eh—)
0 pour les autres x ,
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8’il y a un entier n = 2
pair de sorte que x¢€ (-ﬁh ,%)

1
Vx .(1-1og x)
glx) = {
0

pour les autres x .
Alors, si nous prenons V? dans le sens usuel, on a Ve .
) \/-:_t- =f, Ve. g = 0 dans le sens usuel et aussi d‘ap-
rés la définition du produ:it simple de distributions, mais on
a f.g= d. % log 2 ( o est la mesure de Dirac) 4 apres
la définition du produit simple de distributions. On n’a pas
donc
(VE. VB .g= VE.(VE.g)
Méme pour des mesures ol Y quelconques, le produit simple
[(\/_f*(w) (VT x v )].g aun sens; cela signifie
que la supposition si forte ne suffit pas 2 la validité de la
loi a°associativité.
Théoréme J. Soient £, g, h des distributions sur E* ,
G un ouvert dans Er . Supposons que pour chaque mesure (&
au support contenu dans un voisinage du point O suffisament
petit il existe [(f x ) . gl. h sur G et qu'il exis-
te gh sur G . Soit i une fonction intégrabvle sur B s in-
finiment dérivable ssuf le point O de sorte qu’il existe
fy=fx1.0naalors (f; g). h=f .(gh) sur G.
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