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Commentationes Mathematicae Universitatie Carolinas 

6, 1 (1965) 

EINE VERALLGEMEINERUNG DER MBHLERSCHEN FORMEL 

JIM PIALA, Praha 

Ea gibt mehrere Beweise (s iehe z.B. [1] ,[2.]) der sogenannten 

Mehlerschen Formel 

wo da« -H^ (* ) das H^rmitesche Polynom des n-ten Grades i s t» 

Hier wird e in Beweia auf dem Grund bestimmter In tegraldarete i ­

lung des Hermiteschen Polynomen gegeben and d i eses Resultat auf 

die n-dimensionole Hermitesche Polynome verallgemeinert* 

Die von uns benutzte Integraldarstellung hat die folgende 

Form: ^ ^ 

H„(x)m£ f U'+it)n**di 

und ihr Beweia wird leicht durch die Entwicklung nach dar bino­

mischen Formal des Integranden, durch die gliedweise Integration 

und durch die Vergleichung mit der gewöhnlichen Darstellung ge­

wonnen: 

Und jetzt ein neuer Beweia der Meinerschen Formel (1): 

nTo 2%lf ** 7 tr J J * duit m 
- 0 0 -*0 

m n€ **f **PU*i** -$zl f **pUzity -2zts-tx]dtdsm 
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-£=- e***y IxpL2zxis -sг-yгzг-2 iysxKzгsгìdLs. 

A~l 

n-dimenaionale Hermiteache Polynome aind so de f in ier t : 

Ea s e i cpCx.oc) eine ree l l e poai t iv -def in i te quadratiache Form 
Cff) 

mit dor Matrix A-ta,iAH . r ^ ^ ^ j f c , , . . -, «*** ) bezeich­
nen wir die Koeffizienten der Potenzentwicklung der Funktion 

«n 

«cp C i ^ E a ^ - 9C*,s:)J , 

w o «n. 

fi"is **-*** • 
Also, die definierende Relation iat: 

(2) X « t T " * «rt / ^ , . . . , * * t f * » " ' » J W > -

Satz 1. Für daa, zu der quadratischen Form gp zugehörig« 
n-dimenaionale Hermitesche Polynom gilt diese Integraldarstellung 

r<^> 

(3) ^ ^ - ^ ^ ^ +„ 

wo ^<^ die Determinante der Form Cf und 9 die zu cf 

adjungierte Form aind, d.h. 

wo A ^ die alge brauchen Komplementen der Elementen a«jL aind. 

Beweis wird so durchgeführt, daaa wir beweisen, daaa die durch 

Integrale (3) definierten Funktionen die Relation (2) erfüllen: 
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"'^^•^^'"^^ti^T"-^* [2 <w+-
•••+«^^1)-tyCt,t)J . 

. o-t,... «tt^ • e.xp £2 «X fr, + ••• + zn ^ >J = 

• «»pC 2 ( 5 2 , ^ + • • • + « . n . 1 - * ) - 9Pt*t , t )J -

nach dem bekannten Integral 

(s iehe z .B. [1] s . 206). 

Satz 2 . Seien <y, y zwei ree l le p o s i t i v - d e f i n i t e quadra-

t i sche Formen und H ^ <nu > H ^ ,,, / n t entsprechende 

Hermitesche Polynome. Die quadrat ische Form 

mit der Matrix 
i. ft, 

- Z,; z. a,.4 ì\ 

und mit der Determinante, die wir AT-c) bezeichnen, ist po-

sitiv-definit für hinreichend kleine X . Für diese Z gilt 

die folgende Verallgemeinerung der Mehlerschen Formel 
Ä*S £*<*, ccj) er) 

1\'"t 1i> 1 **t 

„ 1 expl2Zz^^*iv-?Cz>ifx*i)+$Cc,c)} 

wo 

(die Form y hat die Matrix B - 1 b^ ̂  II . ) 
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Beweis wird so durchgeführt y dasa wir in di* rechte Seite der 

bewiesenden Formel die Integraldarstellung nach dem Sat« 1 

einsetzen und folgende Berechnungen durchfuhren: 

< y *-*_ C2z1f
n*...C2xJ%' ., .. N-s 

- ,. ' . i,u J—J _ t —, ---j ( fr +• l t ) X 

- y-(8,»)Jdt1».»s1... di^d*^ -

- 'v-r A 7^/%-,-?*a»*q»>*-»-i**?-
- 9 C t , t ) - yf <&,*)dti-.dt^eLs,... dsn -

-' • ' ,, J '"J «*P i Z- .f. ** f., s., -

- ^ f » , » ) j . / . . . / «x-r2.5*„ a'-w- s„)t., -
C _ ^ _ Ä 

An. 
«xpC2 .2;* .^- t ,J 

_ grrt,t)jdtf,...,dV-v« — ^ / J 7 A * 
JT V -£!w -_l.y 

* / • • • . / «*PL2iZz, & s„ - y <•> -*>J - l^-Aa x 

^ 2 u 

x «jpCcyfcsi^-x», *-7 - *•>-• "-«•!"• -*-«--. *" 

«*pt2 .Zz v fv7 . ; -qpC*- , * - ) j 
m " • *g, • . "•_• - x 

VV~ v/_vy 
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«•;<* fot 

V/oraus man l e i cht ersehen kann, waa zu bewieaen war. 
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