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СопшеггигПепев МгЬпевлисае ОД««»1*ак1в СагоНпа* 

7,2 (19Ш 

О КРИВЫХ ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО ЭВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА 

К.К. МОКРВДЕВ, Ростов 

§ 1» Пусть Г есть четырежды непрерывно дифференцируе­

мая кривая четырехмерного евклидова пространства Е^ , а 

Ш x^ • x^(в), а т 1, I, э, Ь) 

суть ее уравнения в декартовых прямоугольных координатах, 

5 - длина ее д у п ц | ^ , Ч*> ьЧ ч %+ - единичные векторы 

карательной, первой, второй и третьей нормалей; к* , ** * к

% 

- первая, вторая и третья кфивизны; тогда деривационные фор­

мулы будут иметь вид [1) : 

& « к,п+ » 

(2) 7 ^* * ~ кАь + Ы* 9 

1 У - - к%и . 

Если точка М кривой Г определяетсц значением 5 ду­

ги, а ей близкая точка N значением дуги 5 * й$ , *°* с 

точностью третьего порядка относительно дуги МЫ - будем 

*тть .*^в*Д*)-%+Д*-& + 4'Дб)%1*+С*1 I 

ЬЛ+Д*)-С1-4ГАв)Ч а^*1> в^*4М 5^Ч%* 

% ^ д з ) - - с д * . ^ с д * / ^ ^ 

(аЛ ^Л4.дй)-|<д*)»|^1^|^и^.^+1сд»)*1 С13'** 

+ {(&в)гк'ъ1Ъ1 + № > . + 
I Ш%^Ш^ий%)^к%Ч1-1^к^\Ш) М * 

+ 1\-\(&**кМъ + 1П > 
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где ГЗ3 - члени не ниже третьего порядка относительно & 5 -

В. дальнейшем предполагается, что ни в одной из точек кри­

во! Р ни одна ив криви8н \СЛ , К19 К3 * не обращается в 

куль* 

Отметим еще, что радиус * вектор центра соприкасающей­

ся окружности линии Г ,соответствующей ее точке М имеет 

вид 

(4) х4о ш * 4 + 4 , ^ ' 

радиус-вектор центра соприкасающейся сферы 

и радиус-вектор центра соприкасающейся гиперсферы 

§ 2* Ребра фундаментального репера линии Г определяют 

шесть плоскостей (двухмерных): 

<§*л<>, %,%*>, (и,ь >, (ъ >и >> с?* ,и >, (& л* > 
которые в дальнейшем, ради краткости, будем обозначать соот­

ветственно символами 
Со,), СЛг), Се), СсС), (*),&). 

Введем следующее 

Определние: центральной точкой плоскости (а,), соответству­

ющей точке И кривой Г навивается предельное положение 

точки пересечения плоскости Са) , построенной в точке М & 

плоскостью ( & ) } построенной в точке N 9 когда последняя 

перемещаясь по КРИВОЙ Р стремится к точке М • 

Аналогично вводятся центральные точки плоскостей 

(л>>, Се>, (4),.(«), ( I ) . 

Обоэначим центральные точки плоскостей 

и),с&)9сс)9и)9и),с4) 
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соответственно буквами 

А, В, С, .0, Е, Р . 

Имеет место 

Теорема 1: для кривой Г пространства Е^ 

точка ]) определяется радиусом-вектором 

ЭЬ-и? * «4, -и \ Ч* 

и, следовательно, совпадает с центром соприкасающейся окруж­

ности в той же точке М ^ точка Е определяется радиусом-

вектором 

**-я «-'-г., я*- •&, ** » 
а точка р находится в бесконечности» 

Доказывается эта теорема непосредственным вычислением 

радиусов-векторов точек А, &, С, I), Е, Р • 

Покажем, например, отыскание точки Е • 

Очевидно, что радиус-вектор а?^ точки пересечения плос­

кости (<) и ей бесконечно близкой, может быть определен ив 

условий: 

Х± ~ 0С4 +ну*+ 1Г&* ^(В+-АВ)+Л^(9+АВ)+^С^Ъ+АвУ, 

где АС7 V, Л , (Ц, - параметры. Отсюда, используя первое, 

третье и пятое из уравнений ( 3 ) , находим 

О » 1-\(КЛ+\АЭК'^ )+сгз9 

и,- ^(Ав)*к,+ЛС1-^СД5)Чк*+к1)]+±(и,(Ав)*клк3+Ш, 

О * %Скх+\Ав-к'г)-(*(к$+±А&.к^)+' С13 , 

г / ^ Я ^ г 1 ^ к%+(и,1Л- 4 (йв)%к\ 1 + С 33 , 

Переходя з,цесь к пределу при А в — у 0 9 найдем 

следовательно 

*%*'*** i ^ + Tcfc** 
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Приводимый рисунок дает наглядное представление о 

взаимном расположении центральных точек линии Г • Тре­

угольник М Ь Е будем называть треугольником цен­

тральных точек линии Г* , 

Непосредственно ясны следующие утверждения: 

1°. Если гипотеиува треугольника центральных точек 

линии Р имеет ПОСТОЯННУЮ ДЛИНУ, равную л , то ее кри­

визны связаны соотношением 

Кх + к 1 а а к* к* ' 
2°. Если катет треугольника центральных точек линии 

Г противолежащий ее точке, сохраняет постоянную длину-

равную Лг, то ее кривлены связаны соотношением 

Кх ш ЯУК, кг 

3°. Если треугольники центральных точек линии Г бу­

дут подобны, то ее кривизны связаны соотношением 

где с * 1$.<х, - с#п4&. 



*°* Вслм площадь треугольника центральных точек ли­

нии Р постоянна и равна ^ , то ее кривизны свяваны соот­

ношением 

К% * 1(1 к* Къ . 

5°, Если треугольники центральных томек линии Г кон-

гр.уентны, то ее кривизны связаны УСЛОВИЯМИ 

*1 * % > *1~ С~*Э 

где Яг и с - постоянные* 

Справедливы и обратные утверждения* 

§ 3 . Предположим, что линия Р принадлежит классу 

линий, указанных в 1° $ 2 . 

Пусть М есть фиксированная точка на гипотенузе 

треугольника центральных точек линии Р • При движении ре­

пера вдоль Р точка М опишет линию Г7 - которую можно 

представить уравнениями 

Я|, - ЯЧ + А (Пг + *>К*> > » 

где А т с&пАЁ ш Отсюда, если учесть, что К% т с Кш 

находим % 

и, при соответствующем выборе направления отсчета дуг иа 

Г , будем иметь 

Ъ • и -
Следовательно, в силу свойств обобщения преобразова­

ния Комбескюра [ 2 ] на кривые в Е^, , получаем 

таким образом: 

f 
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если треугольники центральных точек линии Р подобны, тс 

каждая Фиксированная точка гипотенувы этого треугольника 

описывает (ПРИ скольжении репера вдоль Р ) лини» Р* таку-

ю
г
 что; 

1) Она есть ортогональная траектория образующих поверх­

ности, описываемой гипотенузою треугольника центральных то­

чек линии Р , 

2) ее фундаментальный репер всегда параллелен соответст­

вующему реперу линии Р , 

31 ее кривизны пропорциональны соответственным кривизнам 

линии Р , 

4) ее треугольники центральных точек подобны между собой 

и подобны треугольникам центральных точек линии Р , 

5) ее главные нормальные плоскости, совпадают с соответ­

ственными главными нормальными плоскостями линии Р т.е« 

линии Р и Р образуют сопряженную пару кривых Бертрана 

СзЛ. 

^ 4*» Предположим теперь, что треугольники центральных то­

чек линии Р конгруентны, тогда 

(7) К* » % ? Кх - СКЪ . 

Такая линия Р обладая всеми свойствами линий, рассмотрен­

ных в предыдущем параграфе, естественно, будет обладать и 

некоторыми другими свойствами. 

Дифференцируя по В равенство 

и используя (*> * <7>* по**ты 
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зс^в ш 0 . следовательно ОС' е

 ж &&п*& 

и так как ± 

С/ 

то имеем: 

если треугольники центральных точек линии Р конгру­

бятин» то все они имеют общую вершину Е , а линия Г лежит 

на гиперсфере радиуса, равного • 

и с центрем в точке Е . 

Кроме того 

следовательно, принимая во внимание (5) и (7), заключаем: 

если треугольники центральных точек линии Г конгру­

бятин» то геометрическое место центров соприкасающихся о-

кружностей (и вместе с тем центров соприкасающихся сфер) а-

той линии - есть кривая, лежащая на гиперсфере радиуса Лг и 

концентрической с гиперсферой, на которой лежит линия Г . 

Дифференцируя по б уравнение 

*гз> • #* + \ т 
и испольеуя (2) и (7), находим: 

\ 

ĹV* 
d * Яr 

+ > d Є 
2Г K Ž. 9 

Отсюдач 

"-.г- ЪР ' & С- - 7* - I* у> *»* Ъ ̂  *
 с
* > 

следовательно ' 

ъ*я ТТ?? с~йп** 1*} 

Дифференцируя это равенство по 5 я испольеуя предыдущие 

соотношения » получим: 

- 133 -



' îi » *x KІ 
e* 

Как иввестио 

$** * Ь\с1ш4, §** Чд* I*»* > 
ГЛ* ^к1<т,% есть тенеор И4Л*> - &»&* С1]. Поэтому 

4 

Дифференцируя это равенство по 5 

преобразований, найдем: 

К* И*» * 1 ^ ИМ+с* 

Веря найденные внрахеяия &А * К ^ и К3 • Кэ1> 

и исключая ив них с помощью (7) Кх и Кг 9 получим 

\са - с к%9 -

Таким обравом приходим х выводу: 

если треугольники центральных точек линии Г кон-

гууентнм, т о : 

1) Треугольники центральных точек геометрического мес­

та Ъ центров соприкасающихся окружностей (и соприкасающих-

ся сфер) етр# щцииц Г будут тоже коигруентны и будут подоб-

*М ТРвуГ94ьникам центральных точек линии Г , 

г ) п р и в е д е н и е вторых кривиен линий Г/ и В в рррт-

Ш9*#?нНиУ *9Ч**Д| е^ть величина прртрянная^ 

3) проуведеяие третьих кривизн линий Г и й, в СОРТ-

»9ТРТв«нинх трчка*;, есть величина прртряннаяс. 

Теперь нетрудно усмотреть справедливость утверждения: 

994И *Р«»*«я* ***** Р рвя вам, к ррртнршежцми 

* < т Ъ » к% ш скъ > 

Ш * Е С - прртрянимр, отличные рт *У«« величинн, трг-
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да можно ПОСТРОИТЬ в ее главной нормальной плоскости нео­

граниченную последовательность подобных ПРЯМОУГОЛЬНЫХ тре­

угольников так, чтобы все вершины одного острого угла сов--

падали с центром гиперсферы, на которой лежит линия Р ц 

чтобы катет каждого треугольника* содержащий центр гипер­

сферы, СЛУЖИЛ гипотенузою последующего треугольника, тогда 

при перемещении точки М до линии Р ее главная нор­

мальная плоскость будет вращаться вокруг центра гиперсфе­

ры, а лежащие в ней вершины построенных треугольников опи-

шут гиперсферические кривые, обладающие свойствами линии 

г . 

§ 5* Ребра фундаментального репера линии Г определя­

ют четыре гиперплоскости 

обозначим их соответственно 

СТ), <Ж), (ПГ), (Ж). 

Введем 

Определение; характеристической плоскостью гиперплос­

кости ( Т ) соответствующей точке М линии р называ­

ется предельное положение плоскости пересечения гиперплос­

кости ^ Т )
 |
 построенной в точке М $ с гиперплоскостью 

(*гМ построенной в точке N , когда последняя перемещаясь 

по, Р стремится к М . 

Аналогично определяются характеристические плоскости 

гиперплоскостей (И ) , (4И0) , (Ш) -

Обозначим характеристические плоскости гиперплоскостей 

(Т), (Щ), (V), (Ы) 
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соответственно символами а ), (*и> ), (чг ) % (У ) • 

Имеет место 

Теорема 1: для линии Р пространства Е. характер 

ристические плоскости ( Ь ) , (и*), (V ), Гчс ) определяются 

соответственно уравнениями: 

Л ^ , « «^ + <" & + ** (44 + Т?7 ** } > 

где 44, -V - независимые параметры» 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 

теоремы 1. Плоскость а) совпадает с плоскостью (а>) 

Теперь нетрудно проверить, что 

для каждой точки М линии Г ее соотвественнме цен­

тральные точки и центры соприкасающихся сферы и гиперсферы 

лежат в двумерной плоскости, не проходящей через точку М # 

§ 6» Отыскание центральных точек характеристических 

плоскостей а) , (м* ), (лг) , (ЛАГ ) показывает, «что цен­

тральная точка плоскости а ) совпадает с точкой М линии 

Г , * каждая ив плоскостей (<и> )* (лг ), (ллг ) $ имеет бес­

численное множество центральных точек - образующих прямую; 

эти прямые будем называть центральными прямыми линии Р * 

Справедлива 

Теорема 3: линия Р обладает тремя центральными ПРЯМЫ­

МИ ( Л ) , ($)) Су' )
 ?
 лежащими соответственно в характе­

ристических плоскостях (лл> ) * (тг )> (уг ) и подставляемых 



уравнениями; 

*«г) яСС* + ъЪ + кх <1 У и + «-%*• 
Доказательство аналогично докавательству теоремн 1* 

Отметим, что ив центральных прямых только (ас) про­

ходит черев вершину репера линии Г . Таким обравом здесь 

наблюдается некоторая аналогия с расположением центральных 

точек: их тоже три и только одна и8 них инцидентна с вер­

шиной репера. 

§7. Что можно схавать о взаимном расположении цен­

тральных точек, центроб соприкасающихся сферы и гиперсфе­

ры и центральных прямых линии Р ? Ответ на поставленный 

вопрос дают утверждения: 

1°. Если треугольники центральных точек линии Р по* 

добнн. то ее центральная, прямая (ос) совпадает с гипоте-

нуэою треугольника центральных точек , 

2°» прямая (у) всегда ПРОХОДИТ черев центры ее со­

прикасающихся сферы и гиперсферы. 

3
°» прямая (Т) линии Р постоянной первой крививны 

всегда проходит черев центральные точки Л) и Е . 

4°. если треугольники центральных точек линии Р кон-

груентнн. то ГвС) и С у ) лежат в главной нормальной 

плоскости этой линии* 

Так как направления прямых Сое ), С/3), (у) определя­

ются соответственно векторами 
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то условия 

С л ) Х Г/1) , Сг>-1-03> 

эквивалентны уравнениям 

_*а. ^ )'+--§ С-- ,)'-0, 4 <& >'- 0 , 

откуда 

ІÊl « a , 4-4 - Лr 

где а, ^ Лг - постоянные, отличные от нуля величины; сле­

довательно: 

чтобы центральные прямые (Ъо ) и С'У) в каждой точке 

линии Р быди перпендикулярны прямой ((Ъ ) необходимо и 

достаточно, чтобы крививны линии Г1 были свяваны соотноше-

ния ми .. ,> 
- — * Л , —• « -«Г , 

а, Лг -»*. 0 , а, - ео-п*^ , Л- * сапл^ . 

Л и т е р а т у р а 
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Во1овпа-Р1ва, 1923. 
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Шоее1*о* г%Ьгиагу22,1966) 
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