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С0ашшю1а'ио.ае8 Ма-Шеш^сае 1Ш.*егв1ДО18 Саго^вае 

7,1 (1966) 

О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ ИЗГИБАНИЯХ ТОРА 

К* К. МОКРИЩЕВ, Ростов на Дону 

В ©той заметке доказывается существование поясов то­

ра, допускающих бесконечно малые сколь вящие изгибания [-->]• 

1. Зададим тор параметрическими уравнениями 

* * (ф + ш )с** *> 
( 1 ) ) • ~004>4Л,& Ч- ОО $ 

ги ж Со, + -г1- ) ^^ V, 

"* сс*- Ш, ' о *> V < 1*г$ 
%, ш Ну АЛ, , 

где си ~ расстояние центра образующей окружности единич­

ного радиуса от оси вращения О Х> 9 Ц> т +• 1 для области 

тора положительной кривиэны и 5- -* - 1 для области отри­

цательной кривизны, значению АЛ* * 0 соответствуют окруж­

ности - экваторы., а М/ т ± оо - параболические паралле­

ли, отделяющие область положительной кривизны от области 

отрицательной кривизны; линии 1г*-« сопьЬ - меридианы* 

2. Бели поверхность заданауравнением 

ЗГ » * (ЛА, , лг ) , 

то хГоле 5Б ~ {§ ъ^ 1 %\ е е бесконечно малого ивгиба-

ния определяется системою уравнений ( 2]х 
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Для тора (1) уравнения (2) принимают вид: 

ьЬ,4л, тиг* %ш+бИ4А,*!т,<1Г.'>14ь ~ в $44, ш О * 

( 3 ) ) $Н 4А,е#Ь1Г.§р +6*Ъ44,&*Ь^'>1у - Ь^ ~ 

* с4ь АЛ, (& а аН,<4, + 4 )*т> к §^+ск*с (В а,с6,и> +4 )&*&%* 0, 

Вводя вспомогательную функции X (лл,? V) с помо-

щью уравнений 

(4) ^ « г Х<ЖЧГ% ^ ' ХА^ГЬ V 

и исключая отсюда и ив (3) ? ? ̂  - Л получим уравне­

ние для определения функции $ (44,, <у ) : 

(фС,к,44, + 6 )в9ь ±44, * §44,4,+ Вв4%244,^^р, -

( 5 ) -*>(сгск44, + $)>$«, ~ 0. 

Так как . 

$(4А1<*+2.Л')'*$(44,7<2Г), 

то решение уравнения (5) можно отнекивать в виде 

(6) ^(44,^) ** <%(ЛА,)/хт* /П V 9 

где &1 - натуральное число* Таким обравом уравнение (5) 

приводит к уравнению для определения функции с? (44,) 

(й,ск44, +Ь)$К144,. ф*'(44,) - ±(фЬк44, +& )д'(44, ) -
(7) 

- гт,1ък 244,»9(44,) -* 0 * 

Вели найдем какое-нибудь регулярное решение уравнения 

(7), то по формуле (6) получим регулярное решение уравне­

ния (5), • затем мспольауя функцию Д (44,,'у) можно най­

ти прм помощи емстемн (4) регулярнее ш соответствующей об­

ласти функции | ( ^ # 1 ^ ) н ^(44,9^) ш$ таким образом, по­

лучим регулярное решение §, у, $ емстемм (3). 
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3. Во всех точках инте^ала (~оо, «*- -аоТ" кроне 

ТОЧКИ 44, т 0 , фуйКЦИИ 

Ê<л' 
<>к14ь * фй&и, + е 

регулярны9 а в точке 4л, т 0 только первая и8 них имеет 

полюс первого порядка, а вторая регулярна, доетому, со­

гласно теории Фукса Г 3 ] , уравнение (7) имеет регулярное 

решение в интервале С - оо 7 + со ) * 

Будем отыскивать это решение в виде ряда 

9 Ы-& **«>*** , 
Т 0 Г Д в ' со л 

У'Г^>= 2 1 Ск(41+ к) 44,*+* , 
•* <с • о * ' 7 

«"(44,)* & Ск (4% + к )(р,+ к-!)****'* . 

Учитывая.,*™ «> 4 гк 

к-о (2к)! 
Ой 

со 

находим: 

где 
2**-1 . о 2 *' 3 

»8К этом положено < 
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далее 

гдe 

*>..+->>%к„4СР1ь(11->1У1 

§ в# 

Л-^^к-ч 41"" 2 к ~ Ъ+ь&к-г ^ + * * - Э ) + - + «а*-1 с//*+ ^ 

н наконец <» 

«*. 1 м. • 9 С*.) - ^Е С-й^Л4""-^ « ^ + 2 * ) , 

причем ~ 

Г* * 3 - . М + *» СЗК-+ + ' ' ' + ^ * - - » С в ' 

< ' *, «!*-< + Э̂ С2К-Ъ+ - + ***-' Ь ' 

Таким образом, уравнению (7) можно придать вид 

(А, - 4-оц ) .«^"'+ <>, - 4-Д )лл,Г + 

+;§ сл^- и . г **>% )Л+Л"\% <Ь~- *4«- ••Ч^** '• 

Отсюда получаем бесконечную систему уравнений для вы­

числения коэффициентов С^ (к * 0,1,2,... ) ряда, представ­

ляющего искомое решение уравнения (7): 

Л, - * « . , - 0 , 

(«.-•А - -,, 

- О с - •*,*, 3,... > • 
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Первое ие уравнений этой системы с :> определяющее 

уравнение [3] 

Ко,+ В)С0р,(<}и- Ъ) ** О 

Следовательно корни определяющего уравнения 

как для & ш + 1 , так и для Е » - 1 *- Второе урав­

нение системы приводит к выводу, что Сл ~ 0 • Третье -

при ф, ш 0 и к - 1 дает выражение Сг черев е о , 

а четвертое - при р, ** О и к ш 1 принимает вид 

0*Сь+0=* 0 , т.е. с 3 является неопределенным, таким 

обраеом мы имеем едесь тот случай Г4], когда общее реше­

ние уравнения (7) представляется в виде 

(8) д(и,) ш А><% (и) + В% (4с), 

где А, В - произвольные постоянные, а 

%(44,)~ Съ А4?+ С$ 44,*+... + Сяк^ 44,Хк+'+... 

(9) \ 
<f%(4JL)~ <L0 + C%44? +-* + Cík A4,žk + 

4» Рассмотрим область положительной кривизны тораг 

на ней в т •+• 1 * Уравнение (7) едесь принимает вид 

(а,ск1А, + 1)ъН 1м,'д>,,С<а)*-4Са,с&и, + 1)ф,С4А,)-* 

~ т^вк 14А,»с$ См, ) ш 0 $ 

или в самосопряженной форме в интервале (0, во) 

(10) d«. \4L d.4L aah44,+ 1 

- 283 



Вовьмем еще уравнение 

(11) ^№к*4ь&№ 
аи> <я>4А* 

/Легко проверить, что уравнение (10) удовлетворяет 

условиям теоремы сравнения Штурма относительно уравнени-

я (11) ив любом отрееке, принадлежащем интервалу С 0, *•«%>) 

ш. 
Фундаментальными решениями уравнения (11) являют­

ся функции 
-по. C<ri&'h4A,<-c.h'U.)9 - ^ — — C m s h u . + chiA,), 

его решением будет и функция 

--%— 0гь%4%и - сИ-и,) - - ^ — Сть*Ь,и + ап.4А,) , 
еп,и> сКи, 

которая обращается в нуль при 

'П'ЬИъо - с1Жь<п, АА, • 

Это уравнение при любом натуральном ль имеет два раз­

личных корня оС, /3 (рис.на стр.285). Следовательно, 

согласно теореме сравнения Штурма, любое решение <уС4А*) 

уравнения (10) имеет по крайней мере один нуль между ос 

м А I 5 ] . 

Пусть 4А,0 есть эначение 44, такое, что 

<&С4Л-*>-%С4А,й) Ф 0 . 

Вовьмем то решение ^ САМ) уравнения (10), которе удо­

влетворяет условию <у (<4,с) • Это решение имеет по край­

ней мере один нуль 4А,1 Ф лм0 , заключенный между ее и 

/ 3 , ш это овначает, что справедлива 
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Теорема 1: существует бесконечное множество поясов 

тора, принадлежащих его области положительной крививны, 

каждый и а которых допускает бесконечно малые скользящие 

ивгибания* 

Примечание: используя теорему Балле-Пуссена [ 5 ] можно 

показать, что каждый ив этих поясов содержит в себе внеш­

ний экватор тора* 

Покажем, что справедлива еще 

Теорема 2 ; существует по крайней мере один пояс тора 

положительной кривизны, симметричнмЯ относительно плос­

кости екватора и допискапций бесконечно малые сколь вяивче 

ивгибания. 



Действительно, частное решение 

%(4А.)тС0+4А,С—), СОФ0, 

уравнения (10) тоже имеет нуль 44, между ас и /3 и та­

кой! что 44, Ф 0
 #
 Для симметричных относительно плоскос­

ти экватора параллелей 

АА, т 44, Ш 44, * ~ЛА> 

потребуем, чтобы 

У (ЛтП - А % С44.П + В<& С44,') т 0 , 

?(-*/) ~~А^О</; + Ъд^СлсПт 0, 

ао так как 

- җ Cu') gг Ы') 
= lЪ(л4.')-9tCu.')-õ, 

то существуют А и В такие» что А В Ф 0 , а <$ (44,') -» 

ж <р(-44,0м 0 , что и доказывает теорему 2* 

б. Теперь рассмотрим область отрицательной кривиены 

тора, на ней е * - 4 . Уравнение (?) в самосопряженной 

форме 

Вовьмем еще уравнение 

т « ^*йЪЛ&м>9 %** сьеки^1 р 14Лч^4А,%1с С0,+ОО) . 

Уравнение (12) удовлетворяет веем условиям теорем» 
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сравнение. Штурма относительно уравнения (13}* А так как 

решения ми уравнения (13) являются 

то каждое решение уравнения (12) имеет, при всяком нату­

ральном т, $ счетное множество нулей. Рассуждая даль­

ше аналогично тому, как его было в предыдущем пункте убе­

димся, что верим 

Теорема 3? для всякой параллели щ области отри­

цательной кривиэны тора, существует счетное множество 

параллелей ль^ , принадлежащих той же области, таких, 

что пояс тора, ограниченный параллелью <и>0 и любой ие 

параллелей лл,^ , допускает бесконечно малые с во ль вящие 

ивгибания* 

Примечание: эта теорема в более общем виде, но другим 

путем была установлена в работе [ 6 ] . 

Теорема 4: существует счетное множество поясов тора, 

принадлежащих его Области отрицательной крививчы, симмет­

ричных относительно плоскости экватора и допускающих .бес­

конечно малые сколь вящие и вгибания» 
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