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Comnentitiones Mathematicae Universitatis Carolinae 

7,3 (1966) 

SUR LA MÉTHODE VARIATIONNELLE POUR LIS ÉQUATIONS AUX DÉRI

VÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES DU TXPE ELLIPTIQUE,* L '.EXIS

TENCE ET LA RÉGULARITÉ DES SOLUTIONS 

Jindrich NBÔAS, Praha 

1, Introduction On résout un problème aux limites dans 

un domaine XL borné de E« pour 1 équation 

(1.1) Z M ) ' V a { (*,&",)* f(x) , 

où la notation usuelle 3)*« «% -^ A V£-—JTTjJ est ut i l i sée , 

et on cherche une solution faible dans Wff^CiX). On désig-

ne par WJ^ l'espace de» fonctions dont les dérivées jus

qu'à l'ordre M, sont de^rt-ème puissance sommable dans SLl 

1 <trv<oo. Cette solution rend minimum le potentiel corres

pondant, dont l'existence suit p .ex. des conditions: 

da/£ o&£ m 
{ i # 2 ) SS^uT ~§îyÇu7 a u s e n a â e s â i s t r i D u t i o n s f '*'» !£'***> 

d'une des conditions 

(1.3 a) | i g f c ( § i - V - ' a * < * » & > - « * ' * . ? * > - *• 0, 

(1.3 b) > 0, 

( 1 # 3 c ) Htl&êi* WMT ^ % > 0 s i <% 8 0 n t aifférentiables» 

de la condition 
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d.4) ^« - t^^^S^'V-T. 1 3 

et des .hypothèses naturelles pour la croissance polynomia-

JLe des a^ » les hypothèses convenables sont faites pour f 

et les conditions aux limites. 

Notre résultat se rattache étroitement au travail de 

F.S. Browder [ 1 ) , M.M. Vajnberg, H.I. Kadurovskij [91 et 

des autres. On retrouve les résultats basés sur la notion 

4e monotoniet cf. F.E. Browder [23, M.I. Viâik [10], mais 

de plus, la solution rend minimum une certaine fonctionnel

l e . 

Sous certaines conditions sur la régularité des ct^dx, 

D*>U>)t f . on applique ia méthode des différences (qui sem

ble être applicable seulement une fois) et obtient un énon

cé sur la régularité de la solution dans l'intérieur du do

maine | pour chaque i l ' c iX , la solution ÀA* du problème 

appartient dans W^m_m f i l ' ) , N * 3. Si N-î\ la solu

tion appartient dans W ^ f i l ' ) pour chaque 1 <-p<oo . 

2» BEiatenoe de la solution. Pour simplifier les consi

dérations» supposons i l à frontière dit lipsehitzienne. 

On désigne par £• (IL) l'espace des fonctions rée l les , in

définiment continûment différentiables dans i l et p a r e i l ) 

l e sous-espaces de & ( i l ) des fonctions m support compact. 

On introduit comme d'habitude • ^ ^ ^ • £ j f ^ , £w>%M*f*dx1 -

•IMlJlj^^. On désigne encore par #j£* ( i l ) la fermeture 

l) On désigne dans la suite la pluspart des constantes posl-

t i t e s par le même symbole c • 
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de W f i l ) Sans W&* (XV) , Au cas c l a i r s , on écr ira seule* 

ment W*£y E.t . c . On désigne encore par C(0o(fL) l ' e s 

pace des fonctions M, - fo is continûment différentiables dans 

i l 1 muni de la norme habi tuel le . 

On a, cf. p.ex. E. Cagliardo [ 3 ) Ï £(£)mW£*(XL)f 16*** 

<co. Si Mm,* N, (2,1) w f c ^ algébriquement 

et t opologiquement avec 4 /<£ * 4/<m,-h/H. Pour AI<L> J\/ém~h/N 

la transformation identique de WjJ* dans L^ est compaci

t é . Si htm,* N y (2.1) est vrai pour chaque 4/q^> 0 et la* 

transformation identique est compacte. Si h/m > H (2.2*) 

Wj^ cC® Ci l ) algébriquement et t opologiquement et l a 

transformation identique est compacte. 

On définit o^ Cx 1 ^ ) ? des fonctions rée l les pour 

X © H ; - c » < £ . c ^ J ^ I - é J e , . , continues pour presque tous X c i l 

en £j, ^ mesurables en x pour £J f ixés . Une condition suf

fisante pour la suite concernant la croissance des C^CHf^) 

en Çj, est 

(2.3) l o 4 ^ 7 ^ ) l ^ c C 1 ^ X f e l ^ r ^ ) ; l<tm,< co . 

On peut affaiblir (2.3) de la manière suivante: On définit 

^ f c t / i * -1 /m,-Cfc-4) /N si (h-lit)/n%<N14/gm> 
( 2 - 4 ) , . . . « > Kl 

> 0 si C f c - K » /m,~N f 4 / f t r t , -» ** ( A - U I > - m > N « 

Si 4 * ^ .£«*>, soi t %*>%/(%- D - Posons **>xM^smq,H{ /%'Hr 

Soit e 6*) une fonction continue dans < #.,00 )f > 0 . On 

supposera 

(2.5) »%Cx,^)Iée(X , l&l)<fc<*)+;£ |4. |s* ., ^ ) 
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avec &* L^M C i l ) , <*>i(x) > 0 . 

L'opérateur a^Cx,32*44,) (dit de Mmyckij) résulte conti

nue de W£* dans L. /4 , cf. M.M. Vajnberg 183. 

On se donne encore û, un espace de Banach t e l que 3Ci l ) -

* 0, et t e l que WJ^ <=- Q, algébriquement et topologique-

ment. Soit OQ un ensemble l inéaire, t e l que 2)(SL) c 00 c 

c £ C i l ) et désignons par %VmÔp dans ty£* . On se don

ne encore u>0 e W^ 1 engendrant la condition aux limites 

"stable" (type de Dirichlet)., %.m V (dans le dual de V ) 

t e l que q,v m 0 pour Ve W^y , engendrant la condition 

aux limites "non stable" (type de Neumann) et finalement -f-e 

é Ô>' . On désigne g.Vm <t^9->^L- -tv~ <v,f ^ - Le problè

me aux limites: on cherche 44,€ Wj£ de sorte que 

(2.6) AJU - 4JL0 e V9 

(2.7) pour chaque veV:f Z J > V a j C ^ ^ > ^ - < ^ ^ + < ^ ^ W 

Si $Ctr*) est une fonctionnelle sur W^ , on désigne 

par D$Clr> îr ) la différentielle de Gâteaux au point V dé-

9. $(VMtir)-$(v) , . - , -v. 
finie comme ^wv j — : -*J>$U>;iry.On supposera 

toujours que ,-D$Carj • ) est une fonctionnelle linéaire et 

continue dans W^ • 

Nous supposerons toujours dans la section 2: soit <f ($J) 

une fonction à support compacte danr E^ 9 où d est le nom

bre des indices t£ I -t£ Je, « Alors presque partout dans i l . 

(2.8) 4 -§fj- a* '*»&>«-•*- - t |g - -v 6<,& ) ^ . 
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.Ehéorème 1. Les conditions (2.5) , (2.8) soient sa t i s fa i 

tes . Alors 

( 2 . 9 ) # 6 > - ) * y ^ ^ « 

fonctionnelle continue sur V et 

p r o s t r a t i o n . Soit dt l e nombre f ixé par 

(l/n,Jhd)^l<jU€k!fiOèiZ/ai P-JhÏMd&l et posons pour pres

que tout # de i l y 0 < <h, < A f 

( 2 . 1 l ) c ^ X , £ ) - * ^ ^ ^ 

I l suit de (2.11) et de C2.5) que o ^ sat is fai t aussi 

(2,5) avec les autres e ( ^ ) , qfe , indépendamment de Jv» 

Définissons à l'aide de (2.9) ^ C t r ) • En utilisant 2.6, 

noua obtenons le théorème 1 pour $jk0w)9 &€ ty ) à plûa 

forte raison J ~ ^ ( v v t & > i £ f i ^ * & <hKC^&K+ 3*#+ 

^ ^ > ^ - < ^ ^ < ^ ^ I l en suit que pour &e <&* 

+lfc+vTP&)d*- <&9*)^-<&9ç>aJL , 

d'où (2.11) pour nrm V9 d'où l e théorame 1 pour $j»,(V)« 

Étant (2.5) pour dlJK indépendamment de <& &jfy$%tf*$ 

VkL*+J>*m-v]&&U a^Cxt T&ub+P*v>+ fM& ) presque * « -

tout dans SL9 on obtient (2 . i l ) pour $ £ V ) t d'où l e théo

rème. 

Km, étant un espace de Banach réf léxif comme jum 
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aousespaoe fermé d un espace réfléxif, chaque boule fermée 

est faiblement compacte (théorème de Gant mâcher, Smuljan, 

Eberlein). 

Nous utiliserons encore un énoncé facile, cf. M.M. 

Vajnbeirg [8] : 

si pour chaque V$, 4£ m V 

(2*lzy§C%)~$C<Vl)>T)$(v;t)vi- tç), alors <$ Cv) 

est continue faiblement inférieurement: 

(2*13) **L-* vr (oonvergeace faible) *+ iksk $CVTL)>$CV)0 

On a évidemment, cf. M.M. Vajnberg £8J: s i $ft£)--

»«n^$(5tr), alors ] )$ £tg, v) m 0 . Encore: une fonction

nelle satisfaisant (2.13) atteint son minimum dans chaque 

boule fermée* 

Nous dirons que la différentielle (2*10) est totale

ment monotone (strictement totalement monotone) s i pour 

chaque v9 vre V f v 4* w > 

JÏMr* Jy+Cw-v-yta.UfJfru^+lPnir) 
(2*14 a ) ^ 1 4 1 * * * ^ 

+J>*v*ïlcl* >0, C2 .14 - I> )>û-

Nous dirons que la différentielle (2.10) est coerciti-

*e, s i pour chaque we V 

(2.15) fj£^$\*+Cx9&4i, + &V')dx*XCIV'fa9m*'), 
,0_ f*i -*»as> 

ou X (*")//> est sommable sur chaque (OtR.)t R. >0 et 

* XM <2.16) M*nC1/R}f - - ^ - d* - co 
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-P^ft*» 2 **s conditions (2.5),(2.8),(2.14),(2.15) 

(2.16) soient satisfaites. Alors 11 existe un ndnimum de 

(2.9) dans V soit or* v+um est une solution du problè

me aux limites. Si la différentielle est strictement mono

tone, la solution est unique. Dans oe cas, <4îm, $C%^)m 

« $ Cv) **%>,-*<*. 

Bémonatration II suit facilement de (2.14) l'inéga

lité (2.12), d'où (2.13). 

On a 

l]'1J\«i/tv>kf„yM+>'»> md*-c), 
d'où i*/m< S (v) ** GO . Alors /rrwru $ (w)** nrum, $ Cv), 

pour R assez grand, d'où l'existence de minimum. L'unici

té est claire. Dans oe cas, soit v* minimum et Jùnv #fi£-.V 

s$Cw). En vertu, de (2.17), #«&,<!*,,*» * * • S i ^ n* 

contergait pas faiblement vers */"., 11 existerait une sou*-

suite *£ t e l l e que '^L--* v*+ w+iCv*)m§Cv) ce 

qui n'est pas possible. 

Remarqua 1 lia condition (2.15), (2.16) est évidemment 

satisfaite s i 

<2.i7/.$r ^ « / « * i ^ > / ^ 

La condition (2.15),(2.16) est sat isfai te pour M,0* Q a l 

(1.4) est valable. (Four le problème de Dirichlet, i l suf

f i t e > 0 dans (1 .4) . ) Si encore (2.3) a l i eu , (1.4) en

traîne (2.15),(2.16) en général. 

RffitMTtiW ? L« condition (1.3 a ) , ( l .3b ) entraîne la mo-
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(2.18) A 

notonie totale et la monotonie totale stricte, respective

ment. (1.3 c) entraîne (1*3 a), (1.3 c) avec > 0 en

traîne (1.3 b). 

ffemaroue 3 Si O ^ f x . , ^ ) sont continûment différen-

tiables en Ç* , la condition (2.8) équivaut à -i * -» 

' TU" 
.écrivons les opérateurs St^Cx, D**** ) sous la for

me cij• Cx93fcU,,yl*'U'), où le symbole " Jf**Ai, " signifie 

l e vecteur des dérivée» avec /oti-»vfe et l e symbole " ])%ic" 

celui des dérivées avec I/î I < *k * 

On appelé la différentielle (2.10) principalement mono

tone s i pour chaque *>"*« /ur, Ù) € V • 
/ r f £ * &0i*-+) tcu4 C*,2flu*+Jf*r, Xtu, +J>%)-

Q>4 (** Vc4i*+&*9 D^+tf^dx & 0 , 
cf. aussi J. Leray, J»L. Lions [ 4 ] . 

Une condition suffisante pour le théorème suivant, en ce 

qui concernée la croissance des a^ (xf <̂  f &~ ) en £ f § : 

(2.19) U\~A*+aiCx9ic9 $/* ) ne dépend pas de 

(2.20) l i l < * 4 ^ 4 £"X, $* * £^ ) ne dépend paa de 

Les condition» (2.19),(2.20) peuvent être remplacées par les 

. conditions plus faibles: Soiénit c C* ) , d(&) dea fonctions 

•coatinuee dans <0,*> ) , >0, afec <a£C0> » 0 • Qa supposer» 
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K l - A - » ! * , , Cx, t e , Ç,)-** Cvx, ^ . ^ >KeâM» C 

^ÊM/J S- '» ,£***.. % '»' « té^/C" 

où 0 < (O^, < £,f/|. •S-^— * Pour HI < <& 9 on supposera 

(2.22) OiC^^^m^i^u^Cx^^a^Cx^ 

atec a ^ 6x, è^); G^fo, £-} continues pour presque tous 

X de A en ^ ^ mesurables en *K pour £. fixés» Puis 

soit oc^ + 0 seulement si %(4ï > «n, /C<m. - 4 ) • 

On suppose 

(2.22)' la*, U, ^ >| * c ^ . M * . ' iv."«i.5>w. «,.1-JV^'> 

(2.23) ^ ^ - . . ' » * « ^ W ^ ^ Ï ^ > * 

où fcCx> 0, 3.. g L j t^ ( , g* , •> *,'*, , s i A,-NA***UU 

«.*,= 1, • - HKM-N/nn,, « e * , ^ - e ^ , /fcï , , • 

Théorème 3 Lea ocondltions (2.5),(2.8),(2.15),(2.16), 

(2.18),(2,21),(2,22)',(2.23) soient satisfaites. Alors i l ex

iste un minimum de (2.9) dans V soit if-- v+ *L0 est une 

solution du problème aux limites. 

PtMWtTlttM» Soit i& -v v. Oa a |l<£, fl,^.* R et ea 

2) 3^ $ к | - «*, отвиррове 0-5 э>ф,< 6»1 ~ *>/'»«,) &,л* 
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tertu ^e (2.21) 

'£&/**/&+**. C<* <*.******2\k, *\+t3>\) -
- a, <;*, $*u.t + tl>*v^, 2>\ + tJxfiv )J du - Ù • 
Le condition (2.18) entraine comme audessus (2.13) pour tir 
et Jdtfi£J>i>urcL.%Cx,l?>*i*.*3>*vr,D\ + tJ>*v)dx . 

-r 
IX suit maintenant des (2.22)f

t(2.t3) que Âvm, fdif^J?%aJ 

(* , i>V+ tif-^, 3>\+tj>fi^ >OÉ* - / < * * / 5: j V a j f*, 
r si. ni** % ' 

P*44* + tJfSr, 3>\ + tj>*v )d* . i^ r e 8 t e de 

la démonstration eat comme pour Xe théorème 2. 

filffliXfliif-jt» --* condition 

(2.2*) / 4£ É f * - 2 < > f ^ * t Ê c > ^ 

entrains (2.18). Cf. aussi remarque 2* 

h B^ffld»»# 4g iMl go^Utlont #n, > 2 . On se bornera au 

cas /rrv > 2 . Le oaa 1 < in<2 sera considéré entre outre 

dans un autre tratai l de l'auteur. Remarquons que Xa condi

tion (2*8) n'est plus nécessaire dans cette section* On sup

posera dans cette section Xa déritab i l i té continue des 

% C # f ^ ) e a X, §j, et on désigne ^ y C * ^ ) - £ ^ £ X , £ > . 

Les conditions de croissanoe et de t l l i p t i c i t é des <&*/ s e " 

ront de deux types: 

/ l«* i^f£t>l~*f&^ WMIJI-4*, 

J tftkJk,, ïjl ** 4%, (toaoguemeist pour 
(3*X> 1 Mm*, \H~Jh), l^4à <*,&!** C(4+J^lU**l 
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I- .K .*. ' * » * * ' 

(3 

(вt ,wifllogtteЮЄnt P в " ' * / . * , , /-,/.- . * > , l*4t {*,&!* 

*' «ţ&C ^*' p o u г u ' <*. * '<*>Jw1*'*» 

Hfë-lécCl+Jfr+V , pour / * ' / < A , 

En ce qui concerne 1 affaiblissement des conditions (3 .1) , 

(3.2) respectivement, correspondant aux conditions (2,9) de 

la section précédente, nous le réservons au Lecteur, 

i l étant un domaine à frontière lipschitzienne, 11 est 

démontré aux travaux de l'auteur t%f&J l'existence d'une 

foncti^û & de £CIL) r> C CJ3L) f équivalente a la 

diêtt C#, a i l ) , tel le que 

(3.3) I J V / - Î C eiml41 

et d'une suite croissante des sous-domaines Jï^ c Jl^ c J2. , 

te l le que Mpt'SL m JL et t e l l e que pour les tfl corre«-

pondant, l ' inégalité (3.3) est valable avec une constante ne 

dépendant pas de /rt , 
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Four le terne "à droit19 4 f on supposera au sens des d is

tributions: 

C3-<> A « l ^ B o * < * - < V < c 

Si on s'intéressera des énoncés sur la régularité locale 

de la solution, i l suffira de supposer que pour chaque 

1fé9(£LÎ , V > 0 , 

Soit J%*C0}>"\4%\i 09 ..>0)tEfj avee 

\M>\ aur X -âme plaça, t e l qmm<i/2dU&CXL,éJl%9*^(&, 

étàOxWHfi&î 3 ) < 1/Zdi»tCJL', âJL>9Sl' c XL . 

Béaignone par o^Cx> » 9>f*--*#t), par f ^ l a dietribu-

tion te l le que <<£, f.^ > * <^9 * > et ^ ^ - f ^ - ^ V ^ I * 

Nous utiliserons cette propriété bien connue des eaper

ces Wj^ , cf .p .ex. L. Nirenberg [7J: pour un domaine i l 

borné, J* > 1 f <fi~> ^JL'cJTeJl , i l eot 

(3.6) ^ « W£4V-aw i a 4 ^ i wf-^cJi'u c 144,, n WJ^CJÏ), 

où I 4 l < ^ f ^ <&&), e indépendant de Jk et on 

a e n e o r e ^ \«*« ^ dana W*-"<&} . 

«fUfarèiaa 4, Soit .44 a W ^ C Û . ) , une solution du 

problème C2„6)f<2.?)f i l ' c M? 'à JTL *t 

v ^ i '• » » 

3| Le ̂ N * ^ ^ aifaifie le auppart de cf à savoir 14 

fermeture de l'ensemble om <f f* ) -** 0 • 
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Supposons (3 .1 ) , (3 .5 ) . Alors 

d ou 

(3.8 a) /* 2 _ I D V r ^ ^ c v é c C i l ' ) pour N > 3 , 

(3.8 b) / S !£*/«, l*d**CLC&\ll arbitraire > 1 et N>* 2* 

Vwmstrêjiûn* B suit de ci.7) 

-a ni-**. ^ „v ** -*' 

xtAv+JJ^Cx + th, C1-t) *3>*<u,+t$i'4±4lf)dtJ 

Soit - y c S û l ) , rCx)>0, f f t ) » 1 sur JL',dû>tCA<tffî'f't 

dSL)<C4/2).dtetC&%â&) et posons g > - T
2 % ^ . P r e 

mièrement, i l suit des hypothèses (3.1) que toutes l es fonc

tions a intégrer dans (3.9) sont sommables. I l suit de (3 .1) , 
*f 

(3 .5),(3*6),(3 .9> atec la notation J * f S Cf C1 -é)3?k<h 
-a f*f** o 

+ *3>*MUy\~~*dt)Cl>'ù4i4L)1r**'dx l 

e^éc Crn^C^+^rït'U'C'* J4/*+ 
(3.10) Q4 ***** 

d où 

(3.U) 3 * e Cy ) • 

NOU. . » « W < I / I A ^ . < I J & * I ^ 

tf'w «n t.rtu d« (3.«),(3.11) «lit l'«^.rt;Ul!Î,XI,'4-*',*i>' » 
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Tĥ Pf-1-8 5» Soi* *L e Kn. ^- ̂  une 8°lu*ion *- problème 

(2.6),(2.7). Suppo-oaa (3.1),(3.4). Alore J «**& &„. ( 

(fot 

„^ /ř ^ " ' ^ ^ r ^ ' ^ - ^ 
(3.12J jjJ j í í i ^ 

JC I f l * * . 

A/- *• » 

0ù 4 -<- f-* <<*?;* d'ailleurs arbitraire. 

n^gft-fjfltion. .Pour le voir, i l suffit de remarquer qu' 

on peut uti l i8er dana la démonstration précédente %^ défi

nie par 0 hors de -Q-̂ , au l ieu de yr* In vertu du théo

rème précédent, on peu* faire tendre IJvl-* 0 dana (3»9) 

**ee cf -c ^5*"4fc, AÂ0 * H «a euit 

/ ^ | r . * , , 5 ^ , ^ ^ ^ > ^ i W W * indépendant de 
m,% d'où l 'assertion. 

Théorème 6 Soit M, e to/£ £ÛL) une solution du problème 

(2.6) , (2 .7) at supposons (3.2),(3»5). Alors pour J l ' c i ï ' c i l » 

PÉMBfllffftUW* On part de (3.9) avec q> * f^A^M, ; on 

voit que toutes les fonctions a intégrer dans (3*9) sont som-

mables* Désignons 

J«/21 cJu+SL CC1-i)^+tjf4^ff^hUiX]>% 

, I l suit de (3.2),(3#5Î,(3*6),(3.9) de neuvean (3.10), d'où 
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(3.11). Nous avons 

(1/IKDHC* z. c&u,.)*j~»- c4+^.cTru.)*Jm/¥}2**»%. 
Lri,\mfa ~** PH«HC • M 

. obi* ̂ cci-t>jfiu, *t ifoSi*"»'*'" J*--^ Y V 
«*̂  *~ UuZh ~* à ou en vertu de 

(3.6),(3.11) suit l'assertion. 

On obtient de la même manière comme le théorème 5: 

fhéorème 7. Soit AJL € w£* C-G. ) une solution du 

problème (2.6) , (2 .7) . 

Supposons (3 .2) , (3 .5) . alors fs**-*L Cg— td•J^ 

C 1 ^ . ) ^ J W * )*<*** c <, d'où (3 .12),(3 .13). 
Remarque g Houa obtenons pour (3.4) f \d+ X Q > * ^ A I 

&**, t**»)*** *e , etpom, (3#5) 

4. Wc.»fc, l4.TSfc-i.-f 

alJfflTTO § --*•• théorèmes 6,7 sont valante, s i l'on rem

place dans (3.2) toutes les expressions CcL +Jfr.± £ t * ) 

ISftffiDle Soit £L*«Cxe £ w , !x l < 4 i , 4 t e 4, «1-» *• ,%&, &^" 

soit*-" ** v v-w -̂̂ ^w,**^^^^ 
Le théorème 1 est applicable: ^(^mft^Q^- >*3*4*«fr 

+<*&**} N£v dx . L ? s eonditions (1 .3a) , (1 .4) , 

étant sa t i s fa i te s , i l existe une solution unique 
N 

KJ&I * * ^ • kes conditions (3 .2 ) , (3 .4 ) sont s a t i s 

fait ea, alors le théorème 5 a l i e u . Néanmoins quoique 44p9f9Og 

sont analytiques, la solution n'a pas l es deuxième» déri

vée» continues dans l 'origine, tant moins est analytique 
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dama i l . Four la régularité plus élevée de la solution, i l 

est alors nécessaire que cL > 0 dans (3.2). 

Problème est de savoir la régularité précise correspon

dant su cas (3.2) avec cL=*0* c'est le théorème 57 Si 

d > 0 , la solution est-el le régulière dans borne en dépen

de ne e des données et analytique s i te l les sont les données? 

(Problème de Hilbert.) 
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