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Сошшеп-Ьа-Ыопез Мэ"ЬЪетэ"Ь1сае Ип^егзИ.-а'Ыз СагоНпае 

7,3 (1966) 

К - ХРОМАТИЧЕСКИЕ ГРАФЫ ВЕЗ ЦИКЛОВ ДЛИНЫ * ? 

Ярослав НЕШЕТРИЛ ^аго8.1ш Неёе"Ь?И), Прага 

В работах Ш и [2] доквано, что существуют конечные 

граф» с производным хроматическим числом /п бее циклов 

длины & 5 . В этой эаметке покажем, что для каждого 

натурального пъ существует конечный граф & бег циклов 

длины йь У такой, что хроматическое число О больше 

чем ог . Во всей статье придерживаемся определений и обо

значений ив [3]« Рассматриваемые здесь графы неориентиро-

ваны. 

Граф (г вадан, если дано непустое множество X и мно

жество ребер Я С X .к X 1 что записываем в виде (т « 
т(Х, К)* Пусть дальше Кх! число точек &7 ^(6) хрома

тическое число (г. Множество I С X называется неза

висимым в графе & ш (X, К ) ; если 1 x 1 п В» » 0 . Черее 

Э((х,Яь./П, ) обозначим систему всех независимых множеств 

в графе 6* $ для окрашения которых требуется при любом 

раскрашении О п -цветами не меньше чем Ас -цветов. 

Теорем»» К каждому натуральному Л существует граф 

Од такой, что У (&1} & <2 м ( ^ яе содержит циклов 

длины 6 У • , 

Сначала докажем 
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Лемма .!• Если ЛЬ < /гц -&* ль натуральные, к граф 

(ж такой, что ф((т)"т, и Э((х,<Ь>9<П,)4*0 9 то существуй 

ет граф (г такой, что 3((г9 Ль+-1, <п>) + 0 • 

Докаватель.ство: Построим ? » ( Д , к ) и1сС(г,^'*" 1,'Я'/» 

Пусть иЭ((г,*ъ7т,)9&*(Х,Ю, Ниа, 16\т~4>. пусть 

^ • ^ ? ^ ) **^|"|*Ч Щя^ф1^фш^^й, представляют ко

пии графа (г, так что Х^, X * , %^ , (̂ # все попарно не-

пересекаются^ Пусть \ с 3 (&± , Лг>;т,) ш\Ц\»Ш ъ*1):7&* 

Пусть 1^Я{/Уцл 1&т19»»1&}» Пусть ^ отображение множества 

А «{'1,2,.#,а} в X/ Х^ такое, что $р(ф)б Хф для 

всех ^ 9 А$ 1$.ш^Ф • Множество всех таких отображений о-

бовначим <р . Ясно что 191 ж А* • Эелементм ф обоана-

**" 9,>~>л> • п°*в°«»*я<&\> и ( Д к ^ * Ч У 1 - » 
К- Я*1)<Д^ Я*) V ф1 К#

4 ) , где К* определено сле

дующим образом; (хс, 4г* ) € Я * тогда и только тогда если 
4 ^ я г 9 4 ^ * ^ 1 ^ * *У^ • Очевидно, Г есть невависимое мно

жество, и у ("<*) & т|> # Допустим, что у(^)»т и I € 

шЭЩМ9/П>)9 I ф 3((г9М+19т,) • Потом существует о крашен не 

(у 1% красками так, что на I появится точно М - кра

сок* Те же самые краски появлятся на каждом 1^ , -I»-в/);.-,-&
// 

Пусть одна и а етмх красок ос . со должна появиться при 

украшении любого С^ , ^ » 1.,,*, О* в точке, скажем, %А . 

ПОЛОЖИМ ф($г)т\ ХЛ . ЯСНО ЧТО ^ 6 $ И ^ » 9-* 

Учитывая определение Я # мы видим, что на Х{, не н0*-

жат появиться краска *С . Противоречие. Необходимо Т & 

€ Э ( 6 , М + 4, /п>). ^ 1 , 0 $ , представляют графн бее цик*о0 

джинн 6 Т и длина циклов содержащих ребра ив Я** в% 



меньше в (по крайней мере 4 ребра принадлежат Р.* и 

тоже 4 ребра 1.? к I*/ ., так как 1$, 1 ^ невависимые 

множества). Лемма 1 доказана* 

Лемма 2, .Зсли (х граф бее циклов джины й У > 

у(Сг) ж /г1 и Э ((г, /П-., /гь ) -̂  0 ? то существует "граф <? 

бее циклов длины й 7 такой, что ф (кг ) > л% • 

Доказательство: <х построим при помощи конструк

ции описаной в статье [ 1 ] . Пусть I с 3(0}лъ9#ъ), Ш в С , 

(*ъ(с - 1)+ 4\ 
\ с /<Ь • ЙУСТЬ ^ * (^% .* ^* ' ъ * 1, », а. копии 
графа 6", все Х^ > К^ попарно непересекаются. Пусть 

1±ъ 3(0^*1, ль), \\\*М\,1 *>%»,<*> .Пусть 1.^- {Ч>*4 * 

% « / /;'- ; С^, Пусть у взаимно одноэначное отображение 

множества В »{*, 2;..,с} в множество М, 1М 1«/гъ(с-1)+1. 

Множество всех таких отображений обозначим V • Ясно, что 

\Ш19с1. Элементы ЦТ обовначим У-ц.--*^- Пусть Сг ш 

-схД),где х-ыисб х^) * К > к . ц ^ к*>, 
где К.# определено следующим способом: Си*,/./*) € К© 

тогда и только тогда, если АА,ШЦ^(^) , ^ « ^ ^ • Пусть 

ф((т) ж *г1 . Потом существует по крайней мере С точек 

СЦ)в^ >••>% и8 N , окрашенных одинаковой краской, 

скажем оС . Пусть фС^) я А^ , потомит € Ж и у * *Щй • 

В силу определения К0 7 на 1^ не может'появиться 

краска со . Противоречие* Отсутствие в (г циклов длины 

3.& 7 следует ив независимости 1 ,̂ • Лемма. 2 докаэана. 

Теперь докажем теорему* Для Ж ** 1 она верна* 

Одна точка представляет пример (г... -. Предполагая верность 



теоремы для Л> > А построим (г^ + ^ * В силу леммы 1 

( Э ( & , 49«%У+0 для каждого & ) существует граф (? 

такой, что ЭС(у ; /1Ъ.,/?г)4»0 9 пли у(€г) >/гъ. Еслш 

ограничимся случаем «2 С &/*&.-,/*&)-*»Р И у (&) т /гь $ то 

из леммы 2 следует опять существование <х и -згСЗг)>/п. 

Теорема доказана. 
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