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Commentationea Mathematicae U n i v e r s i t ä t i s Carolina« 

8 , 1 (1967) 

ZtfEI CmRAKTEHISTERUNGEN DER NUKLEA.ßEN LOKALKOSVEXEH RSUME 

Kamil JOHN, Praha 

Die benutzte Terminologie und Bezeichnung s ind aus [ 1 ] 

übernommen« Die Bedingungen für die Nuklear i tat d e s Baumes 

(Satz 4)9 nit denen sich dieser Artikel befassmwird, ent

standen aus den in [ 1 ] ges te l l t en Problemen 7*3.4 und 7 .4 .5 . 

Des erste Problem läsat s ich folgenderweise formulieren: 

"Ist ein lokalkonvexer Raum E nuklear, wenn die 6 -Topolo-

gie mit der st -Topologie auf £ ® E übereinstimmt, also 

wenn die Bedingung 

(a) E ®6 E * £ «W E 

gilt?" Das zweite Problem lautet: Ist ein lokalkonvexer .Baum 

£ nuklear, wenn die folgende Bedingung (b) gilt?** 

(b) Alle stetigen Bilinearf ormen auf £ x £ sind 

nuklear. 

Wir wollten zeigen, dass jede von den Bedingungen (a) 

oder (b) zusammen mit einer einfachen untenerwähnten Bedin

gung (c) eine notwendige und hinreichende Bedingung für die 

Nuklearitat gibt« Der Satz 2 gibt eine interessante Charakte

risierung der Räume mit dem Skalarprodukt. 

Es sei betont, dass wir unter einer Nullumgebung in ei

nem lokalkonvexen Räume stets eine abgeschlossene absolut

konvexe Nullumgebung verstehen werden und dass.wir zwischen 

- 11? -



den Bilinearformen auf £ x E un den zugehörigen Linearfor

men auf E © E nicht unterscheiden werden. Die vollstandi-

ge Hülle eines lokalkonwexen Raumes E wird mit E bezeichnet. 

Wir werden nun einige Begriffe und Sätze aus [13 wiederho

len. Ist U eine absolutkonvexe absorbierende Teilmenge ei

nes linearen Raumea E ; so erhalten wir durch den Ansatz 

f* (x)mMf {p>0lxep t/|'eine auf £ erklärte Halbnorm <fvu . 

Der durch die Bildung de8 Quotientenraumes erzeugte normierte 

Raum wird mit ECU) bezeichnet. Ist x(U) die Restklasse 

des Elementes X € E , so bezeichnen wir A(U)-U x (U) 
7 K*A 

für jede A c E , Pur zwei absolutkonvexe absorbierende Teil

mengen U und V von £ , wo U c pVy p > 0 ist, definie

ren wir eine kanonische Abbildung E (U f V) von £ (U) auf 

E (V) so, dass wir jeder Restklasse x (U) € £ (U) die Rest

klasse x (V) e E (V) zuordnen. 

Es seien E , F zwei normierte Räume mit den abgeschlos

senen Einheitskugeln U und V . Eine stetige lineare Abbil

dung T von E in F heisst absolutsummierend, wenn es eine 

Zahl to 2 0 gibt, so dass für alle endlichen Familien 

•(«X.,,..., X ^ ] aus E die Abschätzung 

.2<f% C T x i } **P *"/> (JE K x , n , a > l | a e V°l 
besteht. 

Aus [1] brauchen wir auch den wichtigen 

Satz 1. Wenn £, F zwei Hilberträume sind, so ist eine 

stetige lineare Abbildung T von £ in F dann und nur danri 

absolutsummierend, wenn es ein vollständiges Orthonormalsystem 

{•eif 0} in E gibt, so dass £. ffy C T-e^ ) f < 4- 00 ist. 
«/ 
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Ein lokalkonvexer Raum E heiast nuklear, wenn es in ihm 

eine Nulluagebungabasia {U^t gibt, so dass die folgende Aus

sage gilt: Zu jeder Nullumgebung U^, c '{ U^ ] gibt es ei

ne Nullumgebung Uß € { U^ } f so dass die kanonische Ab

bildung E (Ufi , UK ) absolut summierend ist. 

Sind E, F zwei lokalkonvexe Räume, so sind die lokalkon

vexen Tenaorprodukte E 6^, F bzw. E ® e F aus allen Halb

normen ttcüiV) ^)ZW# ^(ü, V) auf E &> F mit allen Null

umgebungen U in £ und allen Nullumgebungen V in F er

zeugt | wobei 

.•V 

mit * - ^ ^ © ^ • 

Eine Bilinearform ß auf E x F heisst nuklear, wenn aie 

sich in der Fora 

BOc,/^,)« JE < * , a ^ ><*VS - ^ > für x e E , t^ßf 
H 

darstellen laset. Dabei soll für die Linearformen cu^ c E ' 

und Jb^ e F' mit zwei Nullumgebungen U in £ und V in 

F die Ungleichung 

bestehen. 

Wir werden auch die folgende Bedingung betrachten« 

(c) Der lokalkonvexe Raum L hat eine solche Nullumge-

bungsbaaia 11^,1, dass alle Banachraume E(l^) sogar Hil--

bertraume sind. 
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Aus dem folgenden Satz werden wir nur die Implikation 

brauchen. 

Satz 2. Es sei £ ein normierter Raum mit der Einheits

kugel U . Die Norm -ft> auf £ kann dann und nur dann mit 

Hilfe eines Skalarproduktes auf £ gebildet werden, wenn 

für alle endlichen Familien { X 1 9 " - , X ^ J ans £ die 

Gleichung 

g i l t . 

Beweis. Wir können uns l e i c h t überzeugen» dass 

i s t , wobei das Supremum über a l l e s t e t igen Bilinearformen 

ß auf £ x E mit der Norm 4 4 - das heia s t über a l l e 

Bilinearformen & mit I ß fX, /y. ) M ^ (x) <p> Cy. ) für 

a l l e X 6 £ und /^ € £ genommen wird. 

Es seien nun x f , . . . , x ^ e E und es se i Bfa,*}) 

das Skalarprodukt auf E , das die Norm <fl>u b i l d e t . Dann 

i s t I B I « 1 und wir haben 

£ ^ * 4 > * i £ B^,x.)«B6Sx.®x.;^jr l /£/J( i£x.®^ ) , 

Die umgekehrte Ungleichung fo lg t aus der Definition der Norm 

Es ge l te andererse i t s d ie Beziehung ( l ) . Es seien X19... 

"*y X_. aus £ und es s e i fc > ö . Dann gibt es eine B i l l -

nearform B^ mit I B̂  J -* 4 , so dass 
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ist. Folglich haben wir JE. f£(X4)- Um^, (j£ ß«, (*4 > *** ̂ ' ' 

Nun wollen wir zum Beweis der Existenz des Skalarpoduk-

tes auf £ das folgende Kriterium aus £2] benutzen: Wenn in 

einem normierten Räume aus I) X t -• II ̂  H -• 4 die Unglei

chung 

folgt, dann kann die Norm aus einem Skalarprodukt gebildet 

werden. 

Es seien also X , /y. 6 £ . Wahlen wir X, * x + ty , 

X • x -/y. . Dann haben wir die gewünschte Ungleichung 

» 24.** I&fc6x,x)4.B^fy,^)l 6 L(n£(x) + f% ty)) • 

Bemerken wir, daaa es genügend wäre die Geltung der Glei

chung (1) nur für /n, » 2 zu verlangen. 

BfBffrrtoHHif' Satz 2 ermöglicht eine äquivalente Formulie

rung der Eigenschaft ( c ) : 

(o') Der lokalkonvexe Raum E hat eine solche Nullumge

bungsbasis { U^ J , daes für a l l e cc und a l l e end

l i e h v i e l e Xir.., X^ aus £ die Gleichung 

trCü u %(J£M4Gx4)»ßLi£(x4) 
iU*fU*' • • * * * « * U* * 

g i l t . Dabei genügt es nur /n- * 2 voraussetzen. 

Satz 3 . I s t die & -Topologie auf £ <& £ die Mac-

keysche Topologie, a© i s t (a) eine Folgerung von (b). Dies i s t 

z.B# dann der Fal l , wenn £ metrisierbar i s t . 
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Pfwelq« Es s e i £ der algebraisch duale Raun von 

£ © £ . Wenn (b) g i l t , kann man jede s t e t i g e Bilinearform B 

in der Form ß s - S Xi a4 & /% mit o ^ 6 U*, £% € U*, 

OS. l^i ' * 4 d a r s t e l l e n . Folglich i s t b i n der 0( F , £ ® 

® £ ) - abgeschlossenen absolutkonvexen Hülle der Menge 

U0 ® U° a lso nach der Defini t ion der £ -Topologie i s t 

b 6 CE ®E E ) ' (Sieh C3i§23, 2 ( l ) ) . Wir haben also 

f £ < 8 ^ £ ) ' « * ( £ 6^ £ >' und deshalb die beiden Topolo-

gien zusammenfallen müssen. 

Satz 4. Es se i E ein lokalkonvexer Baum. Die folgen

den Aussagen sind äquivalent : 

ioC) E ® e £ • E 0 r E und E hat d ie Eigenschaft ( c ) . 

( / l ) Jede s t e t i g e Bilinearform auf E x £ I s t nuklear und £ 

ha#§ie Eigenschaft ( c ) . 

<T) £ i s t nuklear. 

Beweis, ks i s t bekannt, dass jeder nukleare Raum d ie Eigen

schaften (oc) und (ß) ha t . Nehmen wir zuerst an, dass (-X-) 

g i l t und zeigen wir, dass £ dann nuklear i s t . Es se i {t^l e i 

ne solche Nullumgebungsbasis, daes a l l e E(U^) Hilbertraume 

oind, und wählen wir eine solche iL • Dann gibt es ein U» € 

€ 4 l 4 t J , a o daes l ^ c l ^ und 3 ^ ^ * ^Cuß%Uß>
 i s t # 

Die Norm auf E(^) 6> E (U*) , die wir a l s T̂ -P ro -

dukt der Normen auf E ( U^) bekommen, bezeichnen wir mit 

ITnt ii % • Jr'„, ,, K i s t a lso e igent l ich die Norm 

^Cü U) > w o ^ d i e E i n n e i " t s l c u ß e i i n £ (U*) i8*» Jhnl icher -
weise bezeichnen wir mit t,,. u , die Norm auf £ ^t//) ® 

® £ f U- ) , die wir a l s ß -Produkt der Normen 

auf E ( U* ) bekommen« Man kann nun auf Grund der Gleichung 

(2) zeigen, dass für x «^2- X^ ® ^ c £ ® £ die 
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Gleichungen 

"ttU,"*} Cz)*%,tD {$i*i (UJ® Vi (U«,» «* 

s,vcz> - %."/£ x< cu»)<s«cu*)} 

gelten* Die kanonische Abbildung £ (Uß , U* ) kann auf 

eine lineare stetige Abbildung T von £ (Uß) in ECU«) 

fortgesetzt werden. Aus J£^ ̂  * £ ^ u bekommen 

wir die Unglelohung 

<3> *<<u,tU> CT®T) * t'cu^uj > 

flie auf ECU. ) <3> E ( Ü. ) besteht. T®*T i s t 

eine s tet ige lineare Abbildung von £ (U^) ®#, £ CUß) 

in E (U^) ©^ E (U^) , denn die zugehörige bilineare 

Abbildung i s t a t e t i t g . Folglich sind beide Selten von (3) 

s t e t ig auf £ lUß) ®fr ECuß) wobei (3) auf dem dich

ten Teilraum £ CUß) & E ( Uß ) besteht* Also besteht 

(3) auf EOJß) © E Tüß) . 

Ist nun { -6. I eine orthonormale Basis in ECUß) ha

ben wir nach dem Satz 2 , Ungleichung (3) und der Definition 

der B -Norm die Beziehung 

. AOA lECt4,o.)C<i,^)l^ *<#*> CTc^^^-ZC-e^,^^)1 

*/*<-£ **uh * 

für jede endliche Indexmenge K , Die Reihe Sf ̂ f» f T£^) 

ist konvergent und deshalb ist die^Abbildung T absolut-
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summierend. Die Einschränkung £ (U^ f U^ ) von T 

auf E C U~ ) ist auch absolutsummierend. Damit ist die Nu

klear itat des Raumes £ bewiesen. 

Nun nehmen wir an, daaa die Aussage iß ) gilt, und zeigen 

wieder, daas E nuklear ist. Es sei wieder {l^ } eine Null-

umgebungabasia in E , so dass £ C U^) Hilbertraume mit 

den Skalarprodukten ( , )^ sind. Wahlen wir eine (̂  6 < ^ i -

Die Bilinearform ß (* , <tf) m Co* Cü^)^ CÜ^ ).)Ä ist ste

tig auf £ x £ . Nach der Voraussetzung gibt es also Uß € 

e < UL J , Uß c UK und O^ c £ ', ir„ e £', so daaa 

(4) ßC*t ^O « .51 < . x , a ^ X , y . , ^ > 

ist. Wir können voraussetzen, das» fi^0 ^ * ̂
 m ^ * als0 

2 >f̂ ü# (i{; ) < 4- PO ist. Die Formen O^ und J*^, 

kann man als stetige Linearformen auf E (U^ ) auffassen und 

wir werden ihre stetige Portsetzung auf £ CUß) wieder mit 

Ofc, und ^ bezeichnen. 

Dann ist 

(5) <x7a^ >» <^^^^^> Ä^^;,o^) / l 

fu* geignete o^, € £ f (£) , ffy, f o ^ } - /l^ ̂  ) . 

Xhhliches gilt für die Linearformen ^ . Es sei wi«dsr T die 

Fortsetauög der Abbildung E C Ufl f UK) auf £ f 6^ ), Für 

alle $<f ty 6 E CUß) besteht jetzt die Gleichung 

(6) C Tx, Ty )K - £ Cx, af„)ß (<y-, K >ß > 

da diese Gleichung auf Gründe (4) und (5) für den dichten 

TellraaiB E CU* ) x E (UA ) von E?U.) x E?t/,) gilt, 

*nd da beide Seiten in (6) auf E(Uß). >* E CU^) stetig 
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sind* 

Es se i i-C^ J eine orthonormale Basis in E C Uß ) . 

Falls wir die untenangeführte Beziehung (8) beweisen, wird 

wegen des Satzes 1 die Abbildung T wieder absolutsummie

rbar und dasselbe wird für ihre Einschränkung E ( U* f U^) 

gelten. Um den Beweis des Satzes 4 zu beenden, brauchen wir 

nur die Beziehung (8) beweisen. 

Es se i S der Raum al ler Folgen {«X^ J , wo ^ € ECUß) 

und Mjüfy tfVy (X^ ) *: + oo i s t mit der lokalkon

vexen Topologie der punktweisen Konvergenz in jedem /W- • 

Dann i s t -f Cf X„ J ) «* 5L CX^ , *b£ ) a eine Linear

form auf S . E8 se i K * <i X^ J € S \<p>u0 C*^) * 1 j • 

Dann i s t K absolutkonvex und es i s t nich-f schwer zu z e i 

gen, dass die Einechrankung *f/̂  in 0 s t e t ig i s t . Folg

l i ch i s t ^/\( s t e t i g auf K (siehe [4] Lemma 11.14). 

Auf K g i l t 

<7) iaLU- *#> *£ Ca/*> ** }* *+• ?~ ' 

Aus ( 7 ) , aus der Stetigkeit f/fc und aus (6) haben wir nun 

(8): 

(8) S i v (<, >*V <+~ > Ä 5 Ca*>+~ * m fC<< i > ~ 
- £~ zc&Cßi4kicslft.ß£gc$aCilv<,,Ki>-

Satz 5« Es sei A.CP) ein Folg&iroum im Sinne Li) $ 

aber mit der Topologie. die aus d«n Haibnofmen 

fyCix^l) » 4*1^ '*W '/>«* 
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für alle p &*(§>*, } € P erzeugt wird. Dann ist A 

nuklear dann und nur dann, wenn für A die Bedingung (b) 

gilt. 

Beweis. Wahlen wir p * <%* $ ^ ^ • Dann ist durch 

den Ansatz 

b(*,<y)~*fx„*kpi *5r *lle y . { ^ ? € A und 

eine stetige Bilinearform auf A >* A definiert . Also 

gibt es o?» f c £ 1 s A1, Ar** {££ J c A' und ̂  • 

» i*l«i] ß P , so daes 

(8) &C.X,^)~ 2? <xfa* ><<#,£-*> 

" " *cr? l£ki.lM±.JL< + CO , 

rSÄ n* v 
wo wir ^m + oo für (V + 0 und j - m 0 aetzen. 

Pur jedes £ > ö setzen wir «XJ «- : r 5 w« l i n 

12 «fr ö i s t , und ^ =- ~ , wenn ^ ms 0 i s t . Dann 

i s t z,p* (**,*%, -- ? <*£ f 0,0... } e A und wenn 

wir in (8) X « ̂  -r *S. setzen, bekommen wir 

Wir haben also I ( ^ p ^ ) 1 ^ A für Qlje £ > #• 

Wenn nun ^ n » 0 i s t , dann is t jOÄ ̂  A e , * l s o 

^ « 0 . Zu jede» JD s «f f^ ) e P giht ©a *lso 

^ * f ^ * j * P , so dass j £ £ ^ ^ und £ Aw * 

< + <X> i s t . Wenn wir nun zu diesem {%J e i n G 
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£"-* < 61 ? £ P wählen, s o d a s s ^ « ^ 5*, t 

wo 2 ! \T/z~/£ < •¥ co i s t . Der Baut A.CP) i s t a l so 

nuklear nach 6.1.2 und 6 .1 .3 i n t 1 J . 

Satz 6. I s t £ ein normierter Raum, so i s t die Bedingung 

(b) äquivalent mit der Bedingung 

(d) Ct % E T - E'ftr £ ' • 

Wenn (d) g i l t , i s t also auch die Bedingung (a) e r fü l l t und 

in (d) f a l l e n die Topologien auf beiden Sei ten zusammen. 

Wenn E fä^ E und E ' § ^ E ' re f lexiv s ind, i s t 

(d) äquivalent mit 

(e) E.fiL E - CE'q, £ ' ) ' . 

Beweis. Es gelte (d). Auf der linken Seite haben wir alle 

stetigen Bilinearformen auf E * £ und auf der rechten 

Seite haben wir nach einem bekannten Satz (Siehe CU,7.5.l) 

die Elemente 51 a ^ x ^ , wo a ^ e £', ̂  e £ 

und S-*f^» ^̂ Jk ' f1^* ̂ Ŝir > < • * - - » . Alle stetigen 

Bi linearformen sind also nuklear. Satz 3 zeigt, dass auch (a) 

gilt. Die Einbettung £ / <&„ E ' auf C E ® ^ £ >' ist 

stetig und nach dem Satz von Banach-Steinhaus stellt aie ei

nen topologisehen Homomorphismus dar. 

Es gelte andererseits die Bedingung (b). Bann kann man 

3ede stetige Bilinearform ß in der Form B f i X , ^ ) * 

r ^ < * , a ^ > < ^ ^ > mit ^ 1*v*Ca*,)fy.C4i>><+" 

schreiben. «EL fl^v ® *>*%, existiert in £'<§> £', also 

man kann leicht zeigen, dass ß * X C^O «^, ist. Folglich 
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i s t CE <8fc £ ) ' c E' Sgr E' . ( d ) folgt nun wie

der aus dam Sat* 7 .5 .1 i n £ U über der Form der Elemente 

aus dam vollständigen JT -Tensorprodukt. 

(e) iat eine t r iv ia l« Folgerung von (d) . 

Bej^rjQUig. Die Äquivalenz (cC) und ( y ) im Satz 4 i s t 

in C5J enthalten, denn die Eigenschaft (e) bedeutet, daaa 

£ die Approximationseigensohaft hat. 
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