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ZWEI CHARAKTERISIERUNGEN DER NUKLEAREN LOKALKONVEXEN RUME
Kamil JOHN, Praha

, Die ﬁenutzte Terminologie und Bezeichnung sind aus [1]) -~
ubernommen. Die Bedingungen fur die Nuklearitat des Raumes
(Satz 4), mit denen sich dieser Artikel befassm wird, ent-
stenden aus den in [1)] geatellfen Problemen 7.3.4 und 7:4.5.
Das erste Problem lasst sich folgenderweise formulieren: l
"Ist ein lokalkonvexer Raum E nuklear, wenn die € ~Topolo-
gie mit der Jr -Topologie auf E ® E Gbereinstimmt, also
wenn die Bedingung _

(a) E® E=E®E
gi1t?" Das zweite Problem lautet: Ist ein lokalkonvexer Raum
E nuklear, wenn die folgende Bedingung (b) gilt?"
(b) Alle stetigen Bilinearformen auf E > E  eima
nuklear.

Wir wollten zeigen, dass jede von den Bedingungen (a)
oder (b) zusammen mit einer einfachen untenerwahnten Bedin-
gung (¢) eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die
Nuklearitat gibt. Der Satz 2 gibt eine interessante Charakte-
risierung der Raume mit dem Skalarprodukt.

Es sei betont, dass wir unter einer Nullumgebung in ei-
nem lokalkonvexen Raume stets eine abgeschlossena absolut-

Yogvexe Nullumgebung verstehen werden und dass wir zwischen
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den Bilinearformen auf Ex E un den zugehdrigen Linearfor~
men auf E & E nicht unterscheiden werden. Die vollstandi-
ge Hulle eines lokalkonwexen Raumes E wird mit E bezeichnet.
Wir werden nun einige Begriffe und Satze aus [1l] wiederho-
len. Ist U eine absolutkonvexe absorbierende Teilmenge ei-
nes linearen Raumes E ) 80 erhalten wir durch den Ansatz
fn, (x)=einf {p>0lxep U {'eine auf E erklarte Halbnorm 7, -
Derl durch die Bildung des Quotientenraumes erzeugte normierte
Raum wird mit E (U) bezeichnet. Ist > (U) die Restklasse
des Flementes X € E , so bezeichnen wir AlU) =L > w
fur jede A ¢ E. Mir zwei absolutkonvexe absorbierende Teil-
mengen U und V von E, wo U cpV, ©>0 ist, definie-
_ren wir eine kanonische Abbildung E (U, V) von E (U) auf
E(V) so, dasa wir jeder Restklasse x (U) € E (U) die Rest-
klasse x (V) € E (V)  zuordnen.

Es seien E , F  zwei normierte Raume mit den abgeschlos~-
senen Einheitskugeln U und V . Eine stetige lineare Abbil=-
dung T von E in F heisst absolutsummierend, wenn es eine
Zanl © 2 0 gibt, so dass fiir alle endlichen Familien
{Xypeey X 3 aus E die Abschatzung

;.21_41,‘, (Tx,) «p Wﬂ'{.-_:i, I<X,,a>l|ae U}
besteht.

Aus [1] brauchen wir auch den wichtigen

Satz 1. Wenn E, F  zwei Hilbertraume sind, so ist eine
stetige lineare Abbildung T von E in F dann und nur damn
abeoluteummierena, wenn es ein vollstandiges Orthonormalsystem

{¢,J% in E gibt, so dass JZﬂv (Te; )<+ ist.
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Ein lokalkonvexer Raum E heisst nuklear, wenn es in ihm
eine Nullumgebungsbasis {LL,,! gibt, so dass die folgende Aus-

sage gilt: Zu Jeder Nullumgebung Ug € {U 7} gibt es ei=

ne Nullumgebung Up e {U 1}, so dass die kanonische Ab=-

bildung E fUﬁ y Ug ) absolutsummierend ist.
Sind E, F 2zwei lokalkonvexe Raume, so sind die lckalkon-

vexen Tensorprodukte E &, F  bzw., E ® F aus allen Halb-

normen Iy y) bzw, €.y y) euf E ® F mit allen Null=-
umgebungen U 4n E wund allen Nullumgebungen V in F
zeugt , wobei

er-.

Tew,v) (z)génf{mgv ™ (xa«)ﬂv("h-)’ z=uzq X, O §
typ @)= b {1 5 <%,,0) <oy, B> | U%, Lra Vg,

il

Mt z=2 X0 4,

Eine Bilinearform B auf E x F heisst nuklear, wenn sie
sich in der Form

B(x,/y,)=~2 (X,a, ><ng, &, > tir x e E, g eF
darstellen lasst. Dabei soll fir die Linearformen a, € E°
und Ay, € F’ mit zwel Nullumgebungen U in £ umd V 1n
F aie Ungleichung
>, () f, () < + o
bestehen. ‘

Wir werden auch die folgende Bedingung betrachten.
(c) Der lokalkonvexe Raum E hat eine solche Nullumge.

~
bungsbasis {U“}, dass alle Banachraume E (l}) sogar Hil~
bertraume sind.
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Aus dem folgenden Satz werden wir nur die Implikation
brauchene.

Satz 2. Es sei E ein normierter Raum mit der Einheits-
kugel U . Die Norm A, suf £ kann dann und nur damn mit
Hilfe eines Skalarproduktes auf E gebildet werden, wenn
fur alle endlichen Familien { Xq,::., X, 3 aus E die

G;eichung

$ $ ntxy)
W Ty, (% @ X)) = 2y (X
gilto

Bewelg. Wir konnen uns leicht uberzeugen, dass

(2) Tyu (2) = aup | B (2)]

ist, wobei das Supremum uber alle stetigen Bilinearformen
B suf E x E mit der Norm & 1 , das heisst iber alle
Bilinearformen B mit |B (x,4)] £ fn, (x) 7, %) fir
alle X € E und gy e E genommen wird.

Es seien mun X ..., X, € E und es sei B(x,%)
das Skalarprodukt auf E , das die Norm f1, bildet. Dann
ist |Bl =1  und wir haben

m m
hi’ﬁ‘, (ag)ag B(x,,x)=B(Z X, @))€, (X, O ).

Die umgekehrte Ungleichung folgt aus der Definition der Norm
Mo,

Es gelte andererseits die Beziehung (1). Es seien X,,...
srey X, eus E und es se € > 0. Dann gibt es eine Bili-
nearform B, mit IB, | £ 1, so dass

o ~n &
St ()= B < |2 By (X, %) ] €2 nj(x;)
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lad ”n
ist. Folglich haben ur;‘z‘.’ ﬂ: (X‘)-ét_i:';' 2 By (x;,x; )1

LY

Nun wollen wir zum Beweis der Existenz des Skalarpoduk=
tes auf £ das folgende Kriterium aus [2] benlitzen: Wenn in
einem normierten Raume aus X N = Nl = 4 aie Unglei-
chung

Ix vapl? + Ix -y l? 2 4

folgt, dann kann die Norm aus einem Skalarprodukt gebildet
werden.

Es seien mlso X, 44 € E . Wahlen wir x, = X + %,
Xz' X=-4y. Dann haben wi;' die gewunschte Ungleichung

2
/ﬂv: (X + I\}«)-f' 'flv: (x—ry_)s‘,%m(x‘.kf%‘h ]‘é’ Bb(\x‘;,x‘)‘=

= 2lm |B (X, X)+ B, (,y)| & 2(@: (x)+n: (g)).

E-0*

Bemerken wir, dass es genugend ware die Geltung der Glei-
chung (1) nur fir M = 2 zu verlangen.

Bemerkupg. Satz 2 ermoglicht eine aquivalente Formulie-
rung der Eigenschaft (¢):

(6¢’) Der lokalkonvexe Raum E hat eine solche Nullumge-

bungsbasis { U } , dass fir alle « Aund alle end-

lioh viele X,,..., X~ aus E die Gleichung

”»
2
My ey (2% © %) .‘g 15 (x,)
gilt., Dabei genigt es nur m = 2  vyoraussetzen.
Satz 3 . Ist dle € -Topologie auf E ® E  die Mac-

keysche Topologie, so ist (a) eine Folgerung von (b). Dies ist
z,B. dann der Fall, wenn E metrisierbar ist.
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Beweis. Es sei E der algebraisch duale Raum von
E® E. twenn (b) gilt, kann man Jjede stetige Bilinearform B
inder Form B=Z A, @, ®4; mta;,6eU’, 4 6 U’
> IA; | € 4 darstellen. Folglich ist B in der 6(F, £E®
® E) - abgeschlossenen absolutkonvexen Hille der Menge
Ute U° , also nach der Definition der € -Topologie ist
BecE® E)’ (Sieh [ 3§23, 2(1)). Wir haben also
(E®, E) = (E ® E )’ und deshalb die beiden Topolo-
gien zusammenfallen misaen,

Satz 4. Es sei E  ein lokalkonvexer Raum. Die folgen-
den Aussagen sind aquivalent:
(<) E ®, E = E S, E und E hat die Eigenschaft (c).
(B) Jede stetige Bilinearform auf E x E 1st nuklear und E

hajiie Eigenschaft (e).
() E  ist nuklear.

Beweis, Ls ist bekannt, dass jeder nukleare Raum die Eigen=-

schaften (o¢) und (3) hat. Nehren wir zuerst an, dass (oc)
gilt und zeigen wir, dass E dann nuklear ist. Es sei { ([ 7 ei-
ne solche Nullumgebungsbasis, dasss alle E(TL) Hilbertraume
s8ind, und wahlen wir eine solche LA: . Dann gibt es ein Uﬂ

€iUgd, o0 daes Uy « L} uma LA ist.

€up, Up)
~ ~
Diec Norm auf E(() ® E () , die wir als s =Pro-
~~
dukt der Normen auf E (U.) bekommen, bezeichnen wir mit
N
lU‘,U‘) . (l/.(, ) ist also eigentlich die Norm

Teguy » wo U ate Einheitskugel in ETU)  1st. Ehnlicher-
weise bezeichnen wir mit 5{0 L Ug) die Norm auf £ (U7 ®

® E (U ), die wir als € -Produkt der Normen
st ETL Uﬁ, bekommen. uan”kann mn suf Grund der Gleichung
(2) zeigen, dass fir =z =‘.f‘-;- X, @y, € E®E die
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Gleichungax_x

>

M U, (z)::;;‘"u) (2x, (L)@, (U, ))  una

424

€, 1) (2) = (& X () ® 4 CUp )

a/,,u,,) (2
gelten. Die kanonische Abbildung E (U, U, ) kann auf

eine lineare stetige Abbildung T von E?q,) in E?LZJ

fortgesetzt werden. Aus JT["‘" ) &~ E‘Un ) Us) bekommen
wir die Ungleiochung

P ’.
dle aufr E(U,) ® E(Uy) beatent, T@® T ist

—~ P~
eine stetige lineare Abbildung von E (U,) &, E (U,)

~ ~
tn E(U;) ®, E(Ug) , denn die zugehdrige bilineare
Abbildung ist stetitg. Folglich sind beide Seiten von (3)
~ ~~~
stetig aut E (Up) @5 E(U;)  wobei (3) auf dem dich-

ten Teilraum E (U,) ® E(Uz)  vestent. Also besteht
(3) eur ETU,) ® E Yy .

Ist nun {€;} eine orthonormale Basis in E?Z{,) ha-
ben wir nach dem Satz 2, Ungleichung (3) und der Definition
der £ -Norm die Beziehung

Kzﬂ:‘:CTe“ )‘.77’(:‘“4‘) (§ T'e_;@ Ted)és(u (/)(Z‘e ®-€4)=

l%(e‘,a)(f_,,b)lé A«/b (g(e,,,a,)2 Z(e,.,m’)iﬁ

“'/

(@) 11(1} £ 1
wlr:U'/ﬂ @) ﬂ”,; ’ ’

fiir jede endliche Indexmenge K , }1e Reths = ﬁf‘: (Te,)
ist konvergent und deshalb ist diefAbbildung T absolut-
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summierend. Die Einschrankung E (Ub , Ug) von T
.auf E ( U,, ) ist auch absolutsummierend. Damit ist die Nu-
klearitat des Raumes E  bewiesen.

Nun nehmen wir an, dass die Aussage (f3) gilt, und zeigen
wieder, dass E  nuklear ist, Es sei wieder { U  eine Null-
umgebungsbasis in E , so dase E ?’U.,,) Hilbertraume mit
den Skalarprodukten ( , ) sind. Wahlen wir eine (, e {{}.
Die Bilinearform B (X, ) =Cx (), 4 (, )y ist ste-
tig auft E x E . Nach der Voraussetzung gibt es also U, €
e{Ucj,Uc Uy uwa aq €E) L e E oo dass
%fbu; (a, ) T (b, 1< + c0o und

(4) BCx,4) = Z <x,a,><H, 4 )

ist. Wir konnen voraussetzen, dass szu. (w ) = 4 also

S /P'u. [1)‘ )< + 00 ist. Die Formen @, und 4,
kann man als stetige Linearformen nuf E¢( U ) auffassen und
wir werden ihre stetige Fortsetzung suf ETT Up) wieder mit
a, und 4, bezeichnen.

Dann ist
(5) (X, Gy > = <X CUp) @ >= (X (Uy), @, ),

fir geignete a:,e E/(T/—) 11‘,. (a, )= fLU (w ) .
Lhhliches gilt fir die Linearformen 4; . Es sei wiedar T die
Fortsetsung der Abbildung £ (U,, U;) auf E/(\('/,, ). Fir
slle X, o4 €E ’(7/,, besteht Jjetzt die Gleichung

6) (Tx, Ty) = - S an), (4,%,),
da diese Gleichung suf Grunde (4) und (5) fir den dichten

Teilraum E (Uy ) x E (U _von E(U)xE(U} gilt,

und da beide Seiten in (6) auf ECU,,) [ E CU,, stetig
- 124 -



sind.

Es sel {€; § eine orthonormale Basis in E?U,, ) .
Falls wir die untenangefuhrte Beziehung (8) beweisen, wird
wegen des Satzes 1 die Abbildung |  wieder absolutsummie-
rbar und dasselbe wird fiir ihre EIinschrénkung E(U,, U )
gelten. Um den Beweis des Satzes 4 zu beenden, brauchen wir
nur die Beziehung (8) beweisen.

Es sei S der Raum aller Folgen {X,}, wo X, € E?l;,)
und  Aufy iy, (X, ) < + o ist mit der lokalkon-
vexen Topologie der punktweisen Konvergenz in jedem 77 .
Dann ist £ ({ X, §) = %. (Xy 5 &) )n eine Linear-
formauf S. Essei K={{Xx,3e€ 5'7"‘,,: (X,) &£13.

.

Dann ist K absolutkonvex und es ist nich¥ schwer zu zei-
gen, dass die Einschrankung ‘F/K in 0 stetig ist. Folg-

lich ist £/  stetig auf K  (siehe [4] Lemma II.14),
aur K gilt

T
(1) {0y i = tm §,2 (2,60 €, 3n -

Aus (7), aus der Stetigkeit f/Kk und aus (6) haben wir nun
(8): ‘

(8) = Muys (@ )1y b) 22 (ag, b )=FfH{a,3) =

vy

Uy

= (£ ), 0) @, 40 tim ﬁczm,,,e,;, 4=
n Azq

CTe,

Lm
»
Satz 5. Es sei .A(P) ein Folgénrsum im Sinne [1],
gber mit der Topologie, die eus den Halbnorfuwen
Py (A%, 3) = Aup %, 10,
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fir alle © =@, } € P  erzeugt wird. Damn ist A
miklear dann und nur dann, wenn fir /A die Bedingung (b)
gilt.

Beweis. Wahlen wir © = @, ¢ P. Dann is durch
den Ansatz »

B(\x,y)-NZx”q;‘ soi fir alle x ={%, 3€A und

‘ Yy = {'y—”s e N
eine stetige Bilinearform auf A > A. definiert. Also
givt es af:{a,; % e A', ,@—"s-{b,fz eéA’ unda 7 =
={Nnj€ P, so daes

(8) s-c.x,w-; (X, a5 <y, &5
mit 4

3 ke
wo wir %—:-&m fur @ # 0 und 30--0 setzen,
Fir jedes € > 0 setzen wir X: = 32'1; ,  wemn
n,* 0 st,uma x'= 1 | wem 4, = O ist. Dam

E B
1ot 2, = {X], X5, o) X5, 0,0... Je A und vemn

wir in (8) X =y = X5,  setzen, bekommen wir
2 xtgre 3§ dixetixg TS leht 182
nry (““P" ‘é %@:1%)‘ e G &1 QZ“
Wir haben also 3 (xEp )t & & fir a1ge € > 0.
)
P = 0. Zu jedem §°={5°w3 e P gibt es glso
ﬁ={7n3€P,aodaaa P:'é A ’l:» und = An <

< + oo ist. Wenn wir nun zu diesem {7 § ©ine
- 126 -
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6=46,3¢€ P wihlen, so dass 7% € A, 6 >

und = A < + c0 , s0 haben wir @, & Vz.,’z.,ém 6,
wo 2 m < + 0o 1ist, Der Ram A (P) 1ist also
nuklear nach 6.1.2 und 6.1.3 in [1].

Satz 6. Ist £ ein normierter Raum, so ist die Bedingung
(b) aquivalent mit der Bedingung '

(@) (E & EV=-E&, E' .

Wenn (d) gilt, ist also auch die Bedingung (a) erfullt und
in (@) fallen die Topologien auf beiden Seiten zusammen.

wenn E &y E ud E’ &, E’ reflexiv simi, ist °
(a) aquivalent mit '

e E& E = (E'® E) .

Beweig. Es gelte (d). Auf der linken Seite haben wir alle
stetigen Bilinearformen auf E xE und auf der rechten
Seite haben wir nach einem bekannten Satz (Siehe [1],7.5.1)
die Elemente %aﬂ ~ & wo a, cE’ b eE’
und .?N_»ftu. (@, ) 1, (0, ) < + c© ., Alle stetigen
Bilinearformen sind also nuklear. Satz 3 zeigt, dass auch (a)
gilt, Die Einbettung E' &, E’ auf (E &, E) 1ist
stetig und nach dem Satz von Banach-Steinhaus stellt sie ei-
nen topologischen Homomorphismus dar.

Es gelte andererseits die Bedingung (b). Dann kann man
jede stetige Bilinearform B in der Form B (X, )=

= %. (X2, 7<ng, &, > mit % Toye (@ Yo (85, )<+ 00

schreiben. % a2, ® 'e’" existiert in E°& E-', also
man kann leicht zeigen, dass B = % ahglg‘_ ist. Folglich
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1st (E®y E)' c E"® E’.  (d) folgt nun wie-
der aus dem Satz 7.5.1 in[1] tUber der Form der Elemente
sus dem vollstandigen J7 =Tensorprodukt.
(e) ist eine triviale Folgerung von (a).
Bemerkung. Die Xquivalenz (&) und (2”) im Satz 4 ist
in (5] enthalten, denn die Eigenschaft (c) bedeutet, dass
E aie Approximationseigenschaft hat.
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