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Commentationes !iathenaticae Universitatis Carolinae
8,2 (1967)

SUR L APPARTENANCE DANS La CLASSE ¢‘k¥)»&  pis sopuricns
VARIATIONNELLES DES EQUATIONS ELLIPTIQUES NON-LINZAIRES DE
L ORDRE 2 & EN DEUX DIMENSIONS

Jind¥ich NEGAS, Praha

(Communication préalable)

Il est considéré la régularité & 1 intérieur du domaine

plan dL de la solution du probléme variationnel

. _ . dxl .
(1) it T [[?’(.x,l)"’u)dx ‘L/":%*D “f; dx

Iedi W::’ (£2) est 1 espace de Sobolev des fonctions réel-
les, dont les dérivées au sens des distributions jusqu's 1 or-
dre k so»nt'de m -eme puissance sommable sur JfL ’ 1<

<m < @, et V:/,:? (£l ) est la fermeture en W' (N)
de 1 espace D(LL) des fonctions indéfiniment d:l.ffér':?tiab-

les & support compact. La notation usuelle D*= . I

1 N
est utilisée.

Si k=1, 1'appartenance de la solution u a la classe
des fonctions, donf les premiéres dérivées sont 2 -holdérien~
nes dans L ou mlme dans la fermeture de L : (L , est
démontrée sous différentes l;ypothéses (dont les substentielles
sont les mémes ?t correspondent aux notres) dans plusieurs
travaux, dont nous citons: C.B. Morrey [4], E.R. Buley (1],

O.A. LadyZenskajs, N.N. Uralceva [3); ici la dimension de [
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est N 3 2 . Tous ces travaux utilisent les résultats de
De Gilorgi - Nash, cf. De Giorgi [2]. La situation pour N =2
(et k = 1) 4tant moins compliquée, C.B. Morrey a démontré.
ce résultat plus avant au travail [5] pour lé cas m =2,
Por A& > 1 ,N=2 et m = 2 , ce résultat a
été amoncé par J. Nedas au travail [6].

Dans ce travail est démontré un théoreme sur la régula-
rité des solutions faibles des équations elliptiques linéai-
res pour la dimension N 2 2 (un analogue du théoréme de
De Giorgi pour N = 2 ) qui permet en liasison avec une tech-
nique assez fine de démontrer pour le cas N =2 que la so-
lution faible u du probléme (1) appartient dans la classe

e (7 (1a classe des fonctions (w -holdérien-
nes sur L’ avec leurs dérivées jusqu'd 1 ordre k ). Ici
Q'cl’ cn , = ().

Le probléme (1) correspond au probleme de Dirichlet. Un
raisonement simple montre que la question sur la régularité
dans 1 intérieur de f) des solutions d autres problémes
aux limites se raméne facilement & celle pour le probléme
(1). Remarquons que nous n’'avons pas taché de chercher les
conditions les plus géhérales pour F (x,6Jz), £ pour
ne pas compliquer la situation.

Hypothéges et notatiop:Le domaine L  soit a fronti-
ere d0L lipschitzienne. Par ¢ , on note les différentes
constantes positives.

La fonction réelle $(Xx, Jr ) soit définie pour
x e 1, IZl< o0, lxl s A , continue ici.

On suppose 1°existence d un sousensemble M des indicea




lc | € & , contenant tous les indices loc| = f ,tel que

@ IFx,J)€eMs SILD™, 1<m <o,

Q) F(x Jx) 2 c,(1+‘§‘|3:°|f"- e, -

Si m=2, on suppose encore 1 existence des dérivées

dF  FF  JF  2%*F
continues 392 ’325}; s B.X&. , m’—‘z dane le domaine

de la définitionde F(x, J. ) et

(4) l%(&;)léc('l:gdl.z;\) ,

OMF cc(1+ = 1.Z1)
(5) |a—f‘-9—x;(x,.Z)l < | = )

Cal L)l = ¢
(6) |am(x, % P
F 2
2
(1< !%h i ‘m-zw-l. LATD7 f.§%¢ P
F ' >’ .
(8) ul%,‘h %Y £ 8 0

Si m> 2, posons 6 = [g’—] (partie entiere),

h=m6:2 et supposons 1 existence 4 une fonction
Fix, X, 4,4, Ay ) définie pour X € a, 1Ll <oco,

lcl €« o, 022y =1, L=1,2,... 6, continue avec
9F " 4F  8*F  2°F
les dérivées a—f ’ 3—&‘— ) am ) 37,0 7 au domaine de

définition et telle que F (X, T, 0,0 0) =



= F(x, X ) (une homotopie).
Soit 0 # T € 6 et supposons:

() VF(X, Zr Ay, Ay Ag, 0,0 0Nl € € (16,517 D™ T
cea, it

]

(10) FUX, des Ay Agseeedy, 0,00 0) > €4 3 102 1)

T -h
Foren gzt

(11) lﬁg (X, X, Agseee Ay, 0,.. OV £ c (1+‘§,:o;:;“'{
-h
Jea, Z oo

&F T
l"’fég (X, Ly Aype A, 0,-- 0)) & ¢ (142 15 D™

g ea, Z 0

xeM

(12)

13) ¢ 1+ S 1L AF (102, Z 1ZDHRE 6 <
‘ur.%.:. a%”—\,;_.(x,.{,a,,..,at, 0,..006; §; =
c o+ Z ™R 1ea, T xh E 6
(24) 103:”; (X, Xy Agyee Ay, 0,.. OV %
£ c_(‘!'*“g1 t{n"‘"‘ﬁcwa,‘;" ry -t

1F
(15) m,lz:;lbh m}; ("‘,{,.1.4,,,,.2.’,0,...0)_& 20

si 1 <m < 2, on suppose 1 existence d une fono-




tion F(xX, X, ) , aéintepowr x € I, 1L )< oo,
lcl = &,0= 2 1, continue avec les dérivées

dF JF 6%*F ?F
3% " Ix, )dzaz ’ 8% 0x, 8u domaine de définition,

telle Que F(x'.:’ 0):- F(-x, Z:) .

On supPose encore:

16) | F(x, L, €ct+Z 1 LD™ (142 Z 1 L DF™
an Fx, xg,A) 2 ¢ (1+.3, r.;;»“mag,,:z;)" ~ e, s

(18) |§§u, LD (e S I LI™ (e 5, | EDT™

(19) laﬂ, (X, L, M &+ S 1™ M1ea g, 1L D™,

2 poo 2-mv
¢, (14 2 1E ™2+ F 1 GV Z, 2 <
(21) il &
,Zw.:.m (%, &,2) € &

[
€ e (14 3 12N (1+2 2 1ZH*™ ,

' F
(22)157’“;-'-3—(-’4.‘,2)?' f >0 .

Pour la fonction u, de (1) on suppose:

(23) w, € W.(.O.)pour m > 2 ’7

K ;-
(24) u, € h/z () pur m < 2 ,
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en ce qui concerne f; de (1), on suppose:

(25) m > 2 : f; € L, () lil& 4 ,

(26) m =12 .::/P lg;*;?-l dx£c¢c, 2<p,,

@ m < 2: f, € L‘m;q (N2), i ] £ 4,

' ; - of; &exr .
(28)m<2'nfp ,4§;.'3._x_:-‘ dx = ¢ ?

1ci @(x) = distance (x,8A) .
Exemple. Soit F(x, X)= (1+ % )‘-2)?" 1< m < .

Alors les hypotheses sur F(Xx ’ J. ) somt satisfaites,si

nous posons pour m & 2 :

FOx, L0 Ay A= (14 5 2% F (142, X, J‘) ,

999

pour 1< m =< 2 :

F(x,Z,2)=(1+ =

<&M

-7
»HE ara sz 2T

Résultats:
Théorege l.(Facile et connu ,cf. F,E. Browder [8], J.Ne-
%as [7).) Il existe une solution unique du
probléme (1) et satisfait a 1°équation:

(29) pour 59 e D)
fZ (x D‘M)Dyd,xaif

Hl-fh.
Ihégmu. Soit K, »{x € E,, Ix|<di N2 2 et
. o, (K) .

€W, (Ky) une solution faible de 1 équation

_H%ij} D‘(A D’u)sz D*f;,

Z Dgfidx, (N22).

ou ijeL“(Kd.)
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Aiy = A;; ’

z 2
(30) ¢, Z £ h,_,',,,. Aig § 5 2 0\, & o

fie Lo(K,) lil=h, n » 2 . Alors il existe des constan-
tes ¢, , ¢ > 1  telles que

< % 2 azd ”~ %
(‘Q/‘ﬁ‘:hl]),a.l”d.x) < c, (/;: 14 "dx )

<,
si 2€n £ n  ~a arbitraire mab fixe, ¢, = ¢ (x) ,
1-1
‘b?_—f—h
- - £ 2 .
¢ = ¢ (1), etal n (1 —— )

Théoreme 3.(Cela généralise les résultats du travail de J.
Ne¥as [7].) Soit u la solution de (1), Alors

pour 2<m < o

Y o< -2 2
S T 1D R (Dcx)?dx =¢c, N> 2 .

Théoréme 4.(Cf.le résultat de J.Nelas [6] .) Soit m =2 ,
u la solution de (1), N =2 , Alors 1l existe ©0 > 1%, > 2
tel que pour (1 | = Jo + 1
-(1+4&)

2 cd
I Du aL,.(ux,» < ¢ ?

o Lix)={x€N,Ix-xl<}d, 2d = distance (X, 02} -
La fonction D' € CY(T), Q'c A'c 2, @ =1~ 13{1 ’
H1l= £ .

Théoréme 5. Soit m > 2, N=2 , u la solution du problé~

me (1), Alors 8i N = {xe N, dist(X,002)>c}:
2(1+4)
« .
7-
%%*lDu(X)l‘cd & .

Poaona Ad" 44-,;%:, 2 &. D (x)l. . 11 exi.ate
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2-m
0<c1£=4 de sorte que si 4;-2+C1Ad s

alors pour let!l = & + 1 : foen2)
~et)[1+ 2”;:“" =2 5

Il D% | < cd .

Lp (X5)

Enfin, nous avons pour lot| = 1 + & :

o
I'D “ "C“’n“ (ﬂ“)é'c (.Qu) avec o = 1- % .

Théoréme 6. Soit 1 < m < 2, N = 2 . 1a solu-

tion du probléme (1). Alors
(1+k)

< & T an= .
’m ‘E.‘;bll)u(x)l ed

-2
Il existe 0 < ¢, £ 7 de sorte que si f21=2+ ¢, A: ,

alors pour || = 1+ &

42-m)
-+ L)1+ =7 ]
I D = cd .

L,, (x,)

:Enfin, powr lax| = 1+ kK

Il D= I

2
o () sc(ﬂzd) avec o = 1 T -
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