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Commentâtion*a Ilatheraticae Univers i tat l s Carolinae 

8,2 (1967) 

SUR L'APPARTENANCE DANS LA CLASSE C*k)»<"- DLS SOLUTICNS 

VARIATIONNELLES DES ÉQUATIONS ELLIPTIQUES NON-LINEAIRES m 

L'ORDRE 2 A EN DEUX DIMENSIONS 

Jindrich NEÔAS, Praha 

(Communication préalab le) 

I l est considéré la régularité à l ' in tér i eur du domaine 

plan - i l de la so lut ion du problème variâtionnel 

I c i W^(H) est l 'espace de Sobolev des fonctions r é e l ­

l e s , dont l e s dérivées au sens des d i s tr ibut ions jusqu'à l ' o r ­

dre k sont de m -ème puissance sommable sur IL , 4 < 

<m < OO , e t VV^ ( .XI ) es t l a fermeture en Wj£} (IL) 

de l 'espace 2 ) C i l ) des fonctions indéfiniment d i f f éren t i ab -

le» 2» support compact. La notation usuel le D * » ^ ^" ~ -

est u t i l i s é e . 

S i k « l ' | 1 appartenance de l a so lut ion u à l a c lasse 

des fonct ions , dont l e s premières dérivées sont (LL -holdérien-

nes dans SL ou même dans là fermeture de SL . IL , e s t 

démontrée sous di f férentes hypothèses (dont l e s subatent i e l l e s 

sont l e s mêmes et correspondent aux nôtres) dans plusieurs 

travaux, dont nous c i tons: C.B. Morrey 1 4 ] , E.E. Buley C l ] , 

O.A. Ladyèenskaja, N.N. Uralceva [ 3 ] ; i c i la dimension de i l 
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es t N > 2 . Tous ces travaux u t i l i s e n t l e s ré su l ta t s de 

De Giorgi - Nash, cf. De Giorgi L2] . La s i tuat ion pour N « 2 

(et k * 1) étant moins compliquée, C.B. Morrey a démontré 

ce résul tat p lus avant au t r a v a i l [ 5 ] pour l e cas m =* 2 • 

Pour >fc> > "f , N * 2 et vn, ** 2. 7 ce résul tat a 

été annoncé par J . Neôas au t rava i l £6J. 

Dans ce t rava i l est démontré un théorème sur la régula­

r i t é des solutions f a i b l e s des équations e l l i p t i q u e s l i n é a i ­

re» pour la dimension N ^ 2 (un analogue du théorème de 

De Giorgi pour N -» 2 ) qui permet en l i a i s o n avec une tech ­

nique assez f ine de démontrer pour l e caa N « 2 que la s o ­

lu t ion fa ib le u du problème (1) appartient dans la c lasse 

C ' ^ ( ~&') ( la c lasse des fonctions (JL -ho ldér ien-

nes sur J ! / avec leurs dérivées jusqu'à l 'ordre k ) . I c i 

J l ' c Sj C J l , (U. =* (COCU'} . 

Le problème ( l ) correspond au problème de D i r i c h l e t . Un 

raisonement simple montre que la question sur la régular i té 

dans l ' i n t é r i e u r de Jl- des solut ions d 'autres problèmes 

aux l imi tes se ramène facilement à c e l l e pour l e problème 

( 1 ) . Remarquons que nous n'avons pas taché de chercher l e s 

conditions l e s p lus générales pour F ( X 9 fa ) p f^ pour 

ne pas compliquer la s i tuat ion . 

Hypothèses et notation;Le domaine Ji. so i t à f r o n t i ­

ère dil l ip sch i t z i enne . Par c , on note l e s d i f férentes 

constantes p o s i t i v e s . 

La fonction r é e l l e PCX, J^ ) so i t déf inie pour 

X « i l , I - £ l < 0 0 , l o o l s A , continue i c i . 

On suppose l ' ex i s tence d un sousensemble M des ind icée 



lot, I -s. Jk, contenant tous les indices I dC I «• Jk, f t e l que 

(2) I F C x , . £ ) ! é e t t + S .Ctl )""' , 1 - - ^ < O O , 
oC C M 

u) Ffx, x*) > c, f-i + s i^ir*- ca 

Si m - 2 , on suppose encore 1 existence des dérivées 

à F dxF 3F â'F ' , a t 

continues jjr-1§^^ , — , ^ ^ dans Xe domaine 

de la définition de F(x , J ^ ) et 

(4) l # f C*-£)! - -cM+ .2 1 £ 1 ) , 

(5) *£&*>*"* C"+<&X*" ' 

<6) l a f ^ C x ' ^ ) l ^ c ' 

(7) S S I - ^ ^ S I - * ^ ? ^ ^ - * » ^ * * * ' 

<?-ғ 
wиä.«.»*rЬ'*--в 

Si m > 2 y posons Ô"--? t - ^ J (partie entière), 

M>*~~— et supposons l'existence d'une fonction 

F(*>£, *1>\>'~ \ > définie pour x e H, \Ù&\ * oo . 

|oo I -é M,, 0 & X& & 4, <£> m 4, 2., -.** & $ continue avec 

les dérivées | £ , j ^ , $ J ^ , gfcç au domaine de 

définition et te l le que F (Xt. %lr09 -< • 0 ) ** 



m F f x f «^) (u»e homotopie). 

Soit 0 4 tT -* C ot supposons: 

(9) IFC.X, .fcA.Ai,... Ae,£),... 0)1* ca+j^izir.j,. 
. d +\, T. tvr \rA , 

Uo) FC.x,^.A,,A1,..,k\,c7,.. 0 )> ^ +a<̂ V( I Jt O'"'-

• £ " • * . £ . ••fer*-e2, 

(il) \§^(x,%,X1,Xi,...Xv,0,.. OH+cCI+g^lJElf1. 

'&" + **£„>£»-*, 

(12) ^ I f e c x ' ^ ' ^ ' - - v - v - *>» * c"*w5, i-tn""* 
.'et " + ** .&. '£ ' )" f e , 

(u> c, ci • J E i ^ i r - ' J ; M+a*£H '£'>-*£* tf * 

'Jr*.* ^ <*••*, v « v «,•••"*« fc * 

(14) lô%!bc*' Z>x»-X*> °>--0)l *• 

«w> .«.£«* dS% '*,*,v--**,«,•••'>*. £ > o . 

Si 1 < an, < 1 f on suppose l'existence d'une fonc-



tion F(*t £ , a ) , définie pour x e H , )•%.]< <#, 

\*>\ &&,,()&£& 4 9 continue avec les dérivées 

ÔF âF. â*F â*F 
â>i7 â*g 'à%A$ ' âlïdXjt au domine de définition, 

telle que FCx, £f 0) » FCx, g) . 

On suppose encore: 

de) iFC.v,%,*)iécM+z. i ^ i r ^ a i /.s/)1—- , 
df C M *CC W ' 

(17) F ex,.*-,*) > c,«+cf, »£»rrt+:ij£,/:c/)*~.-ca, 

de) i|^rt,^,a)l*c^-^/4/*^r^Aj5,/.ir/>*—' , 

(19) i<3^£r ex, ̂ , a)i *c ̂ +j:M w*ï*+.*,£„ /* D4—• , 

£ c. a + X i£/)*-* c-r+a Z i-̂ fo*--* , 

Pour la fonction u„ de (1) on suppose: 

(23) ,«, e KÎT.^il) pour «n » 2 , 

fCЮ 
(24) >*« € V/f (SI) pour m •* 2 , 
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en ce qui concerne t± de (1), on suppose: 

C25) m. > 2 '. U « La (£.), Ut* M. , 

(26) * i » 2 ! / i * * * H & ' l ^ 1 * * * *e> *"*•* 

(27) i n -- 2 ; ^ . e L ĝ* C i l ) , / i / «- -*• » 

(28) - < *--/^* r«S* ,fê ,J l rd* * « i 

i c i ^ Cx ) * di*t*nce (ù(f âSl ) . 

Exemple. Soit Ffcc, £ ) « C1 ̂ X £ * ) * ' , 1-" *?* ^ a? . 

Alors les hypothèses sur F&c ^ J£ ) sont sat is fa i tes ,s i 

nous posons pour m £ 2 : 

pour 4 < sm> <, 2 : 

F^^,a)*ci^^^n.A^^r^ . 

Pfatfttat«M 

Théorème 1» (Facile et connu ,cf. F.E., Browder [8], J.Ne-

2as L7]«) Il existe une solution unique du 

problème (l) et satisfait à l'équation: 

(29) pour 9? è 3) (SI) 

fX ^(X^ALÏTfydLxvJ^&gtfidx, (N*Z). 

Théorème 2. Soit Krf - {* « E, ,- I * | < d j , N * 2 et 

<U- € Vv̂  f K^ ) une solution faible de l'équation 
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(30) e , ^ l'*^*** ** % * '-«£* «•* ' 

\ € L-p>^d,\ Hf-»Jt,, fi > 2 . Aiors ii existe des constan­

tes Cs 9 C^ > i teiies que 

f y . ^ > ->*-*'*--* >* - -f- cî*c/T-u 14.x r * * )* 

s i 2 £ ft --? .* >*, arbi t ra i re mats f ixe, C- » <!, C* ) , 

S - C, C* ) , et si .yt M- X f ; / -> ^ " ' 

Théorème 3.(CeXa généralise Xes résul ta ts du travaiX de J« 

NeSas C7J.) Soit u Xa soXution de (X)* AXors 

pour JL < *w% < OO » 

fp*hC1 + ^\$*M\r-*Z- CJ>*4A,Cx)>zdx 4 c, H » 1 . 

Théorème 4.(Cf.le résuXtat de J»Necas? t6J •) Soit m -» 2 , 

u Xa soXution de (X), N * 2 , AXors i i existe oo > <n*f > 1 

t e i que pour I -tr I •» »-#«' «f- 4 

!D**ľ. , , , „ . . * c-Г * c CL 
L^CLCx.» 

tmLCx0)m{x€lLf\x-x0\<^d,ld * distance Cx0,âJL)} . 

La fonction D V € C ^ ' ^ i ï ' ) , J l V i ï ' c i l , <ix ~ f - ^ , 

l i t » A . 
Théorème S. Soit m > 2, N -* 2 , u Xa solution du probXe-

me (X). AXors si J l ^ * {x € i l , dtst (X,dJL ) > d } ; 
ZC1+Jk>) 

Posons KAm A ++UM, Z. I y^AJL Cx> \ . IX existe 
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0 < C & 1 de sorte que s i <fi • 2 + C^ A^ , 

alors pour I °t ' e *** •*• » • 
«C -.C44.*,)L1+ 'À-Jt. J 

\\ J) A4, l . * cd * * 

Enfin, nous avons pour I <*- I » 1 + Jt z 

1 D*V "c*'-- ai.,,* c f J 1 « } avec i*- - f - £ • 
Théorème 6. Soit 1 < rm ^ 1 f N •* 2̂  44, la solu­

tion du problème ( l ) . Alors 

* € JПĹ , **\* 

in-2. 
Il existe 0 < £, --£ 4 de sorte que # i / i - 2 + Ĉ  Ad , 
alors pour | ce | «• 4 -+• M, 

Il ]>*<«. J, * cd 
«c „ _, _/-f-f+-4,)Г'í-iь ~ * ř П - l — J 

Enfin, pour I <* I * 1 + <k* 
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