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Commentâtionea Mathematicae Univer8itatia Carolinae 

9 ,1 (1968) 

CME1UAHHHE KPAEBHE 3MAqH yPABHEHMH TErUICXIPOBQUHOCTK M & 

BECKOmiHQpL IIO/IOCH 

B. H • KBAJILBACCEP, fl.fc.PyTHEP, JUII.CKPHBMHA (V. 2. MA L A S S E R , 

JA. F.KUTNER, L.P. SKRJAB1NA ), KyftÔwneB 

B HÔCTOamefi paÔoTe paccMSTpuBajoTca KpaeBue 8aAa*iH ypaB-

H6HHH TenjIOnpOBOAHOCTM H &JLH (5eCKOHetiHOÎÎ nOJtOCH 0 & Oj* é I } 

- oo -c < 4- oo npw HyjieBOM Ha^ajtbHon y CJIO BMM h pasjiimHHX 

KOMÔMHauHax rpaHM^HHX ycjioBwô H8 nojrynpHMHX ^ 

X « 0 ; oj, Oj & < 0 5 s 0 ? jt > 0 • PeœeHMe paccuaTpii-

BaeMux sa^ati oeymecTBJifleTCH ueTOAOM BHHepa-Xon$& (4*0Hca). 

BOSMOXHH ABa BapMaHTa rpaHM^HHX ycaioBH^ ypaBHeHM* 

B TOU acneKTe, kqk BTO yicasaHo: 

KsCXtOti^fiC^t), X>0, 4JU(X9Dft)m$;(x9t)9 <x> 0, 

ex > 0, 

BcJieACTBHe jiMHeftuocTM ypaBHeHMH Cl) Kaafly» u a yicaaaHHHX aaAau 

MOXHO pacmenxTb Ha sa^a^M c CMMite1? pM *IHmm M BHTM CMMiieTpM HH h-

MM OTHOCMT&ftfeHO OCX ty ~ ( 8aAdUa X ) * OTHOCMTeJlbHO 

TOHKM 0^(0y 4jr ) ( ea.ua J[ ) rpaHMIHHMK ycxoBn&MM. 

- X. -



Например, решение задачи 1 , которую мы будем рас -

сматривать в дальнейшем, может быть представлено в виде суммы 

решений краевых задач: 

(Л)^и(^°>*)я0» *<0> ( щ">(*,О,*)ш0, х<0, 

и(м,О,иеЪСх,П,х>0, иСх,0,*)шЪс*,Ы, х>0, 

^(*,1,1) = 0, * < 0 , $^исх,1,*)ш0, х<0, 

иС*,1,1)ш1лСх,Ъ), х>0, иСх,1,^)ш^х(м,±), сх>0; 

&)э (г) 
щиСх,0,1)шулС*,*),х<Ог &иСя,0,*)шугСх,-Ь), *<0, 

и(х,0,-Ь) = о, ооо, и-Сх,о,*)ш о, х>0, 

^и(х,1,Ы*ъ(х,1), *<0, $^<иС#,1,*)*-улЩ),ос<0, 

и(ос, 1^)* 0, х>0, и(х,1,-6) - О, с* > 0, 

гдe 
^ос,*) .- %(*,»+%(»,». ^ ( ^ } я ЩС*,*>-*С*,*) . 

Свойство симметрии (антисимметрии) граничных условий вы­

зывает у искомой функции и, (чХ> /
и, ̂  ) аналогичное свойст­

во относительно оси м, » •»- . Это легко установить после па-

ралледьного переноса системы координат в точку 0^(0; -% ) , 

опираясь на очевидное равенство для функции Грина 



и интегральное представление решения черев нее [1} • 

Каждая из составляющих задач может быть решена методом 

Джонса. При этом получающиеся функциональные уравнения совпа­

дают с уравнением, возникающим при решении соответствующей 

краевой задачи для полуплоскости, что вытекает из свойств сим­

метрии и антисимметрии решений составляющих задач. 

Докажем это для случая краевой задачи (б ) . Применим к 

уравнению (1) и граничным условиям (6)1 последовательно одно­

стороннее преобразование Лапласа относительно времени "к 

^КдСуЩ,,*)* /и. (*,у,1)е**сИР •*>« 64 «г т, 0<% <ке& 
о 

и преобразование Фурье относительно переменной М 

Д,Гтг,̂ ,/ъ):=у===р / Я(Гл,^/ь)е*А^^^-^^^^/~<-Ч</^<^ ; 

где АЛ(Х,^*Ь)** 0(ъ*'Ш
 ) при *-->±<а?

?
 б^ > О, в 

результате чего получаем: 

(2) С - ^ \ - г г )%• <>•'*,'-•> - °> 

вдесь -у" = к-'+'Р-0', & * ~а,'•> **•* ^1+"*• Аь* , Ль, -* О , плос­

кость -р. имеет разрезы вдоль полупрямых <К- Лг^} (I >-к. и 

ot 'Льц (Ъ < ~ М^ , ветви \/^г ± -С А выбраны так, 

) Для задачи % указанное свойство функции Грина имеет 

вид ег*
7
'^,*>*

#
,<^,*,)-» 6(-х,-^>-«х;,~<^, ̂  ) и 

функция Л С С У Х ? ^ 7 ^ ) будет обладать теми же свойствами, 

но уже по двум переменным - /X и /и, , т . е . будет симметрич-

ной или антисимметричной относительно точки 0* ( Оу *]Г ) • 



что при ос.* — + оо у ^ ± * А- —У ос , тогда при 

ос —* оо \Л/гач- Л^а—^ •+- ос , причем, если г̂, -= <& + * /3 

лежит в полосе - .4е^ < (I < 4г,^ ; то # е |/.-*%* + /--4 -> 0 , 

Будем считать, что 4^ (Х9 ± ) « 0 (€." х ) , иэмерима 

на люобом конечном интеграле, 6 ^ , ^ д ; тогда преобра­

зование Фурье функции \ С«Х, "Ь ) по *х аналитично в по­

луплоскости — б^ -с /3 < <->0 • 

После применения указанных выше преобразований Лапласа 

и Фурье граничные условия примут вид 

(3) и^б/г, 0, л>) * \(<Р-,А>\(Ь>~6'1) Ш-У&^О,* ) = 0 , 

%+(1г,Л,/?)~~\(1г,/>),/$>-%> йУр,1,4>) т 0 , 

где обозначено: 

й„(1г,у,, *)* у^ / 44,(х,<у,,/р)*е сСх, /3 < б; , 
V Л.7Т —оо 

а, через -р̂  Г̂ г /Ь ) обозначен результат преобразований Лапла­

са) по % и Фурье по :х над функцией ^ Г.Х, Ь ) веданной 

при »х > 0 « 

Решение уравнения (2) имеет вид 

(4> й (^г9лф,/ь) 2г А(г1,/»)€^+Л(р}А>)е ^ . 

ИСПОЛЬЗУЯ ( 3 ) И Ш , И Т.К. Д Г ^ , ^ , /1>)в Д ^ ^ , ^ , ^ ) + Я ^ ; У ; ^ , 

получим 

А({г,А>) + Ж{1}А>)* Л^ (*г,0,А>)+\ (р,,*), 



- А(^9л>)<г+Я(р,,А)1Г=Д+(4190,*щ>9 

А({1,*>)п+ %С1Ъ,А>)**Ш Я,Лг,1,ь)-\ (>,/*>> , 

- А (1ь,л>)Г<е**тЯ({1>А>)Г4П• Д+<У*,-^*> • 

Т.к. в данной краевой эадаче функция ЛА. (^->

(Ц-,"Ь) обладает 

свойством антисимметрии относительно оси ^-« -^ то изо­

бражения ^ ^г,Я,Л>)*-&С}г,0,<ь ),Д+(р>,%,*)* ~&+(<Р>А*Ъ 

тогда после некоторых преобразований получим 

(5) ^(1г,0?/^) + ^Д^(^,0,л>)-^тг^й(1г>^^ • 

Такое же функциональное уравнение можно получить после 

применения преобразований Лапласа по переменной "6 и Фурье -

по «X к краевой задаче уравнения теплопроводности (1) для по­

луплоскости /Ц, & 0, *-оо < 0< <. оо с краевыми условиями 

4А, (х}07-Ь) г т*
2
 (*,*7, * > 0, 

и нулевой начальной температурой* 

Рассмотрим функциональное уравнение (5)* Оно должно вы­

полняться в полосе -гггъ < (Ъ < <гг% комплексной плоскости 

ф, , где /пъж/пшг ЪНц, 6%, 6й 3 , причем Ж^(</г,0,Л>) 

регулярна в полуплоскости /3 > - 6^ у а Д ({19 0/ /Ь ) в 

полуплоскости (Ь < 6^ функция тх ({I, И») регулярна 

в полуплоскости (Ъ > - 6^ , Так как <$* \Цг7ТНг • / ^ - I А , 

функция у^г +• ^ 4& регулярна и не имеет нулей в полуплос­

кости ^ > — *&%| 7 а функция V'[Ъ-<>49ь регулярна и не 

имеет нулей в полуплоскости /3 < Яь^ (здесь и далее вет­

ви корней выбраны так, чтобы при действительной части под-



коренного выражения, большей нуля, действительная часть кор­

ил- была бы больше нуля), то рааделнв (5) на ^ГрГ+^Ж по­

лучим уравнение 

м*1 (&>(>,*) 
Функция - / .- * &— регулярна в верхней полуплос­

кости /3 > - <№ а (/</*. -л> <к> * Хл\(р,} 0} 4>) регулярна в ниж­

ней ПОЛУПЛОСКОСТИ /3 < <7Г\, • ФУНКЦИЯ Ф ({Ъ) ~ — 1/<<(1> - 4+Ь ' 

' ^2 ( ^ ; ^ ) регулярна в полосе - ^ < /Ь < -&-/ , таким 

образом оба слагаемых левой части и правая часть уравнения 

(6.$ регулярны в полосе ~ лть < /& < /т> » Следовательно, 

функцию ф С^ь) , согласно теореме Коши, можно представить 

в виде ф(^)-=- ф+ (4%) + ф_ (р,) , где ф+(^г) регу­

лярна в полуплоскости /3 > - <т> ̂  а функция $_ Г«/г>) ре­

гулярна в полуплоскости /3 < лп% причем 

-+ 2Ш е / . ^ х - Ц 

л сИ +ее х / \ 

ф ^ ) . . . 1 _ / *(**.Ах,-*п><с </$<и<пп. 
2/г^/. х - р> ' 

Замкнем контур интегрирования вверх, т.к. известно, 

что функция т 2 (Я-? ^ ) регулярна в полуплоскости /3 > 

> - 6^ , вдесь произведен раврев вдоль прямой <тс = <к,2?/3^ 

•& М,л (где ^ - Ль,, + 4, к,±, К е М> > О ) и , применяя 

теорему вычетов, получим 

^^— « . с» /Т^,^ (гр+Иъ,л>)Ыр 

(8) ф < * > - . & / / ? * * > + _ * ' * " * * • 



Перегруппируем (6) и введем новую функцию С!Г/г) ра­

венствами 

(9) Э<«,)* ^П>0!*}-ф(1г)~~ \Р/^Ткй (1ъО,*)+ФЛ*>. 
Ш +Ик, 4 
\[р 

.функция 3 С̂ г ) определена в полосе -/т, < /3 < пггь , од­

нако, левая часть равенства (9) определена и регулярна в по­

луплоскости /3 > - мъ ; а правая часть - в полуплоскости 

(Ъ < пти . Следовательно, аналитическим продолжением можно 

определить С/ (/(г ) на всей плоскости 4ь • Согласно обоб­

щенной теореме Лиувилля (У(^ь) является некоторым поли­

номом* Так как при ^ ~ * со л1+ (р, 0}4>), ф^(р), ф(*Р-) 7 а 

значит и ф (р. ) у стремятся к нулю, то некоторый полином 

У (р ) тоже стремится к нулю при р, —У со а это озна­

чает, что С/(^г) Н О *• 

Отсюда, предполагая, что при ./г- ~> оо, Тх (р,/э) —У О 

быстрее, чем г̂"* 2

 ; имеем (это предположение не ограни­

чивает общность задачи, т.к* в каждом конкретном случае мож­

но любым другим образом подсчитать контурные интегралы): 

Щ(р,0)Л>) * \1р,+ Иъ ф+(<р) =? 

' * 4Г Ъ 6р + 1 ^ - / 2 -

Применяя обратное преобразование Фурье, найдем: 

Г- 00 т. ЙМС 

(ю) д1(*,о}ь)=-Яиг %(*>*>-%/ф$с^+-**,*Х^^+ 

+ )/24ь + р е®** €*? )/(2М* +р )<х 2 &р у 

где \/2 (х,А>) 4- ]/&* + <&* Тх (<&> *> > . 

Обозначим У1(х^)+Ух~(Х;/ь), Ух(<р,±)+\Ор^^§)^), 

переходя в (10) к оригиналу, будем иметь 

- 7 -



FSÍ 7X 

TaKHM oöpasoM, pemeHHe Kpaesoft 8a.ua HH (6), CBOÄMTCH K 

pemeHMX) KpaeBoft sadami BHfla 

/ , . f 0 * < 0 > 
U CXjOyt) = < 

t * > 0 , 

f Ö X C Oy 

** - V i v ^ c x y t ) * >o , 

a pemeHHe KPAEBOFT aa.ua^H (a) CBOAHTCH K peineHM» KpaeBoÄ aaaa-

HM B1AASU 

4A.'(X,0,Í) « /  0  * < 0, 

ex > 0 , 

X < 0, 

y > O y 

rae W 1 ( .X, i ) coBna^aeT c W¿ Cc<7t ) ecjiM c^MTaTb, HTO 

Vz(*>t)-7-\/jk!L+i%2 ï jC f i- , * ) a + -

«řyHKLjHH rpMHa AJifl TaKoü KpaeBoft 8aAaHH HSBecTHa: 

• U r l l ^ Z - ^ Î t t - t . i l c K . z f ï m Z f * ' } • 

OTCBÄÄ, pemeHMe aajiam» (G) HiieeT BKA 

- 8 -



ЯШ í .'4 V-t-% i L цлct-tc)
 J 

4ф[- -*--"*' 
<т-84 

а решение задачи (а) 

Приведем в качестве примера решение этим методом крае­

вой задачи уравнения теплопроводности (1) (а, « 4 ) вида 

(11) АЛ (С<,0,±)=г* С*)*'**, X > 0 , 

&-АЛ(х90у1) = 0 , «х < 0 , 

при нулевом начальном условии* 

Решение этой краевой задачи можно свести, как это было 

указано выше, к решению краевой задачи для полуплоскости 

О < 'у* < -ь о о , - о о < г х < - н о о вида 

(1г> 4Л(х,0}±)= -ее*)*"**, .х > О, 

•&-лл(сх70}±) ж О, X < 0 . 

В работе [5], в результате решения функционального урав­

нения, соответствующего краевой задаче для полуплоскости, бы­

ло найдено (Лг -=• 1 , -Р С-Ь) = 4 ) 

^
+
С*,0,<)=-а,

 +
 1

1 +
1,) , 

где: 



Ввиду симметрии граничных условий (11) имеем: 

Л-А1С*,0,*> .1 ° **°> 
Н \-С1^1г+\) * > о, 

£ucм,л,t)шS ° * < °> 

Откуда сразу следует решение краевой задачи (11) для уравне­

ния (1) (а, = 1) при нулевых начальных условиях 

и,Сх,ч,-Ь)= -^ /*сИе^°11,(01.,% )+1л(х.,1:с)+-13 Сх.,1с)2 . 

' * Щ С ' Г ^ ^ ' ] 1щь1-^«-Ьв)1ссъ22$*\сСхс . 

Решение краевых йадач вида (в) и (г) осуществляется ана­

логично, в результате решения соответствующего функционально­

го уравнения и переходя к оригиналу, имеем 



^••%^-ШфĄ^p^^^^Җ^ 
(вдесь х > 0 ) . 

Отсюда решение краевой эадачи (в) сводится, ввиду сим-

ни функции АА, (х 

к краевой вадачи вида 

метрии функции лл, С х ? <ц.^ Ь ) относительно оси ^ « -г- ? 

CX, 0,t) as -j 
( W3 0 ? £ ) * < 0, 

ÍCXyl,t) « j x > 0} 

Vэ(x,t) x «- 0. 

а решение краевой задачи (г) сводился к решению краевой вада­

чи 
СО X > О Р 

М,СХ70,Ь)=* / . , , , * , л 

1 -1^<*,*> х <: 0 , 

где ^ С X , Ъ ) совпадает с ^ (о< у Ь ) } если 

Функция Грина для такого вида краевых задач 

Отсюда, следует решение краевой задачи (в) 

Гх /и *)ш 2 ^ - Г*Л+ " №*(*+>**>-..- г (Х~Хо)2 п 
* . * > 

и краевой задачи (г) 



Складывая решения задач (а), (б ) , (в) и (г),получим ре­

шение задачи I • 

Решение задачи Ж путем разбиения на более простые 

краевые задачи с симметричными и антисимметричными граничны­

ми условиями проводится аналогично, причем, получающиеся при 

этом функциональные уравнения аналогичны функциональным урав­

нениям задачи I , их решения уже известны (10) и (13), оста­

ется только выписать окончательные решения, что не приводит­

ся ввиду экономии места. 
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