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Соттеп"Ьа"Ыопеэ Мат,пета*1сае 1Тп1уегз11;а"Ыа СагоНпае 

10, 1 С1969) 

О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ ИЗГИБАНИЯХ 1-го, 2-го И 3-го ПОРЯДКОВ 

ЗАМКНУТЫХ РЕБРИСТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 

Н.Г. ПЕРЛОВА, Ростов-на-Дону 

Бесконечно малые ивгибания ребристых поверхностей 

вращения впервые изучал С.Э. Кон-Фоссен в работе [1] • 

По еже некоторыми вопросами теории бесконечно малых наги­

баний таких поверхностей занимались Б.А. Бублик [2.] , Г. 

Н. Чернис [ 3 ] , В.И. Шимко [ 4 ] . 

В этой работе отыскиваются непрерывные поля, беско­

нечно малых нагибаний 1-го, 2-го и 3-го порядков замкну­

тых ребристых поверхностей вращения, обладающих нежест­

костью различного порядка, и рассматриваются некоторые 

другие вопросы. 

§ 1. Общие положения 

В пункте 1 будут приведены некоторые основные поло­

жения из 1 1 ] , необходимые для дальнейшего. 

1. Рассмотрим поверхность вращения Я** и,€ + к(ллАа,№)7 

отнесенную) к подвижному реперу е , ^ (V) } ди^) т где -5* 

есть единичный вектор оси вращения; а,(V) есть, еди­

ничный, перпендикулярный оси вектор, с изменением V опи­

сывающий окружность с осью € ш длиной дуги V ; а!(V)ж 

сЬа, 
* с1тг 
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Поле бесконечно малого ивгибания порядка ять 

г*л}Ои.91г)» «Г*<44.,<и>) ё+ рг^си., *>)а,(<*>)+ Г ^ Ь ^ ) а Ы 

для этой поверхности определяется системой уравнений 

< ^ * 44, % Т*4 *^ ** '«г ' *4. °44, в 44, > 

H> 

- Г ^ + СГ?* (Ьт)(Г?'1)+ ^'Ж>>2 , 

где 7С($)(^7 V ) » с % г г ^ , ^ е + / 3 Г * ^ , 

># * ^ 2г../*п—1 суть иэвестные поля бесконечно малых нагиба­

ний I, 2 . . . . , /УЦ - 1 порядка; /с ш к (и) - уравне­

ние меридиана указанной поверхности. 

Поле бесконечно малого ивгибания 1-го порядка 

СС (44,, V ) определяется однородной системой уравнений 

(1) при <ггъ & 1 . 

Функции сс(1)(44,, V), /1(*}(44,^), у^л^) в силу пе-

риодичности относительно V имеют вид: 

|&»U^ir>-J #*,*•> t 

Гm(u>,v) -JJ Г^(u,v) , 

ГДЄ 
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0) i9tV — ~<ІÅ 

tx-b^iV)* Cf^ШУć +cfJt.
(м')e 

ťî) ^ C7) 

(2) < pgi*,v)-чнњ)*н"+%*.(»)**** ; 

тf (<+,v-) - W " > e * +• t * í < t ' e ' 
** ' Ч ) C4) 

Функции V * и с*> , V и у л , аг^ и д 4 

С<0 СИ)**' И > **> И? С4) 

являются комплексно сопряженными, что необходимо и доста-
(Л) л И) с*) 

точно для вещественности функций ос-^ ., (ъ^ , з*. 

Подставляя выражения (2) в левые части уравнений (11 

при лпг ж 1 вместо ос/° ? @и>

 ; Т^\ получим, в силу 
*Л"*Г • А.1А' 

линейной независимости функций е и в ' сис­

тему уравнений для определения ел, , *̂ - , ^ - ; 
ю ** с*; ** с-») **' 

Г<$[ои*)+ к,'(и,) у'(<ос) * О , 

(3) ч *&<&„ис)+/с'Ои>)иицг. (и,)-%и(иН+Н^Ки.С"') ** ° > 
1 Ш ** 0» ** С1> со ** 

Для определения ср , %, , ^ ^ будет получена 

комплексно сопряженная с (3) система уравнений, рассматри­

вать которую нет необходимости* 

Решение системы (3) при Ж* &• 2 доставляет по­

верхности /с я» /с (АС'7 гг ) нетривиальное бесконечно 

малое изгибание 1-го порядка 

х^Си,<*•)- ос«'(и ,пг)ё* $<•«••> 1г)Ьг Сг)+ г^С", чг) а. '(V) , 

где ос%, /3^ , Гц, п о формулам (2) выражаются черев 



решение системы (3). 

Подставляя выражения (21 в правые части уравнений 

(1) вместо л. . Р*^•) ТС1) и полагая иь ** 2, Зг..7'ту 

определим последовательно поля бесконечно малых изгиба­

ний 21 Ъг..; <т -го порядков, соответствующие полю Щ^; 

Вид функций <к%? ; (1%*, 7^} устанавливает 

следующая лемма, доказательство которой только для тя, - 2 

и /УТЬ _= 3 приведено в [.П. 

Лемма 1. Функции ос^Сл^), (^См.,г^), Т^С^^-и-) , 

/пь > 2 , имеют вид: 

ÍЧЯJ 

Ґ c-m) £- r cm-2tг)ik.v_ -ímr2hHЬ.v 

Ш) % v г , * (*л-2Jk)*Av — Ґ . -_*i~.*ťU-fe*--P 

-TjT* n p H 7TL MeTHOM, 

p = .' 
tri-1 
—7f— npH m Hê eTHOM. 

Доказательство. Предположим, что формулы (4) справедливы 

для <т. » 1, Ъ7 .,. 7 гггъ - 1 -

Подставим в правые части уравнений (1) вместо со 9 

р\ Г

се) выражения ос^;, (&%, г{? , Л ** 19 2,,,.,/т. - 1 . 

Правые части уравнений (1) представят собой билинейные 
± (Л-йИ)4.к1г ±(<*1-1-2<1.ЧЬ-У 

выражения относительно -е и е 
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T*e« JiMHefiHHe KoiiOMHaijMM e " ? 

«e ^ c Koa(ř4>imMeHTaiiiit s a B M o i -

UtfSMM OT xt . Saecb í « ^ 2 , . . . 7 ^ i - 1 , 

(0,1,-'* jr nP" ^ ^eTHoii, (0/f ; . . . , '2^p- upn/m-Z leTHoii, 

10^ . - ,^—- npH i HewrHOM; ' tf//,...,^^— npn<m.-£ HeieTHOM. 

ECJIM on tieTHoe, npaBue nacTM ypaBHeHHfl ( l i CyAyT co* 

AepmaTb, OI6BMAHO, JiMmb MeTHHe CTeneHM -e~ B TOM 

iMaie -e° » ECJIM nn He^eTHoe, OHM Oy^yT coAepxaTb JiMmb 
±*JtV 

H e ^ e T a u e CTeneHH -e 

ypaBHeHMH ( 1 ) CyAyT HiieTb B M A : 

(5) V 
p 

p 

-J— npM TT̂  qeTHOM, 

npn ^n He^eTHou, 

Koa$$HmieHTH npM -e /*~^ M e B 

npaBHx nacTflx ypaBHeHHlt (5) KOMiuieiccHo conpHxeHu B CKJty 

BemecTBeHHocTH $yHKiíMil (4) npM trn ** 4, Ij^^in-I M npa-
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вых частей уравнений (!)• 

Функции <х%*(и^)7 ^(и^)7 Ть^Си^чг) в силу 

периодичности относительно V и вещественности должны 

иметь вид: 

г) -г* г . 4.П1Г — « . —1/лУ С<7П) х "Г* г . -СПУ — • » _ .-«ЛИГ --

<ь* (и^)= г-^^оц.)*. + ср Л (л)е Л , 

(6)<; / с ^ , ^ - ! ^ ^ ^ ^ ^ ^ " ^ ^ » 

Подставляя выражения (6) в левые части уравнений (5) 
<4к*г 

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях -е ; 

получим при лг 4= (<гп, - 2 4ъ ) Н, однородную систему 

(3), решение которой доставляет бесконечно малое изгиба­

ние 1-го порядка. При <п. ==• (пти — 2 4ъ ) Лг, , 

И,** 

0,1,...» ^Г - 1 при шг четном, 

U * *' >'"/ 
<нi-i_ 

при т нечетном 

получим систему уравнений; 

(-яг- 2 Л )<*. ^ ,,„. 5 Л ) АС«. )+н,'Си. )С[ш-2Ли^ цгы .ЗА)А См)-
VЊ) 

(VУ 

ис (и.)Ыт.-2*>НЬ1Ы ^а^ьцг^^ы )'ЯШгМ)л (АЛ. ) 

и ей комплексно сопряженную, рассматривать которую нет 



необходимости. При №~(/т,-1Л\)Ль ж Н* -%• (яп, -чет­

ное; получим систеку Уравнений 

-K'CÄX,)Ҳ/BÍM>'>+ KШУҲ,' Ucì- d.Ctc) , (8) 

V. *c»\v.c*)-Л.c«.) , 
ОГЯ) 

где черев ср у0 , х , (Рф $р К # обозначении 
й*> от.) «*!> *•*> <т> Ш> ^ 

С*)* Ст>* ' «»>Ф "*> 

Отбрасивая в равложении (в) члены» соответствующие 

значениям ль -4» (<*п> - 2 4ъ)4ъ , получим формулн (4), 

правые части которых составлены иа решений уравнений (7)г-

(8) при /гп четном или (7) при #п нечетном.. 

Лемма дока вала. 

&• Начиная с этого момента, в качестве поверхности 

Л •=- к (<и-7 V ) будем рассматривать эамкнутую ребристую 

поверхность вращения 5,.̂ , , меридиан которой задан урав­

нениями 

CL é* AÜ^Clь+CL* 

ЫnÍ4L)шCOíAЉ, 

Kz U б > - 0C2 (ĄJL-CLҢ)+ <bң<X>л 

t9)**^v^ ,*^^-I§^>^^a«' %***»>'!ko'* 
,,1*4 m;1 «i'1 

*„C4+)-Ъnto,~gлi)+g.Qг«i, ЂЛ^^^Л^ > 

- ľ -



Системы уравнений (7) - (8) для поверхности 5 ^ 

превращаются в следующую совокупность систем: 

(**\ Ф <*) 
&<~*»ь<«>+«9 &**-**<">'&**+*>*<"> > 

(10) 
^^І^щ^^^^^-З^gé^^^м^ 

+%^)£<™-м*^>mjĹ*-м* ш) 

\. 

.г.Q..л.JUUÉ2La.. ; x s 1.2 .. <n, • 

{ О/>~7 -т^ -1 при 1>ь четном, 

0*1,..., ^у*" при тг нечетном. 

&<*> + «>#ы>-<&<"> , 

-«*%<»>+*<">&<»>-%.<«>> > 

, & Ч? 

1 а ; *и, &% а,. •у*
ш%17—>'*>- Ь, ш 2%- (т- четное). 

Дифференцируя второе уравнение системы (10) по «о* 

и исключая с помощью первого уравнения <у (ШтйН)*, и 

к*т,) 

V («п-а*)Л* получим: 

(И) г ^ м м ^ * * ^ • 
ил) * 

Проинтегрировав уравнение (12), ив второго и треть­

его уравнений системы (10) найдем ват ем <у (т-йК)А> 

-а -



* (X) Г " К - 1 * ) Л ' б в 8 к в а д р а > № . Общее решение системы 
(10) имеет вид: 

Г<* г л <*> %' 
^(т-ам**1"-'" ~^Ш (%*»'*+,)*, САА>+^ 1(<т-2Н)Иь + 

( « ) 

^0*0 

4 W 
4- ,.., , 3 t i / % 

(m,-2Jhyu* «*> <*n-i<M*.(^ / > 

C4H) £ í«í> 

WW"'s Sdu-IÚuA í%(~.^*^-<m-2to.H*£em.w&to»* 

{ 0,1,2,»;ТГ-1 ПР* **- четном, 

О^А,—,"*1^* п^п<пь нечетном. 

С с<т-2-&М1 7 ^ с * * * * * * * - произвольные постоянные. 

Общее решение системы (11) имеет вид: 

& ^ = ' кiшь & • ( u > + S & <"><*«> + <£. > <Zf ™' telaty «-v 

/rfi x J & ' A C& 

I (*i/ ^ f t б ) vmґ ' 

X. oc>- д:ÿc^> C/^---, a,в ^ x ^ - t Д / j , 
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,2-<2ч*и, * 2-1; , 2-<*1,2г<,оь,<Ь>* -тг С *п -четное) , 

С # 9 С 0 - проиввольнме постоянные* 

Решения систем (10) я (11) найдены формально* Во­

прос* существования интегралов и непрерывности построен­

ных решений будут исследованы ниже» 

5 &• Бесконечно малые изгибания 1-го порядка поверхнос­

тей 5^ . 

Положим в формулах (13) лп, • 1 : 

Й) 

W ) . 

£.») > <V-0 W fUňc) <**••<> 

ф> (2/-0 (*# 

( p iЏ-f> iйj> 

- t j * <*>-,£• "•+»$«. > 

t-4 à 

Поле бесконечно малого ивгибания 1-го порядка по­

верхности 5 ^ хмеет вид: 

Хъ<щ+) , 0* л***, , 

гдe 



%Ci> s x c(& , x ihtr (H -ihv 
%L C/UL.V)* L C p . ^ ) € > c^ ' * ' 

CV* (J) 
. CAL,V)=VŞЬCAЛ.Ï e ł * ^ Џu (u ) 4Г"l -

+ 1%ь^ *?*" + т^ь Ш €**"}а, 'с<1г),р*1,2г~,п, 

^' с?) & 
а ^ 4 . ) Уь, ' % *> определяются формулами ( 1 5 )• 

Лемма &» Для т о г о , чтобы поле бесконечно малого изгибания 

1-го порядка Х,^ было непрерывно на всей поверхнос­

ти 3^ , необходимо и достаточно выполнение следующих 

условий: 

CИҶ 

'«> -.. t(i"4) ď i4) Kl flm* "k 
o CO)- 0, / y4(2a>fic£o, >, / # cZa.)-0, 

(>n) 

Cw,) g. л 1(4) - I (+4) éi y> *éí 

Л* -

2, 3,...,?г 

Доказательство«Функции (15X при любом фиксированном #> *• 

« 1 , Я , . . . , ^ , очевидно, непрерывны в интеграле . 2 . о.* *-= 

-г дх- -̂  ,21 с и .Поэтому условия ( 1 7 ) необходимы и д о с т а -
— <*> 

точны для непрерывности поля а ^ на всей поверх­

ности 5 ^ , кроме е е полюсов. 
л — со 

В полюсе чх- «г С/ поле Я ^ имеет вначение: 

.V f 0, v; - r - ^ co; * \f* (°>«" J « * 

- i l -



Для непрерывности поля &%}

 в полисе и- ~ О 

функции ^ (О, V ) не должна зависеть от гл- . 

Для этого необходимо выполнение условий (16). Достаточ­

ность условий (16) для непрерывности поля эс%* в по­

люсе <ю = 0 очевидна. 

Аналогично доказывается необходимость и достаточ-
(4) 

ность условий (18} для непрерывности поля Хи в по-
люсе ли * ,-51 си» • 

Следствие. Если поверхность 5^, допускает бесконеч­

но малое изгибание 1-го порядка, то расстояние между по­

люсами поверхности при этом изгибании не меняется. 

Доказательство. Если поверхность 3^ допускает нетри­

виальное бесконечно малое изгибание 1-го порядка,поле 

ХСФ Си,, гг ) 1 Ль & 2. 9 непрерывно на всей поверх­

ности. Тогда, согласно лемме 2, выполняются условия (16); 

и (18), а следовательно, 

2»<о,г>-о, х«%$ъ,*>~о , 
что оэначает неподвижность полюсов поверхности Д-^ . 

Если поверхность 5^, одновременно подвергает­

ся тривиальному бесконечно малому изгибанию-движению по­

верхности как твердого тела, полюса поверхности могут 

при этом изменять свое полохение в пространстве, но рас­

стояние между ними также не изменится. 



Дальнейшие рассуждения имеют целью выяснить,су­

ществуют ли поверхности 3^, ,допускающие нетри­

виальные бесконечно малые изгибания 1-го порядка,т.е« 

могут ли для поверхностей 3^ выполняться условия 

(16) - (18). 

Нетрудно проверить, что функции (15) удовлетво­

ряют условиям (16) - (17) тогда и только тогда, когда 

са> 

vь 

Постоянную С 4 ,играющую роль коэеффкциен-

та пропорциональности для поля Зс^ ,положим рав-

ной 1 . Обоаначим с * черев Л С**-/ • 
с*> * 

Формулы (151 принимают тогда вид: 

к! У 

ÇÍ9X 

(*> /# (^) í-*f ^ * f itŕ) 

ci> #.-«ř $~f <*) 

ď ~ 4 .** ^ «v-*f 

(*> (>> *-* â-1 U) 

Уь(м,)*-iЫ A(Ы(u*-.Za.)4~Л.л Л í*,)a-1 , 
l (ф) <•?> ў-1 ф-1 C<) 

\ U ( ^ ) в ^ ^ í я t - Z a . ) - ł - £ *A Cfe)â  -
V C .f) +»<f * * * « f 



rдe 

(20)-

íĽZ «> 
Ф ҠлcMaiUJkï-ĄҠoc.-oxл+ocЛ . , „ 

A(A)- -*- —p, — ~ ,*-*> *,"•>'" 

А СМ,) - А . 

Как покавывают формулы (19),условия (18) выполняют­

ся! тогда и только тогда, когда 
<п и> 

(21) %ЛСМ*ь °* 0 . 

Теорема !• Поверхность 5,-^ тогда и только тогда до­

пускает бесконечно малое изгибание 1-го порядка, когда* 

уравнение (21) имеет по крайней мере один натуральный ко­

рень М, & 2 • 

Доказательство ясно и8 предыдущего• 

Займемся уравнением ( 2 1 ) . Преобразуем его левую часть, 

учитывая выражение Л (<к<) и условие замкнутости поверх-

ности В^ .Ж а^ ссг * О 

/*!* и) 
«> и) «1-< ы) Д- А (<к)си± 1(М?~ 1)(*<-<Хь)+л>] 
2-ЛШ)а- = 1.А(<к,)а. + ш ~~-т а, -, 

4"-1 + <**< * 5 . а., ос-

*И(~БГ >ЛСЪ)а. Сое.-ос ) . 
<1;1 ° Ь л * * /ГЬ 

Следовательно, при допустимых значениях Ль урав­

нение (21) эквивалентно уравнению 
<*-1 и> 

(12) Ц. Л (*1)си.(ас--асл ** 0 . 

<*) *~< (?> 

Формулы (20), показывают, что А(А)= -2Е. (<к -1) А& > 
ф (ф) 

где А0 е 4 а А^ при н, « 7, 4 7 ,., ; ^ - 4 есть 

- 1 4 -



некоторое выражение, составленное иа параметров поверх-* 
с <лм и) 

ности о ^ .Поэтому ,2~ Л (-к)а^ (<х>± - <*>* ' -
Л - ^ 4,-4 и) /л-1 л

 л"* с*> 

и уравнение (22) имеет вид: 
т.-2 т.-* и) 

2. (&-Л )* С 5. Л^а* б*ч -<*^ )Л - О . 

Свободный член уравнения (231 равен .X ^ в <2̂  Сос̂  - **^ ) я 

~ .*— ^ С ^ - о с ^ ) » - л ^ . а - 4» (7 . Следовательно, урав-

нение (23) не имеет корня Лг/*-'/ ж О 7 т.е. .>& Ф ±" 4 • 

Это поэволяет сформулировать теорему: 

Теорема 2. Поверхность 5 ^ тогда и только тогда допус­

кает бесконечно малое ивгибание 1-го порядка, когда урав­

нение (23) имеет по крайней мере один ненулевой натураль­

ней корень Аь • 

Имеет место 

Теорема 3. При любом м, > 2 существуют нежесткие по­

верхности 3 ^ • 

Доказательство. Зададим произвольно значение *п, > 2 

(при /п, « 2 уравнение (23) корней не имеет) и значения 

сц > 07 -1 = 4, 2 , . . . ; <п. - 1 7 а значения сс+ , -I «• 1,2.,*.. 

. . . . па - ^ , эададим так, что 21 а/ ос. > 0 для 

^ » * , 2 , . . . , ,гг-т* ,, а ^ ^ < 0 . 

Из уравнения (23) найдем: 

12А) ос » н,я *.?/»»1 » » *  
n-a „ *!-< «> 

»tT0 4,<mtC+1 * * 

- 15 -



Для достаточно больших М> * 4ь0 многочлен, сто­

ящий в числителе, имеет анак старшего коэффициента 
кт~4У 

^т-а Ъ'п.-л ^«ь-л 1 * многочлен, стоящий в энамена-

теле, внак старшего коэффициента Л»-2 ^т.-* * 

Задавая М & <ггиос { 1 , Лъс } , найдем из (24) 

эначение ос^ <. О . Далее иэ уздовия эамкнутости 

Д О,.*,, т 0 найдем о, « - <5%**Ч > 0 . 

Построенная нежесткая поверхность 5 ^ ,очевидно, 

не имеет самопересечений. 

Пример 1. Поверхность 5 3 : {ос1 =
 /\,ссг* 2, °<ъ'в-1}ауя 4, 

&>г « у , а-3 » у | является нежесткой, т.к. уравне­

ние (23), для нее имеет корень М* - 2. (рис.1). 

Пример 2. Поверхность 53 : {ос/, ж 4, ос% • 4 - а^« 

"-"•2* 5 *Ц " 4 , я^* 4, а^ » 4 ? является жесткой, т.к. 

уравнение (23) для нее не имеет натуральных корней А, . 

Эта поверхность выпуклая (рис.2). 
к. 

Пример 3. Поверхность ^ : { ^ в ^ ^ г ^ Л з г " з * 

схл =г 4, о^» -зр ? а з * Т ? является жесткой, т.к. у-

равнение (23) для нее не имеет натуральных корней Яъ . 

Эта поверхность невыпуклая (рис.3). 

§ 3» Бесконечно малые изгибания 2-го порядка поверх­

ностей 5^ . 

Для случая тг » 2 , проделывая операции, ука­

занные в § 1, нетрудно найти явные выражения для. функ­

ций 

ne__. 



(0.) (>) ф 

^ с - - ^ - * ' Я.--**»*. '«&«---«* А * ° ' ' СТ°ЯЩ"Х В 

правых частях уравнений (10) - (11)» в то время как для 

<гп > 2 мм будем исследовать только структуру Правых 

частей этих уравнений* 

Формула (13) - (141 примут вид для /яь - 2 : 

' ?!*<*>- я^№у1 С4Л,)+СМ,*-»*г% САЛ,)}+ 

А й С*} (4) & <Р 
^\1Мсс,АСЛь)^.(м,)^С1^-<)АСМ)71^Слл.)1 , 

с т ; * С1> 

1Э0-1У С2*) 

с а > 2 * ' с _ г ) 2 * - 7 
ca> *** ca) 

\ K.^CUL.)* C _ AL+ CňĚm 

(*«< o> 

Ca> ^ v w ( f ) í 4 ) 

? C4> 

^/^•"^b^li Ĵ+íV-̂ JÍlfc**1 

. C*>> íЧiO 

/*» *» cяi Cî) 

^ < - Ц * ЯД, ^ Х О ^ ; ^ « Л Л , . . . , ^ ; Л& > 2 е с т ь натуральный 
, % ф Ф Ф 

корень уравнения Сг\\\ ср^ 7 ^ , \^ определяются* 

- ľ ř -



ф 

формулами (19), Л (М.) формулами (20). 

Поле бесконечно малого ивгибания 2-го порядка по­

верхности 5^ , соответствующее полю бесконечно мало-
(1) 

го и вгибания 1-го порядка Х^ , имеет вид: 
rvш 

1 i 
*£ЧAJU^V) 7 0 & ĄJU -s- aл 

г Ф Э.:А,„ #> Й *,А«А-

+ $*№*"%К.С^)+%^С^€2*Ча'с*), 
са» сд) ц) 

Ф &) Ш <?) О) с# 

формулами (25) - (26). 

Лемма 3, Для того, чтобы поле бесконечно малого ивгибания 
.ей) 

2-го порядка х>*, было непрерывно на всей поверхнос­

ти Зп, > необходимо и достаточно выполнение следующих 

условий: 
г2>>-о, ^^>"-<^ 

12*) < % * « ) ) - О , <-*>") % в С 0 ) = 0 , 
' (*) (, «> 

* > > - о, 

18-



(29K 

(</-» & (.-»•) ѓ=í f('-'>,Ż' , ^ , 1 „ s 
%гЉлH^a^ Џъ&m& ̂ > > 
ř» Ć-f (*> él , )(žИ>,ái< ч Ф ŕtë л 

&..2V-S-&.'. 1%&>-1%<». 
^ = 2,%...,n . £= 2,3,...,<rt • 

%Л.«s-°, (yl»<>-°-
Ü-Ҳ , , 

"•jИv". í&'žv-« 
»> /rv 

Л - * C£a.) - Ö, 
<jl> 4tň + 

Доказательство. Функции (25) - (26), очевидно, непрерывны 

при Х а ^ ^ - ^ р о * , ^ • - 2 , 3 , . . * , ^ - ^ ; при 

О ег ^ _* а.1; ^ г 4 , при ^ а„. ^ ^ -«- ^ ^ - $.** т . 

Поэтому условия (29) - (30) необходимы и достаточны для 

непрерывности поля Ос^ на всей поверхности 3^ , 

кроме ее полюсов. 

В полюсе 4М тг 0 функции (25) - (26) при ^ - 1 

непрерывны, т.к. функции (19) при ^ «-• 4 и 1^ С*л*) 

суть линейные однородные функции 44* , а потому 

ТТ2Г) У * / ^ ) * ^ - ^ ^ & О Л е с т ь линейная однород­

ная функция ^ , 

В полюсе 44, *0*1 а- функции (25) - (26) при ^ * /п 

1 9 -



непрерывны, т.к. функции (19) при ф. «- />ъ>; в силу (21), 

х /с Си<) суть линейные однородные функции от разности 

- $ а,4 - а потому ^— 1&*с?% С^ + С^-О* | ^ С*)] 
m, 

U, Ї<І " ' 'ЧrьC4*') (,4)"" иґ 
<n. 

есть линейная однородная, функция от равности и, - Ж. и*' » 

Однако непрерывности функций (25) - (26) в полюсах по­

верхности Ъ^ не достаточно для непрерывности в полда-

сах поля 5 ^ • Действительно, в полюсе ^6 х О поле 
— С2) 

Я;^ имеет значение: 

+ г?! о»е*** г, «» •> гв* -а «""*•-•« ̂  + 
саг* с*; сги 

Для того, чтобы поле %*? было непрерывно в полюсе 

44, & О , эначение В>1**С09 пГ) не должно зависеть от гг , 

для чего необходимо выполнение условий (27) - (28). Доста-

точность условий (27) - (28) для непрерывности поля Х,^ 

в полюсе 41 & 0 очевидна. 

Аналогично устанавливается необходимость и достаточ­

ность условий (31) - (32) длх непрерывности поля ; ? ! в 

±*. . 
Лемма доказана. 

Дальнейшие рассуждения имеют целью установить, сущест­

вуют ли поверхности 3^, >допускающие бесконечно малые 

изгибания 2-го порядка, т.е. могут ли для поверхностей 

А выполняться условия (27) - (32) (при условии иежест-
<пг 

полюсе ж в 
4:1 



кости 1-го порядка!). 

Нетрудно проверить, что функции (25) - (26) удовлет­

воряют условиям (27) - (30) тогда и только тогда, когда 

Г<-x> 
1 C, 

(ЛУ ,*- °> 
cg, & (**-*) 

2fe" 

C2?"0 & Ě? 

ta)2* 4*4 + 4*4 ta ; 2 1 * * ' 
JЃ - - 2 , 3 , . . . , ^ , 

ÿs<f C2i'-'f.> 

<*» ш ŚL Æ.fca»ГçW-ł)fat-<tv;-»-ec<J 2*fc 

(33 
•< 

C2> 'Л*/ 

Ł*-»> 

И) 

» > - * пока не определена. 

t ж 

"É 
W 

v W > e C-»* 

a>» £2 *ч + Гa-oc. й* ^* w* •" * 

І(.fapCЛViíЯiîVi+AV^-!дSW*K,^í>3^», 

можно (но не обязательно) 
С*> (-У 

Постоянные С и СЛ 
Г Я Р <*>* 

считать равными нулю, т.к. они доставляют поверхности 

тривиальное бесконечно малое изгибание - сдвиг поверх­

ности как целого вдоль оси вращения и поворот поверх­

ности как целого вокруг оси вращения. 



Условия (32), очевидно,выполняются автоматически* 

Обратимся к условиям (31). Как показывают формулы (25), 

условия (31,1) и (31,2) выполняются тогда и только тог­

да, когда выполнено условие (31,3). 
СП) 

В силу (33,1) и (33,2) функция ^ См,) имеет 

вид: 

с*о 12т-1) т.~4 <п-1 &*-4> 

г1к. <"> ' &*.• ^ -& *>к >+& & •* * * , 

где С 2& определяется формулой (33,3). Следова­

тельно, условие (31,3) выполняется тогда и только тогда, 

когда , . 
О*) & & а * *** ' 

Равенство (354 представляет собой уравнение 1-ой степени 
м 

относительно Сд4 » в котором коэффициент при 

а) 1* Ы) 
С**, 9 очевидно, равен Щ Л (2Аь)&2 > 

Если рассматриваемое нами значение Яъ не является 

корнем уравнения (36) .51 Л (Цк,) а- * 0 , тогда 

СУ 

С ,л может быть выбрано так, что условие (35), а 

следовательно, условия (31) будут выполнены» 

Теорема 4, Если поверхность 5^ допускает бесконечно 

малое ивгибание 1-го порядка, то она допускает также бес­

конечно малое изгибание 2-го порядка* 

Докавательство * Если поверхность В^, допускает беско­

нечно малое ивгибание 1-го порядка, тогда, на основании 

теоремы 1, уравнение (21) имеет по крайней мере один на­

туральный корень М &> 2 * 



Если М/ - единственный корень уравнения (21), он 

не является, очевидно, корнем уравнения. (36). Поле Пере­

определяемое формулами (25) - С2б), где постоянные опре­

деляются формулами (33) - (35), доставляет поверхности 

3^ бесконечно малое изгибание 2-го порядка. 

Если уравнение (21) имеет несколько допустимых кор­

ней Л/ , ив них всегда можно выбрать корень <к? > ~х—* 

Это вначение Яь не будет корнем уравнения (36), и тог­

да поле х^Т 9 соответствующее выбранному вначению 

А/ доставляет поверхности 5 ^ бесконечно малое не­

ги баяне 2-го порядка. 

Теорема 5. Если поверхность Ь^ допускает бесконечно 

малое ивгибание 2-го порядка, то расстояние между полю­

сами поверхности при этом ивгибании, вообще говоря, ме-

няетса. 

Доказательство. Ив формул (26> при выполнении (34) сле­

дует: 

, а л-4 Ш л *, 0*> 

^к^П^.А(Л)а.З'!-Да*ЛЧШк\х,+Л(ч)*0\вообще говоря. 

— с& -Л-- а) 
Следовательно, х^ С 2. а.у^ ) - 5?А СО? V) Ф О , вообще 

говоря, ч .т .д . 

Пример 4. Поверхность 5- примера X допускает лишь та­

кое бесконечно малое изгибание 2-го порядка, при котором 

расстояние между ее полюсами меняется (рис.1). 

Пример 5. Поверхность 5 3 ' ^«6, * 4, <*& г 2,о^-г--/3; #7*" 4 , 

- 23-



а, **х?съ « ~*~ ^ допускает бесконечно малое ивгибаяие 

2-го порядка &(

 1 при котором расстояние между ев по­

люсами не меняется (рис.4). 

§ 4. Бесконечно малые иагибания 3-го порядка поверхнос-

При гггъ ~ 3 уравнения (10) имеют вид: 

$<*.шнш>+л*%Ь'2П*,Ш*$ь-аА>* ш ) > 

СЗ-2кНк (${я.ль„уь)**ф№'ЫъМ>Ъ$а*л>*ш-%0«л>лСиЯ+ 

(?) с# &* 

*4СА,)С&-ЛЛНЛ^ь.^С*)+2^ыиа1.Л1,м(и), 

4:4 'Л;'1*'***'2'-''1'' ^ " ° 7 1 > а правые 

части суть некоторые, вполне определенные выражения» по­

строенные иэ функций (19) при выполнении (20) - (21) и 

функций (25) - (26) при выполнении (33) - (35)„ 

Уравнения (11); при /угь в 3 не существуют» 

Общее решение системш (37), дают функции (13) при /#ъ * 3 

iь-



Cfi ar. &> 

J Ci) fa ,j* x&) 
+ň^zrn,1"^* ^ima $r** M+ 

í*K V M H A Si «-**>+ c^} > 
& % ň c ^ ) c^) 

A-1 

?4 "»->т 

Поле бесконечно малого изгибания 3-го порядка по­

верхности 5^, . соответствующее пол» бесконечно ма­

лого ивгибания 1-го порядка %™ , имеет вид: 

1 •> 

SD 

^ И>, .. * Г«> *4Л*. ì „ . .. Л**. Ü ґ/, ,j"Г 

Cў 
CЭ> C» 

"' C46)Є J-Є т-

25*-. 



C-> ø) ф CЗł 

1э> 

0> С*> ( * ; 
• $ъ-*9»Ь-> Ъ*-Шк \$ъ*Ь>$ш ,А.-0,4 , определяются с*; СЭ> сз> 
формулами ( 3 8 ) . 

ад « Лемма 4 . Обе функции > и •§? линейные относи­
<-> ci> 

т ель но >ос . 

Доказательство. Выпишем систему уравнений (1> дяя /^ * 

«г^С/СС) м/*п--*3 , подразумевая все буквы со, /3, <у 

снабженными индексом А , который для краткости письма 

опускаем. 

Дифференцируя первое уравнение по V , второе - по лс и 

вычитая затем первое из второго, получим, учитывал линей­

ность относительно лл, функций, оо
{/
'

;
 ^ИУ

 ?
 у С> И 

* » , /?«> , у
м
'

г
 (^» )„„ - 0 т.е. ^<» ̂  *, , 

(4) 

линейно зависит от и • Но %^ ^ , 1 г ) = ̂ ^ аО-е
3
*

4
** 

* 1 

. a б -



+ j (A¿)-eifkv+ , oTKyAa M cjiexyeT 
Ar C3> 

yTBepBAeime jieMMu* 

ÇjejCTBKt» CnpaBe^JiMBH TOÄflecTBa: 

tí) c v 

ÄQKaaaTegbCTBo«, yTBepsweHMe HenocpeACTBeHHo BHTenaeT HS 

$opnyjrit ( 38 , 3 ) npK ^ = 1 m Jieuuu 4 . 

M On) 
v ^ JJHHefîHKÔ QT-

ITlfl «"ť 
Retina 4-a« 06e $yHKUHit r̂ . - m tf ^ 

C3> C3) 

HOCMTeJIbHO . 

floxa8aTejtbCTBO npoBOAHTca aHajiomniHO AOKaaaT&abCTBy reniai 

WfMS ^tñ 1 
4 c ncn0Jib80BaHJteu ¿HHeäHocTH <J>yHKiíiift ooc , /3 L ? 

Ol) </n>) Cn) /n. 

ý t * ^ 00«»? ^ ^ c a ; oTHocMTejtbHo pasHocTH , 

ISlüüLl- ^ H K m m > Yc3-2+v)4* 7 m°7 *, *«HeÄ-

Hue OTHOCKTGJIbHO M- ' 

ÄQKaaaTejibCTB0> Ka pa«cy*ÄeaMit §§ E h 3 cJieflyeT, uto <|>yHK-

mix co™ , ßi } , r w 7 í3CZ) , T a ) « MX npoHSBOA-

HU9 no V JIIlHeÜKHe H OAHOpOÄHHe OTHCCHTeJIbHO ; JlüHIb 

Cf> 

OC 8a BMC HT OT AJL JIKHeÜHO HeOÄHOpOÄHOrO, eCJIM C^e 

h« no^araTb paBHoñ 0 , ho olj^ aaBMCMT ot aä, jim-

HeÄHO OAHOpOAHO• 

OöpaTHiica K $opMyjiaii (37) npH * 4 . 
(4) 

fyHKUHH R C/t¿) H bjihûtch Koac^MUMeH-

TOM npH Jfa w, 0, 1 7 B npaBoii uacTH 

ypaBHeHHÄ (39 ,3ï f icoTopa«, b cHJiy bhui« cKasaHHoro, JiHHeÄ-

HO OAHOPOAHO 8aBMCMT OT KBaflpaTft AJL • M8 $OpiiyJ!lâ ( 3 8 , 2 ) 



при $> *> А , учитывая утверждение леммы 4, заключаем, 
(4) 

что Усъ-2А>Ь. > ^ ж 0? ^ ? линейно зависит очАС • 
С» м 

Функция 0> съ-гЛ)4ъ С<с) является коэффициент 
сэ> 

том при .^ сз--2А,К4ыг в П р а в о й части уравнения (39,2>, 

которая, в силу выше сказанного, линейно и однородно за­

висит от /^ . И з формулы. (38,1} при д~ «г 4 , учитывая 

утверждение леммы. 4, заключаем, что с̂ о-.2-л>А ? М, »• 091 > 
сэ> 

линейно зависит от ^ . 
С*> (п) _ _ ^ 

Лемма 5-а. Функции с^с3.-2А>л > фа-**)* ? 4г • О, 1 , ли­

нейные относительно чч. • 

Доказательство проводится аналогично доказательству леммм 

5. 

Лемма б» Для того, чтобы поле бесконечно малого ивгибаниа 

3-го порядка 5 / 3 было непрерывно на всей поверхности 

Эп, $ необходимо и достаточно выполнение следующих ус­

ловий: 

^$Í. -»І»A (o)шOt ^ > J 5 W І ^ > ^ W І ^ ^ 

W ,лs л Уm1) fé & ґЧГ ч 



C3> * * * 

6*1.) *-» 

( } » - ^ ^ ^ ) ш 0 , М, ш 0,1 . 

Доказательство» Функции (38), как содержащие интеграл от 

рациональной дроби со знаменателем, не обращающимся в 0 

при -а Ф 0 , ^ в 4 , и при ^ ф^Х а ^ ^ ? = *г , рациональ­

ную дробь с тем же свойством и линейную часть, непрерывны 

ПрИ .21. О,* 4*4, * ^2 *-*-;, ^ * 2, Э , . , 0 /п.» </; при О <4А,4 

6 а,,, &* 1 - прж 21 а,± * лс < .2. а*, ^ - *г , По-

этому условия (41) необходимы и достаточны для непрерыв­

ности поля Хш/ на всей поверхности 5 ^ , кроме ее 

полюсов» 

В полюсе АЛ, «• 0 функции (38) при & * 1 непрерыв­
ен 

кы в силу леммы 4 - 5 . В полюсе ^ « Л а ; функции (38) 

при ^ * /П, непрерывны в силу леммы 4-а - 5-а. Однако не­

прерывности функций (38) в полюсах поверхности 5^ не 
— с*> 

достаточно для непрерывности в полюсах поля х^ 
-с# 

Действительно, в полюсе м, ш 0 поле ^ имеет зна­

чение: 

c ^ ĆЗD c 

%.^'>v<4røe'Д îI'* а д e '"*'J ä'м-4- , w . , . . _ 

C J Г ~ á>~ C* ; 

- 5 9 -



— (0) 

Для того, чтоб» поле х,^ было непрерывно в полюсе 

М, & 0 | значение х^СО^пг) ие должно зависеть 

от 1г* | для чего необходимо выполнение условий (40). До­

статочность условий (40) для непрерывности х^ в полжн 

се М, 9 0 очевидна. 

Аналогично устанавливается необходимость и достаточ­

ность условий (42) для непрерывности поля х? в полюса 

и, * Ё. а. . 
4*1 * 

Лемма доказана. 

Следствие» Если поверхность 3 ^ допускает бесконечно 

малое изгибание 3-го порядка, то расстояние между полюса­

ми поверхности при этом изгибании не меняется. 

Докааательство. Если поверхность Э^, допускает беско­

нечно малое изгибание 3-го порядка, поле х>^ САС9У) 

непрерывно на всей поверхности. Тогда, согласно лемме 6, 

выполняются условия (40) и (42), а следовательно! 

^4, С^9^)^ 09 ^& ^*г аЪ71*')ш О у ч т о означает неподвиж­

ность полюсов при изгибании 3-го порядка. Отметим, что 

расстояние между полюсами ие меняется не в абсолютном 

смысле, а по сравнению с тем, каким оно было после совер­

шения бесконечно малого иэгибания 2-го порядка. 

Дальнейшие рассуждения имеют целью выяснить, сущест­

вуют ли поверхности 5^, , допускающие бесконечно ма­

лые изгибания 3-го порядка, т.е. могут ли дли поверхнос­

тей 5 ^ выполняться условия (40) - (42) (при условии 

нежесткости 2-го порядка!>. 

Нетрудно проверить, что функции (38) удовлетворяют 
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условиям (40) - (41) тогда и только тогда, когда 

<**> 1*И> & у? Ы~1) Рсгс4> 

* с*/> •-* (^ ^-/ 

^Юсъ'%А)к,^С^ обозначена нелинейная часть функции 

mi 

c*; 

0»c»-aA>A
 L<U/) • 

%*«*, *" ZA* 0> či0**-* 

-Ь » 0,1; д~*2, 3,...7тг; С)(Э„2Ю+ пока не определены. 

При проверке необходимо учесть, что функция Ксэ-.г.А;* > 

как построенная из функций (19) и (25) - (26) при услови­

ях (33) - (34), удовлетворяет условии 

^Э-2А)А С&Л)Я!
 &<•-**>* ̂ Л > ' 
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Перейдем к условиям (42). Как покавывают формула (38) 

и леммы. 4-а - 5-а, условна (42,1) и (42,2) выполняются 

тогда и только тогда, когда выполнено условие (42,3). 
(/п>) 

В силу (43,1) и (43,2) функция. ^ <3-аА>*. Ьи** 
О) 

имеет вид: 

(Х+-1) 

где Ссз^2А)л определяется формулой (43,3). Следова­

тельно, условие (42,3) выполняется тогда и только тогда, 

когда 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ 

Равенство (44) представляет собой уравнение 1-ой степени 

относительно ^ съ-гЬ)4ъ > коэффициент при 

С(3.2-Л,)-1-» в котором равен, очевидно,Д1 А I(3-2Н)*ъЛ^, 

-Н » 0, * • 
Если рассматриваемое нами значение Ль не являет-

"». (*'? 
ся корнем уравнения (45) X А СЗЛ^)ои> «• 0 , условие 

(441 при Ль ** 0 может быть выполнено за счет выбора 

(А) 
С * А . Однако при А -= 4 условие (44), не может быть 
сэ> • 

выполнено эа счет выбора С ̂  ,т.к. рассматривае­

мое нами значение Ль является корнем уравнения ( 2 1 ) . 

Теорема 6. Для того, чтобы бесконечно малое иэгибание 

2-го порядка 5Г. поверхности 5^ можно было 
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продолжить в бесконечно малое изгибание 3-го порядка 

Х,д1 необходимо и достаточно, чтобы Ль было корнем 
лг- С2*>-0 **"1 Л*) Л,

 ч 

уравнения (46) Е. С . а.. -н 21 {П*, ̂  3 ̂ ^
 } ~ 

-U> *-f 

" ^ А ̂  ̂Л> ̂  ̂
 в
 ^ (фактически не содержащего 

с*) 

С ь I и не было корнем уравнения (45)» 

Доказательство ясно и8 предыдущего. 

Теорема 7. Для того, чтобы поверхность 5^ допускала 

бесконечно малое ивгибание 3-го порядка, достаточно, что-

бн натуральный корень Ж, & 2 уравнений (21), удовлет-

воржщий условии Ль > ̂ У ^ у являлся корнем уравне­

ния (46). 

Доказательство. Вели существует натуральный корень ЛЬ <&• 

%> 2 уравнения (21), тогда, согласно § 2, поверхность 

Э̂ п, Допускает бесконечно малое изгибание 1-го порядка 

Е0) 

Т.к. Ж> > -к , то, согласно § 3, бесконечно 

—. 01) 

малое изгибание х,, может быть продолжено в беско­
нечно малое изгибание Е-го порядка X,* 

Т.к. М, >&%&&.} ^ ^ 9 то оно не является кор. 

нем уравнения (45). Условия теоремы 6 таким образом вы­

полнены., и бесконечно малое изгибание 2.-го порядка ;&5 

продолжимо в бесконечно малое изгибание 3-го порядке 3^, , 

Пример 6. Поверхность 5^ ; {<К^ **-19 сС^ ос^ сС$ * -ос±9 ос̂  * -1^ 

А 1 

я*-1, -V"сс^-Зсь)^|С^ЛГ^; г д в °^г яшгяется 0 Т р 1 1"' 
дательным корнем уравнения.: 
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ЬЪс*^- 240ас*~11$сс![+408<ь1-Э№<х*+ 238<к2-12.Вт 0 , 

допускает бесконечно малое иегибание 3-го порядка, соот­

ветствующее значению М, » 2 (рис.5)» 

Пример 7, Поверхность 3 3 пример» 1 не допускает бес­

конечно малого ивгибания 3-го порядка (рис.1)• 

t Щ5 Щг u 
?*ÅA k 
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