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Соттеп-ЬаНопез Иа1;Ьета*1еае ШйуегаИ.а'Ыз Саго 11 пае 

10,1 (1969) 

Заметка к работе: О ТЕОРЕМЕ ФУВИНИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛА РИМАКА В 

КОНСТРУКТИВНОЙ МАТЕМАТИКЕ 

1 О. ДЕМУТ, Прага 

(О.ЯйМШН, Р.раЬа ) 

В 1^3доказано, что известный аналог теоремы. Фубини для 

интеграла Римана не имеет в конструктивной математика места* 

Построенный там пример демонстрирует это на трехмерном слу­

чае* Естественно поставить вопрос, можно ли аналогичные 

примеры построить и для других размерностей* Для ббльших 

размерностей решить задачу просто - достаточно в примере иэ 

[&] добавить соответствующее число фиктивных переменных* 

Для двумерного случая ответ дает настоящая заметка* 

В следующем пользуемся определениями и результатами за­

метки [2] • 

Обозначение: Для. произвольных сегментов а, л Яг и 

С Л & обозначим посредством а> А Лго с А об сегмент 

(с + а * Сс̂  - с)) Л Сс + Яг • (Ы> - с )) • 

Теорема: Существует интегрируемая по Риману 2-функция 

4 а * ^ такая, что для любого КДЧ »Х из сегмента 0 л, Л 

1-функция* * а * У х п неинтегрируема по Риману* 

Доказательство: Пусть ^^т,^<п возрастающая после­

довательность 44 из доказательства теормеы & (из [ 2 1 ) , 

пусть ф точное дизъюнктное сегментное рациональное 
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покрытие сегмента 0 д 1 такое, что УтгС^Е. I ф. I < :_г ) 
ржА *> 1 2г 

(см. [13,стр.469). 

Пусть /?г,Л^;1/ и Ъ НЧ, для которых выполнено 

2 * +1-4..#&-_3*2',%-4 &//--* ^ ^* <П . Построим возрастаю»-

щую систему НЧ ^ ^ ^ ^ ^ и систему НЧ . 8 и | . в / так, 

что первая ив этих систем является системой первых _! 
._-* *-* * 

НЧ к удовлетворяющих условию 2 * С2*-2)-# < 2 • Г2 -4) 

и таких, что система 1-сегментов{ф о С1--Д^)Д ( 4 - -лтЯ^* 

покрывает 1-сегмент пЛ^Г -- $* меньше чем ив одной 

шестнадцатой, а во второй системе для всякого ^ , ". - ^ _ : 

._- 2 7 5 • наименьшееиа НЧ 5 I для которых выполне-
но 1 ._ в -с 2 ^ - * * и 1 - с е г м е н т С ^ + ^ ) Д Г # + - | ^ ) *«%+Ъ~ <* « 1 _ / % _ « . « _ „ _ I _ _ _ _ _ _ _ 

не перекрывается ни с одним из 1—сегментов системы 

< Ф*п. • <* " ^ * А М " ^ > ? ^ ' Определим Е-функцию 

4219т1 ,& *,* т а к > ч т о Д Л Я в с я к и х НДЧ X и ^ име место 

и к А М < * - " * > - , _ . " * " ^ " * П * - - | Й . 2 1 - 1 * - - | ^ + 2 -

Выполнено 0 -_ **'.© . , , -в 4х и С*Ъ _» * . Р^в-

номерно непрерывная 2-функция отличная от нулевой функции 

только внутри сегментов 

116 



Для всякого такого ^ и для. любого №1 "л иа сегмента 

С ~ ^ - 1) Л С "̂СГ - 2 ) колебание 1-функции С ^ф»,*,*,* ) х 0 

Л * >. ^ + 4 4 
на сегменте — ^ Д ^^Г" равно -^т * Сумма длин 

А 
всех таких сегментов равна о^м* * Следовательно, если 

X кда ив сегмента С - р | - - 2 )л(^^ - 2 ) а { ^ 1 ^ 

возрастающая последовательность НЧ такая, что п? . < 2 ^ , 

то имеет место ч (^ « " V * , * , * , * >ЛО , **«*, С , 4 > . 

Пусть /1^ нормальный алгорифм такой, что для вся­

ких НЧ ^ь и ± выполнено С/п^^ьа^ & (^ и4ьа%-& Л э 

эо^с'р 'О**^ 1 Д и ( З г ^ и т ^ о г , а: Л) а 

э ! Жиф, агь ) А т^^а Лл $. Л ) 
(см. ИЗ,стр.305). Для произвольных НЧ Ж,4г и /гг пусть 

< ^ С л ) ^ С р * л й 2 ^ + 4*Л-* 3 - 2 ^ - И ) и пусть с*,^ целое 

число, для которого выполнено (С3 Т ф- ^ ( г ) э О* (ос >) */ 
* | А ^»Т* * , 1 * " 

Ы^ЗъОь^Съ)* о ^ « 0 ) ) . Заметим, что 

У&лг /пг, /п, СйА . С-т) & (3- ^ (/п.):э/щ* /п) • 

Переходим к постройке 2-функции кг*с/ . Пусть л% 

и ^ натуральные числа. Определим г-фуй*"***1 *а,<х> . 

так, что 

1) если выполнено СтЯ, 1&°^л ф А V ^ < * ̂ > 
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то С 2 3 ф .х нулевая функция, и 

2 ) .если имеет место И< Ь &. я^ир,а±-^ .^г Л& ^ир.аЬл ж 

X Л & 0 < « ^ - ^ ) , о п р е д е л и - ^ - * " ^ ^ ^ ^ ^ 

Видим, что ^ У ^ , * равномерно непрерывная 2-функ-

ция и что выполнено 

Заметим, что для всяких НЧ ^г , ^ и ^ ; где ^ 4= 

4- "Ь по крайней мере одна иэ 2-функций д> г у * 9%-* 

является нулевой. 

Иэ выше сказанного следует, что для любого Щ -/г ряд 
г~ 421 

2-функций 7*. С̂ _ . сходится в каждой точке. Сумму это-

го ряда обозначим через 9> • Имеем 0 & с ^ -~ *г̂ г . 

Хл1 

Сумму равномерно сходящегося ряда 2-функций 2^ % 
я- т-fv 

обозначил посредством ^ * 

Вез особых трудностей можно убедиться в том, что вы­

полнено Я>2С
Шф; {1™-%^ 1 ) . Таким образом 2-функция 

**' Ср интегрируема по Риману. 

Пусть х КДЧ из 1-сегмента О Д 1 , Докажем, что 

1-функция < 2 ^ х п неинтегрируема по Риману. 

Имеем 0 ^ Ч 2 * 9 х а -» 4 • Предположим, что 1-функция 

9 * я интегрируема по Риману. Тогда, как следует иэ тео-



ремы. 1 ([2]} , существует возрастающая последовательность НЧ 

\.Х 1^ такая, что выполнено 
ЛИ» •*№ 

Пусть {*& ? последовательность, обладающая такими 

свойствами. Для всякого НЧ т, положим 6^ <=* Ъ^ + г 

Как отмечено в доказательстве теоремы 2. из ЕЕ] к «х и по­

следовательности НЧ ^^т^гт, существует НЧ .-/г такое, 

что имеет место 

\ ЧК^о^Зс ( ^ ~ 2 < * < дл% " 2 ^ 

и следовательно выполнено -(г ^ ^ & 2 ^ + 4 й& 

< % г О ^ 3 . А " + 4 .Но тогда « ^ „ „ ^ - 6^, 

и существует НЧ. Ь0 такое, что 1-функция 

(***ф *̂ ""~ ~^) равна на 1-сегменте 

С 1 ^ ^ ч ) д ( ' 1 - | ? » ) 1-функции ** в , у*о и обращается 

в ноль в других точках* Отсюда на основании (1) получаем 

К 4 ( ( Я * ^ + >*0 И % Л Л > < С ДРУГ0Й вороны ввиду 

выше приведенных свойств 2-функций типа Р,„, 4* ^ * 

Л и т е р а т у р а 

С1Д Проблемы, конструктивного направления в математике - 2 
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(сборник работ),Труды.мат.инст.им.В.А.Стеклова, 

Том ^ X У Л (196&). 

12] О. ДЕМУТ: О теореме Фубини для интеграла Римана в кон­
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