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СовщеггЬа"Ъ1опез Ма'Ь.аета'Ысае ц*п17ега1"Ьа1;1а СагоНпае 

10,2 (1969) 

ПРОСТРАНСТВА Ь „ И 5 В КОНСТРУКТИВНОЙ МАТЕМАТИКЕ 

0 . ДЕМУТ, Прага 

со. РЕмитн, Ргана; 

Настоящая статья посвящена конструктивным простран

ствам ^ л и 5 Определения этих пространств блиэки 

определениям Н.А. Шанина ( с м Л 2 ] , с т р . 2 5 5 - 2 7 2 ) а в разви

тии теории этих пространств используются результаты из 

[53 и [ 6 ] , Показано, например, что ^ и 5 полные 

сепарабельные пространства, что функция т* является не

определенным интегралом от элемента пространства 1_. тог

да и только тогда, когда она абсолютно непрерывна на сег

менте О А 1 и что в ^ . неверны теорема Лебега и лем

ма Фату. Для элементов пространства 5 выполнена тео

рема Луэина о измеримых функциях. 

В следующем пользуемся определениями и результата

ми из [ 1 ] и [ 2 ] . Натуральными числами называем положитель

ные целые числа;, конструктивными действительными числами 

(КДЧ) - вещественные дуплексы* (емЛ-У,стр.77) , последо

вательностями конструктивных объектов определенного ти

пах - нормальные алгорифмы. [ 1 3 , перерабатывающие всякое 

натуральное число в объект этого типа, функциями - кон

структивны» функции одной действительной переменной, о* 

пределе иные для всякого КДЧ. из сегмента О А 4 * Напо

мним, что конструктивные функции непрерывны в каждой 
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точке, в которой они определенн (см.12),стр.342). 

Последовательность неперекрывающихся сегментов 
(4) 

назовем 5^ -множеством а КДЧ Х> мерой этого множест

ва, если частные суммы длин сегментов этой последова

тельности сходятся к ее . 

Если Н 5^--множество а х КДЧ, то посред

ством X е Н обозначим: Не может не существовать сег

мент последовательности Н 9 содержащий х • 

Будем говорить, что некоторое свойство КДЧ - ска

жем Р(х) - выполнено для почти всех КДЧ х иа сег

мента О/ Л Яг, если существует последовательность 

5 ^ -множеств* 4 Н 1ь такая, что для- всякого нату

рального числа Аь Н является часть» Н мера 

Н * меньше чем -Лр: и Ух(хеа,АЛг&. 

& т Г с Х е Н * ) э РС<х>). 

В дальнейшем буквы Ль7 Л? /ггь ш <гъ служат пере

менными для натуральных чисел (НЧ), буквы ъ и $* -

переменными для целых чисел (ЦЧ1, буква а, - перемен

ной для рациональных чисел а буквы X ^ пф, и .х - пере

менными для КДЧ. 

СО ^ X и Т" - нормальные алгорифмы такие, что 

для: всяких КДЧ «х и НЧ тг выполнено 

&(*)— 4 \х\ & &(Х,пп,)21«пах,(т4лг(х,<гп>),-<т,) 

а алгорифм Т? применим к х и Ъ (х) целое число 

такое, что Ъг(Х)-2 << \х\ < Ъ (х) . 



Определение; 1) Ступенчатыми остовами (соотв. 

рациональными ступенчатыми остовами) называем слова 

вида 

(1) о* Г<*„ — Г*<«п с?ъ, ГЧ>ъ— ГУ** у 

где все о,. - рациональные числа а все П^, - КДЧ 

(соотв. все а/' и все <и- - рациональные числа) и вы

полнено 0 =г сир < а, < ... <С сь^ = А . 

2} Остов (1) нааовем д-остовом, если существу

ет НЧ & такое, что т, * 1КЗс VI (0 4 I 4 Х^эа^* *^гЛ 

Обозначим (1)/ черев р . Можно построить нормаль, 

ные алгорифмы &7 1?* и % так, что для всякого Р 

и любого КД4 *х из сегмента О Л 4 выполнено &(Р)~ 

& «гиг* \<и,.\, Ух, (<&(Гх) а ос - 31 (1 ^ I & *п А 

СС+) ~ тилг Г*х, о ^ . ^ ) ) -

Заметим, что 1%. и $г являются конструктивными 

функциями, & даже всюду на сегменте О Л 1 опре

деленной полигональной функцией* 

Для произвольных КДЧ пд. ж ОС таких, что 0 -=. 

-г ал* -=? /С --* А обозначим 

^ Р ^ ^ ^ > - ^ ^ -

Определения: 1) а> О ё Р е»Уу6х <5 Од А & 

* / 1*СР*> гэ 0 й <$ 1Р*Ч) ; 

б) Для любой конструктивной 

функции д,
#
 определенной для всех КДЧ, положим 



сн(^^а'.Г^-Га-1тсГд.(^)Гд.(щ)... Гд-су^) , 

Е) Для. произвольных ступенчатых остовов Р1 

и Г2 , где К Ж\ Г\ъл... гЪ^\<Г\х-> Г %<*ц 

Ц я А9 1 ) у и любой всюду определенной конструктивное 

функции двух действительных переменных Лъ определим 

«) ЛъвСГ„ !=;)--> \ г \ . . . Г^сГНСЭС^-**^3*-), 

*a,л +
 ъaĄ к % . , « _ **a4 + 'a. 

w ( 0 - 3a„< V <: . . . <r9tx. => 1) A VaC3iC0&ié 

* <m̂  & a *=• *o^ > s C3i COé i á rm^ & a, ** *a^ ) v 

v 3 i C0 á, l Á <mг Å a - V-j ))) , и 

б),^^Рй^VМосеОл^А!^С^ос)^!^С^^)^Щx)^Щос)X 

Заметим, что для всяких ступенчатых остовов Р^ и 

Г и ИДО АЛ ,*\Г9 /^ и. & таких, что 0 - . У ^ ^ ^ г ^ / ) ; 

Для ступенчатых остовов очевидно выполнены неравенства 

Гельдера и Минковекого, в частности для любых рациональ-

иых чисел ( Р Ч ) ^ и ^ > -)<^-» 2 , имеем у I Г|# -̂  

*ФГ?)** фП*>** <Г СТ > . вариацией функции 

^ р , на сегменте 0 Д 1 является ВДЧ У \ Г | „ 



Ясно, что для. всяких ступенчатого остова р и НЧ /т 

можно построить рациональный ступенчатый д-остов Н та

кой, что ^ ( Г ^ Н . , < ^ . 

В следующем буква р служит переменной для сту

пенчатых остовов, буква Ъ - переменной для ступенча

тых д-остовов а 9€ - переменной для последовательностей 

ступенчатых остовов. 

Определения: Пусть 4.%,^ и 1 6 ^ ^ последователь--

ности ступенчатых остовов, р ступенчатый остов, лс КДЧ 

а н,^ ф, и Си РЧ. такие, что А&/С& А < <р> & 0 < а, < А • 

Тогда: 

а) обо8начим«(г^?^ « { Сх̂  ?^ ^ с о о т в # ^ ' ^ ^ я ' 0 ^ 

если для почти всех КДЧ «х иа сегмента О Л А последо

вательность кда А^Сг^-х)- 1?С6г̂ ,х )?,„, С соотв., 

^ С ^ ц Х ) ? ^ 1 определении сходится; к нулю, а 0 4-( ^ }^9 

если для почти всех КДЧ Л" тль О Л Л последовательность 

КДЯ {оЯСр »х ) } определена и сходится к неотрицатель

ному пределу, 

б) определю. К ^ ^ | - { | ^ | в Ц , ^ ^ » - - < С ^ , 

4 6 .С •-» л •*-->• 



*Ыm*S** V*ь<j;'cь Cí„.-r f-^X -фг). 

Пусть Л РЧ, *.* Л / ^ ^ 6 Ц , * ^ б Ц, <* & 4 > в 5 

и ^ ^п,$/п€ ^ * Тогда для всяких Ш/п и КДЧ /и и х где 

0 * ^ 6 * - ? ^ , имеем , ^ - г - ^ + < , * ^ - - < ^ Д * 

- чс^+а - х„н -- .2:*-* «ч^ - Чч > *• 
т <*&•, - ч « » * «г**^- т'г# м) + 
+ 2-йсХч- ч**>< ^ • 
Ввиду „того { о># С

3г^+< - Тт„ Не 1_., и можно постро

ить нормальные алгорифмы / , I в,_ и р такие, 

что 

а) алгорифм У применим к всякой последователь

ности ступенчатых остовов {Тт ]п& 1-1 и любим КДЧ /и, и 

г , б * 1 | . 4 г й 1 , и выдает по ним предел последо

вательности КДЧ {][^%^ (результат применения этого 

алгорифма к перечисленным данным обозначим посредством 

4 * { ^ *» >. 



б) алгорифм Я | | ч п р и м в н и м к в а д а д 1 ц г 

(Ъ 4.6 Ц. и в««ает „о нему „ре Д е л последовательности 

в)длял»бн* { ^ - 5 , 1 ^ б 8 и м е в т м е с _ 

TO 

На основании отмеченных выше свойств у л \ а . 

вестинх свойств в с в д у определенной конструктивной функции 

6^ получаем: 

Лемма 1, Пусть /тп ни л +, * 

<<Ы'*<<>*Ъ+Ъ-1,<Ыщг<ьи я{н^и 

последовательности ступенчатых остовов, р ступенчатый 

остов, ^ ^ - у , и « К И . О ^ ^ ^ ^ ^ у а { * | 

аоврастанцая последовательность НЧ такая, что Чт. Сак А ) . 
Тогда: "* ' 

3) { П ^ в ^ М Р ^ е 6 , 

2 ) если -С Р ? *: / А Г О » I 

^ » -п. -»-п, ** •—>̂  , 

( 



б> к ^ и + <^и«ц. * нг«л 'ц, + 

"«-•^иЧц, в | " 1 ' К 1 % л ч »* 

в) можно построить рациональный ступенчатый д-ос-

тов Н такой, что К 1 ^ *
Л
- < Н 5 I, < ^ , 

Нг *-" 

3 ) е с л и ^ * ^ й < 6 , Л ^ , то <Рп}^^1 

К^Ге -ч. «^и^6*ибЦ и выполнено 1 Н Ш ^ 

6.$«^и-<<и~>'* "**. V -«Ъ .^ , 

<> ««-^^и* б&{ие5&ШЛе5,то 

а>'<^и1^,^С«5, 1^Гб5,с^-^^)б5, 

к^и^еб, ( А . с ^ ^ б 5,С<5Л+<<?Л>*5, 

{чСГл)5леЦ и 

б ) 0 б ( ? 5 С < ^ ^ а < С г л ? / л ) - ^ с < ^ ? л а < { = , ^ ) , 
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На основании частей 26) я 46) леммы 1 получаем: 

Лемма г. 1) Пусть /с РЧ, 44/с, {{""Р I V 

последовательность элементов иэ |_ л а {Лг^]^ возрас-

таящая последовательность НЧ такие, что V^тг (Ль < <ггь Э 

2) Пусть {{**р" ? ? последовательность элемен-

тов из 5 а {Ж* $д воарастажщая последовательность НЧ 

такие, что 

На случай последовательностей ступенчатых остовов 

иэ \-л (соотв. из 5 ) можно перенести результаты 3) и 

4) из [5] и 4а) из [6Л (соотв., теоремы 5 и 6 из 161). 

Действительно, для всяких 1-полигонального остова 0^ 

(см.15.1), ступенчатого остова Г и НЧ /п можно постро

ить ступенчатый остов Н и 1-политональный остов О 

такие, что выполнено V** (х € О Л 4<й. / 1 ^ (Их ) 3 

э18<4гСх}-Зи(х)\<^)&УАххС16Ь4*п, я 

=> (а*-,+ 2"я**я"' V **-<>< * « «*" -^""Ч-«*-*>-> 

э ^ ) - ^ С . х ) ) А С » / \%-%,Лэъ* ;̂ -рг » 

и, следовательно, V* Сх 6 Об 4 Э \%} Ос)-^Л>1<"^г* 



. 1 ^ Г * > - Х , ( * > к 4 г ) . Заметим, что для. *% и ВД* 

Х.дяя которых выполнено # / | ( Ь , / имеет место 

ґ«*ґ Х ^ / М ^ С бг ) .4 2 ^ • Таким образом: 1> для всякой 
ØЛІ 

последовательности { .Р (^ € С^ (соотв. { 1^?^ € в ) 

можно построить последовательность 1-полигональных осто

вов { ™<*^\ такую, что У/я„х С* € О Д 4 э \2Я Сое) -

(соотв. У/п,» (ъ / со (<&>«) - 4 м ) з г < "л*г ) 1 и 

для почти всех КДЧ .х иа 0 & 4 последовательность КЩ 

«('Фр С*х) - <Й ,̂ С о < ) ^ определена и сходится к нулю, 

И 

2) для всякой последовательности 1-полигональных о-

стовов {Ш9^^ такой, что **</Мф({1%т<%„)< 4п, ) 

(соотв. У<п%(х/а>(31илъ - <&«,. )зъ < 4ъ ) )* можно 

построить последовательность ступенчатых остовов { 6л-!п ? 

для которой имеет место ^ Р^-^б ^^ (соотв. { ^ / ^ 5 ), 

выполнеио У / п ^ О с е О ^ А / ' * ^ * ) Э )^О^41

<Х) ~ 

- ЛСоОК ллГ ) и> следовательно, 

УлгосСлб О д Ъ 1 ^ , С л ) - ^ . <\х) I < -̂ я, ) 

Л41 

Таким образом можно считать доказанными следующие утвер

ждения: 

Теорема 2. 1) Функция. *Р является абсолютно непре

рывной на сегменте О А 4 тогда и только тогда, когда 



существует { %п$^€ Ь так* что выполнено 

т.е. что -р является неопределенным, интегралом от { ^^» 

(2) VxCOíX й A =>ï(*)-4 (0) * Дçrг! ) . 

2) Пусть. ^ функция а { (^ ?,н 6 И-̂  такие, что 

(2) . Тогда для почти всех КДЧ х не О Д 4 последова

тельность кда { ^ С г ^ ^ ) ? ^ определена н сходится и ее 

предел является значением производной от 4 в точке X, 

Теорема 3, Пусть { г*^/^ € 5 • Тогда для почти 

всех КДЧ. ^ на сегмента О Л 4 имеет место 

УогС{ 1?» С Г »х ) ) и последовательность ВДК^СЯ-^ос)*?^ 

сходится* Для всякого НЧ<т, можно построить равномерно 

неирерывную функцию д ^ и 5$* -множество Н / т ' ме

рк меньшей чем #ъ}+^ такие, что для всякого КДЧ «X 

иа О Д 1 не принадлежащего множеству Н"*1,

 9 после

довательность КМ ЯФС^Х )]/п, сходится к ф ^ С х ) * 

Теорема 4. Пусть {(^1^ - последовательность 

равномерно непрерывных функций такая, что для всякого НЧ 

пи существует В$ -множество Н"*1^ мерм меньшей 
ч # м тъ+Т 1 * выполнено УхМ,С*е О Л ^к^СхеЦ^о 

э 9 ^ л ) ~ 9 к - ь Н , С , х ^ * Тогда существует { г̂ . \^€ $ так, 

что для почти всех ВД* »Х не О Л Л имеет место 

Ут, С/т^Сг^.х) ) * последовательности КДЧ 

* ' * ^ * ' - ' « | , ь^сУт,^*^*, сходятся к общему пре

делу» 
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Теорема 5. Для функции 4 имеет место ^^ <4) 

(соотв. 71 С4- ) ) (определения см. в С§] и 16]) тогда 

и только тогда, когда существует { Г \ в ^ ^ (соотв. 

^ р^, 5^ 6 ^ ) так, что для почти всех КДЧ ,* иа О Л Л 

последовательность КДО {ч^г^,* ) } л определена и сходит-

сл к * (х) . 

Доказательство. 1) Если ^^С4) (соотв. ^ С-г̂ )), 

то на основании определения и наших рассуждений, предшест

вующих теореме 2, внаем, что существует последовательность 

ступенчатых остовов { /^ \/ги с требуемыми свойствами. 

2) В случае ^ 1 достаточно использовать упомя

нутые в 1) рассуждения и применить теорему 2 из [ 6 ] а в 

случае Я^ еще теорему 3 иа С6] и аналогичные ей резуль

таты иа части 4 леммы 1. 

Теорема 6. Абсолютно непрерывная на сегменте О Л Л 

функция 4 является постоянной на О Л Л тогда и толь

ко тогда, когда 4 имеет почти всюду на О л Л произ

водную равную нулю. 

Доказательство. Пусть 4 абсолютно непрерывная 

на сегменте О Л Л функция, которая имеет почти всюду 

на О Л Л производную равную нулю. На основании 3 и 4 

ив 15] и теоремы 1 на Сб] и ее следствий внаем, что су

ществует последовательность 1-полигональных остовов 

^ " Т ^ т а к м , ч т о . ) ^ С / М в С « ' - ^ - г « % + , ) < - ^ ) , 

б) функция $ - т* (0) является пре

делом последовательности функций { У<ль }^ 9 где для 

всякого НЧ. М> - Цц является первообразной функцией 
е.»« 
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в) для почти всех КДЧ X из сегмента О Л 1 

для полигональной функции Фен— и 

'Ль 

сходится последовательность ВДЧ \ аЬ^ КДЧ К %<лЬт Сое > ^ и ее пре

дел является значением производной от -Р в точке ,х и, 

следовательно, для почти всех х ив О Л Л последо

вательность { &„., <-*)Ъи сходится к нулю. 

Заметим, что для любых 1-полигонального остова 4 Р 

и ЮТ X таких, что ъ /\&м I , выполнено а$ ^ 

*• У М (*"р) -> 2 ^ # Ввиду згого, а) и в) получаем на ос-

новании теоремы 2 из Еб], что для всякого КДЧ х иа 0л Л 

последовательность ЮТ { %А% С* ) 1*, сходится к нулю* 
'Тм, 

Иэ этого ввиду б) следует К* Сх е 0.Д Л _э «?С.Х ) =• 4 СО)) * 

Следствие. Пусть Л РЧ, 4 ̂  /*•, "Г^ !«,,« Чс* *и*1»е 

еЬ {'б } б $ и < 2 ^ и ^ ^ а ^ ^ КДЧ такие, что 
О ± <ц<*> *» 4 - Т о г д а 

1) если для почти всех КДЧ »х иэ интервала <ц,*?х, 

предел последовательности ЮТ {ЖСН^Х ) 1 ^ неотри-
цателеи, то ^ < Н^ .V > 0 . 

Доказательство. 1> Ввиду непрерывности неопределен

ного интеграла от (Н^Ц достаточно доказать, что для 
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любых РЧ а и Яг таких, что п^ < о, < Лг < X , выполне-

и f l -f Hл 5Л 

Пусть. ^ < а, < ^ < 2 ^ 7 где а I > рц. Пост

роим последовательность ступенчатых остовов { Н* ?^ та

кую, что Ут,* С л б 0 ^ / ! э С С * х < О / V ^ < с* ^эФСН**)* 

^ ^СН„х))&Со,<х<&э&(Н*хУ)^ &СН+*))) -
. А-

Тйгда для всякого НЧ /п, имеем ^ Ж* т- Н* м | # « ^ | ^ т - И^С"*" 

+ 1< н >о. • 2;Ч-н^1. * у к т н~*»< ^ 

Сл.дов.тмьно, { Н ^ ^ е Ц & ^ - ^ ф й м ввм-

ду предполагаемых свойств последовательности { Н^?^ вы

полнено {Н $ вг -(Н ] . Н о тогда на основании теоремы 6 
*т» «Пс /Н /IV 

г) М м . . м ^ л е Ц Л К ^ | * е Ц & «Гт\-0ш«Ы\*-~ 0) . 

Последовательность КДО {* ' ^ 1с 1<* очевидно сходится к 

И Г ?АИ* * к ГКЪиЫ* <с*- соотв.определения). 

Видим, что достаточно докаеать 

О) / К ^ ^ ^ - О . К ^ Г - . 0* 

Очевидно выполнено 0^- Нг^,} I* и по 1) получаем 

/\<^\„\*ш0т\/х(0<х6 4 ^^ИЫ^Г^О) . 

Отсюда ма осмрвании теорем 2 и 6 следует требуемое (3). 

3) Ввиду того, что имеет место р. (4 6^,1^о ^ 6 1 ^ ) * 



получаем на, основании 2) сраеу 3) . 

На пунктов 2) и 3) етого следствия, лемм 1 и 2. не

посредственно следует: 
Теорема 7. ДдЯ всякого РЧ /с, 4 &лч 0.„Л Я. ) являет-

ся полным сепарабельинм нормированным пространством. С57 

<р$ ) является полным сепарабельным линейным метричес
ким пространством., 

Лемма 3. Пусть {(^ ]^а 5 и {О- \^ б !._, и пусть 

выполнено КР ? |-^ {б- ?,, . Тогда имеет место 

где У/п (^^пг + тьсис ъ (&(&,))). 

Доказательство» Пусть /то, НЧ„ Ив предположений насто

ящей леммы следует на основании части 4а) леммн 1 

{ Я (К ^„^ , <Ь'^1 €- 1- . Внполнено 

и ^ с ^ ^ ^ ^ , ^ ^ > ' « - < А ^ г ^ * - * - ' л - - > ^ 1 ^ 

Для всякого НЧ 1} /т. + 3 < ^ , жи*9жУ1ЛсС&1,Ьщ+1)-г 

~л,с^,^)1 -* -.-/*1Сй-г(и+,|# < ^ . 

Следовательно, 
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6 /«Я.^Л« ,4-^Л^*^Ш -2» ' 

Лемма 4» Пусть/р, РЧ, 4 < ф, 9 *{%,}„, последова

тельность ступенчатых остовов, для которой выполнено 

$ Нъ1т,в $2к^^п,С$т,^ Ц ' ^огД* можно построить последова

тельность ступенчатых остовов С С^,^ так, что ̂ 0^}^ & 

Доказательство. И* 4 Р ? в 5 следует по части 

4е) леиин 1 •{ 1=1 3*€ 5 , <Р Г б 5 и отсада ИГ^^е 

еЗ&КЕГ^е 5 . Очевидно выполнено 0 4 <*^}+ 6 

**»ЫГЗ-А 0 й к ББ•* л ^Т'~ ' н* о о и о в в н и и л в м м к 3 

внаем, что можно построить {'
,
Н
л
,З

л
.е^ • {* Нп1ле \-п тек, 

« о ^ Х - . - ' ^ Й
1
* * <

в
Н-Л" К ^ Г Г . Тогда имеем 

^ ^ ц м ^ н : ) ^ Ц,А ^ Н ^ Л = ( \ С - < < н ^ = 

Для всякого НЧ /п определим ^ --* С ^ , ^ ^ , ) / " 

- ( а Н + )«̂ * . Ввиду того, что Ух/М. С0.&.Х& 0*<и-> 
«•(*•. Ул+л) '• -г г 

з1ос-Л4.1^ 1»х^-^1 ) *** ЛЖ>6ого * - "- имеем 

- г7в -



-g-
-*и + I ч'/п* +(*/*11ац + 

ди+ М ^ < & < ^ 

Очевидно выполнено •( & ? = *С Р ? 
Тъ '/IV /Я* •''Л-

В конструктивной математике неверны теорема Лебега 

и лемма Фату (см«С4])« 

Пример 1. Можно построить последовательности сту

пенчатых остовов < г ^ ? ^ ? *<%**,* * 1НгЛ,п, т * к и е » ч т о 

1), а) * Р ^ е Ц к / < Р Л } Л > | , 

б) ***«>-* <%̂ -6 г ^ ^ 0 Г 1 ^ Л 1 ^ - ^ К ^ ) и 

в) для. почти всех ВД1 х иа О л Л последова

тельность Кда -С^СС^^)}^ сходится и выполнено {г^З^-гг 

2) а) V / п г С 0 ^ Н ^ ^ О ^ ^ с Г ^ I ^ V ^ I ^ ^ ) , 

б) для почти всех ЮТ «X иа ОлА сходится по

следовательность кда {пЯСН^Х )}^ и 

в) не существует < К^€. Ц такое, что {4^}^ = 

Пусть ф точное дизъюнктное сегментное покрытие сег-



мента О А А такое, что \/<т (,5-. I Ф- I < 4г ) - Тог-
4.8../ т *Г 

да ряд XIФ|. I *е сходится и существует возрастающая 

последовательность НЧ{Л^}^ такая, что V/л̂  С0&1<2- ^ 

э З ^ (Л & & * №"ёсг«е§*?) С см. С 2 Л, стр. 461-731. 

Для всякого НЧ гп, построим систему неперекрывающихся 

сегментов^ . Д СЦ-,?^ так, что для всяких НЧ I и ^ , 

КЫйЪъЪАЬЦ*>т, * сегментм ф; * *&* * **>* и е 

перекрываются и что объединением всех СЛ^ + Л^ ) сегмен-

тов систем {ф^ 1+21 "*%? д Ч * ^ является сег

мент о ^ . и - е в м ^ > ^ > - - Ч * 1 в 1 - Я ? ~ 1 * * ' * $ * 

Далее найдем НЧ Чп и - . ^ так, что 4 * 'Д„ *.- 4» Д 

4^^-|ПФ,1Н-1 1^,^.1 ^ » 

Построим последовательности ступенчатых остовов 

{^.1-.,*<%.'-». " *М'-Т<п. *»*» что вшолнено 

+ ^=.|ф^|^->с<: Э ^ С ^ > - ^ ' !Ф^^ЭгС<Г-б.* ^ л . л 

* * М < •* < с ц * » ) * С+СЪ*)* Ом Зф СИ***** 

* С 9 А С * ? I** ".э* С-Ь*)*"&ъ' ' $ > ' у -ил.,*- '̂ 
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•\$*\<* < Эп(ф;))))), у ^ л (хс Ол 4 эС^СС5,.х)^</ = 

- С -^ С*** .6 ЯЛЛ ЭдСф^)+ - ^ • |ф^| < .* < Эл СФ̂  ) -

- д ^ т Ч ф ^ З * ««*.**<,,*-%,,* < - * < ^ , * ) > > * 

АС1*ССв1.х)---0зСЗ^С1^^^Лл&С%Сф^)< л- < 

< ЗлСф^)+^р--1ф^К Э^Сф^)--|г,'|ф^<.х<Э7,Сф ; 1)))^ 

У/ллбхе 0Д 4 о (г&СН^к )-* ^эСЗ^С^^-бЯ^А ЭйСф )̂ +• 

+ |г*1ф#1<'Х<ЗлСф?.)-| :.|^Оч/3^ С4** < 2-4& А ^ < * < 

<-**»> ЬМСН^х ^О^СЗд. С1^^Л^&СЭАСф^)<^<ЭлСф^ 

+ ^^^СффУ^{ф^<х<ХСф^^Э{(ЦпФ^.144л& 

& ^ < * < <-*,• » » * 
Тогда очевидно имеет место 16) и 2а) и для всякого НЧ „, 
выполнено Г Г -=г 4- 5" Х-. гж 1^2.^ 4 , , , Л -%* 

4 ^ ^ & М Щ^ в +2?" % , < & / / ^ ^-
С* **Л-М л Л А 

Следовательно, получаем 1а) и 1в}. 

Дал*е имеет место Уп^(^^ * я ^ -, 
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-%СффЧ)э<*(Нп„х'>-"ЛСНнх)-<»Ъ 

&-3.<ф)+%'Щ\<«< ЭпсФ^~%•Щ\~ФСН^*> -

- ^ С Н ^ л ) = 4 » ) 

и, следовательно, имеет место 26) . 

Предположим, что имеем "СК^^е \-1 такое, что 

< К 2 -=-{Н ? . Тогд* по теоремам 1 и 2 существует абсо-

лютно непрерывная функция 4 , являющаяся неопределен

ным интегралом от { К^-} • для почти всех КДЧ. х иа (?^ 4 

последовательность КДЧ {<$ С К^ с* ) ? ̂  'сходится и ее предел 

является значением производной от $ в точке «х • 

Пусть гт натуральное число. Для любого Ж ^ по

строим ступенчатый остов ^К^ такой, что V** С*Х € 0&*)'Э 

эСо<€ф^ э ^ С Х ^ ^ ^ С Н ^ ^ ) ) ^ 

А СС* < Эл Сф )̂ V Э^ сф^К л ) п *С*К*-Х>~ ̂ СК^х ))) 

и, следовательно, У л С я с ф ^ э # С ' К ^ * > - # С Х ^ ( Ф * » > > * ' 

^ ^ « Х > - ^ ^ Н ^ Э л С ф ^ ) » , 

Тогда о ч е в и д н о ^ С ^ ^ ^ ^ 

»••• ^хи* ц ^и *™™***°^к*и*<к\п,* <нл*. н * 
основании аддитивности интеграла и теорем 1 и 6 функция 

4 является тоже неопределенным интегралом от ̂ К ^ ^
 ? 

т.е. на сегменте О Д 4 функция 4-4(0) является 

пределом последовательности функций <(Яг. 2 , Но тогда 

У у С х б ^ з ^ ) ^ ^ ^ ) ) - ^ ^ ) - ^ ^ ^ ^ ^ • 

Таким образом имеем ' 



Ут*<С%Сфт)*Х<&(&т.')+ + ' >*~ I э ^ * > -

- ^СЭдСф^.)))^ С%Сф^)+\- \§^\<- * < 3.сФ~>-|' 

(4> •1ф^1з-(?Сл)--(?СЭлСфгл)+^'1фвп/>+С^-^Сфал)-| -

' 1ФЛ I » & СЭЛСФ^)- ^ • (Ф^к •* < Э^СФ^) ^ 

Яусть Л/# НЧ. Тогда функция •?*- 4 ;/^ являет

ся неопределенным интегралом от { К ^ ? ^ - ^ ^ 3

 и» следо

вательно, по теореме 1 вариацией функции -р - 0?„ на 

О ̂  А является ^ К К ^ - К ^ э I < ^ . Сущес

твует НЧ / т ^ такое, что для любого НЧ. мь7 ть^ -=Ь ть, 

функция / ^ линейна на сегменте §ПП/ и, следова

тельно, ввиду (4) имеем 

"řкA cэjФm)Ą-\Ф^))-íicдjФj+{-Њj)-ŠktWJ+ 

-CfCЭдCф^))-^. CЭЛCфw»>H-lC-fCЭЛCФ^-í-/фJ>-

- f t c ^ c j L > - i - i ^ » > ) i - - i y i . í - / * 1 1 % i + H-^ / ' í í ( l 1 . ' * ' 

" * • * 

„ сэ.сФ..;--Ь'1фЛ1.17л «1У1'5 - I » » ! - " - ? ' -
*Л+» 

•|^|'{-»Ф*'*|'|«-,' > 
где 'и ИДО такое, что 

У 1 х С л б ф л э Й А + , ^ > - С + , С Э л ^ ) ) + ^ ' ^ х - ^ ^ - , ) > 

Таким образом ^ С Ц, |ф» | < "Ж > • 
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Как видим,ив предположения, что существует 

{К*г1т,е1-1 т а к
»
 что в ы п о л н е н о

 ^ К ^ ^
5 5 ^^и > слв

" 

дует сходимость ряда X I ф,-*, / * Этот ряд, как внаем, 
/.•71. 

не сходится и, следовательно, 2в) доказано. 
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