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Сопшеп-Ьа-Ыопеа МаЪпета'Ьэ.сае ИпхуегзИа-Ыз СагоНпае 

1 0 , 3 (1969) 

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ ОПРВДЕЛЕННОСТЙ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ПОВЕРХ-

НОСТЕЙ В ПРХТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО. 

К.К. МОКРИЩЕВ и Й.А. ЧЕРНЯВСКАЯ, Ростов на Доку 

1 . Вопросами однозначной определенности поверхнос

тей в эллиптическом пространстве занимался А.В. Погоре

лое [ 1 3 . Для етого он построил специальные отображения 

эллиптического пространства на евклидово и евклидова 

пространства на эллиптическое. Позже аналогичными по

строениями для пространства Лобачевского занимался Г.Н-, 

Гаюбов [ г ] . 

В настоящей работе показывается как можно, рассмат

ривая пространство Лобачеасково, *&3 как гиперсферу 

(с отождествленными диаметрально противоположными точка

ми) мнимого радиуса г/ь четырехмерного пространства 

Минковского Я, С 31 к используя метод внешних форм 

Картана [41, непосредственно получать многие результа

ты, относящиеся к однозначной определенности поверхнос

тей в пространстве Лобачевского« 

В дальнейшем предполагается знакомство читателя с 

работой [ 5 ] . 

&• Напомним здесь важнейшие формулы дифференциаль

ной геометрии, пространства Лобачевского, которые дотрет-

буются нам в дальнейшем [ 5 3 . 
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4 
Для кривой в пространстве 5-

X * ос (*Ь) > С х ? X ) .» - /б5 

деривационные формула можно представить
 в
 виде 

обе* -» 6*-г ? r 
( 1 ) 

°--fч. - f " * » 
ûб^ . -f r*. + *>* "» 

{х̂  ^ ? Ъ' , У> 0 /3 ? - сопровождаюдий репер кривой, 
О о 

-^ > 0 - кривизна кривой, а - ^ - ** кручение. Для 

поверхностей полос» 

X =г X (Ь) , ( Х , X ) аг - /с* у 

дь~аСЪ)} 1 3 Г 1 - 1 , Ы5с,аь)-0 
3 3 ' з ' з 

деривационные уравнения имеют вид 

^ х - бГа0 , 

(2) о4а, т, $•%.+ *>&-й>а%г, 

с Х Л ^ =- - <-̂ >3 О ^ + Ск>п си$ Р 

Ла^ ш сог^ - сол а,г 7 

$* 7 % 1 &1 9 %2 > ^З $ " ФУ н А а м е н т а л ь :« ы й репер по

лоса, 'Щ?т ~ геодезическое кручение, -д̂ -*- - нор-
V 

мальнаяс кривизна, к -у-*, - геодезическая кривизна 

полоса* 
Для поверхности 
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X =г х 6сб,1г) у С х , х . ) . = г - н,2 

деривационные уравнение можно записать так 

(з) ч1 оба4 « -|±а;, + о > э ^ - ^ а : 3 , 

и уравнения структур». 

^ ) Э ^ 2 - - С а > з ^ 3 , # а > 2 ~ Са>, <-г>3 ] , 

Гауссова кривизна К поверхности определяется по 

формуле 

«» < - - г!^Г = ^ ^ • 
где М, яг ——• есть кривиэна пространства 3 Л # # 3 

3 # Первая интегральная формула» Предположим, что 

Р к Р* обозначают две иэометричные поверхности про

странства Лобачевского. Их уравнения 

х ш х (л*,, 1/0 , ( х , х ) -= - к 7 

Xх = х*<и7 ЛГ ) , С х х , х х ) — - к? . 

Координатные сети на Р и р * соответствуют одна другой 

по изометрии, поэтому 

<?; - < , $ » < , <ч - *>» • 
Сопровождающие реперы Р и р обозначим соответ

ственно 
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{*, <*>., Д , , ^ а , л» 1 " С * х * а ? , л * , а * , ^ ? • 

Пусть 5> - произвольно выбранная точка пространства 

5 , тогда (<5 5^ ) -=• - К . Введем скаляряые про-

ивведения 

С 5 :
>

 5
<1е,

)
 » Я»с > 

(А,- 0, 4, 2,3) . 

С2>, 5 ^ ) -» ̂  , 

Дифференцируя первые из этих равенств и используя (3 ) , 

получим 

<*Р>о * ТЕ ^ ^ + ^ ^ > , 

(6) ^ ^ -* -^ !*>,% + ^ ^ > з - ^ э ^ * > 

Так как в силу иэометрии р * р * 

\МЛ сд2 1 - Са> * о * ] , 

то используя (6) , после несложных преобразований, най

дем 

ас^<+^«Г)-^-^<л+-^«ГЯ + 

ЯСъч+Цъа^ш ^Л-^а^Д + С ^ ^ И + 

+ ^ 3 {Са^а> 2 Э + Са>* <*>* ].? • 

Отсюда, если положить 

с?) ^ - <*>* - л . , , «^ - <у * - - а а , 

непосредственно следует 
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и аналогично 

Введем еще формы Пфаффа 

А* - - .р. <./,*./-„ + ^ * Л л ) , 

тогда, учитывая ( 4 ) , ( 8 ) и (9), найдем 

СЮ) ' 

Веяв на поверхности Р одно связный кусок с1 , огра

ниченный простым гладким контуром Г , получим по иэ©~ 

метрии на Р односвяэный кусок <1 , ограниченный про

стым замкнутым контуром Г , а на вспомогательной плос

кости в декартовых координатах ОЛА V одноевданую об

ласть О 9 ограниченную простой замкнутой кривой 'У . 

Интегрируя теперь (10) по о и испольэуя формулу 

Грина, пюлучим, 

Это и есть нужная нам интегральная формула» Эту формулу 

можно рассматривать как аналог интегральной формулы К» 

Гротемейера [61 для поверхностей в пространстве Лобачев

ского* Она совпадает с формулой (7.14) в 1Ъ}% названной 

там симметрированной формулой Герглотца; но можно по-

кавать, что при К —V оо же (11) получается упомянутая 
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формула̂  К* Гротемейера. 

В последующем неоднократно используется 

Лемма, Для регулярных иэометричных поверхностей Г 

ш Р с гауссовой кривизной К > - "Га имеет место 

неравенство 
1Л1Л21 * 0 . 

При этом, иэ равенства I X11 Т1% 1 = 0 1 следует об

ращение в нуль каждой и в форм Л и IIг • 

Доказательство этой леммы проводится также, как до

казательство аналогичной леммы для. поверхностей евклидо

ва пространства•[?]• 

4. Некоторые приложения первой интегральной ФОРМУЛЫ» 

Рассмотрим несколько теорем об однозначной определен

ности поверхностей в пространстве Лобачевского. 

Теорема 1. Триоды непрерывно дифференцируемый ова-

лоид с гауссовой кривизной К > - —% есть поверх

ность однозначно определенная* 

Доказательство не отличается от доказательства в С53» 

Следующие теоремы являются аналогами соответствую

щих теорем К. Гротемейера [6Л» 

Теорема 2. Пусть будут даны две изометричные триж

ды непрерывно дифференцируемые поверхности р и Р* с 

краями, отображающимися друг на друга. Пусть во внутрен

них точках этих поверхностей будет К > — -~% и края 

удовлетворяют условиям: 

1. Они - плоские кривые» 
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Е* касательные плоскости к каждой и8 поверхностей 

вдоль ее края совпадают с плоскость.» края» При этих усло

виях поверхности р и р или конгруентнк, или симметрич-

нн» 

До ка за тел ь ст во. Так как вдоль К С Г) имеем а 3 » 

-г соп&С 7 то согласно (3^) имеем 

С>% о , - сг>л 5 ^ « 0 ; 

отсюда следует, что вдоль К.С Р ) со^ « ^ -» 0 и 

К -*- Га - 0 . -Аналогично вдоль К СР*) СО*** о>% « О 

» К + ^ * 0 . Поэтому вдоль В>СР) я Я С Р * ) имеем 

Илш Л^ш о . 

Интегральная формула (11) дает тогда 

(Ш / / ^ ^ Э + ^ ^ ) Г Л - Л 1 3 -• о . 

Как в [ 5 ] можно и здесь покаэать, что 

а в силу первой части леммы 

1Х1ЛХ1%16 0 

и стало быть в силу (1&) имеет место 

С-О-Да..'-- 0 , 

но тогда в силу второй части лешш Л . * Л » О^т.е.о^ =• 

я ед.. СО -ж.а> .Таким обраэом для поверхностей Р а Р 

имеем 

4-е;", 4-е;*, ^=<,^-<,*>3-<' 
следовательно, согласно основной теореме теории поверх

ностей пространства 5- поверхности Р и р* или 

конгруентнвш, или симметричны. 

Замечание 1. Как и в евклидовом пространстве усло

вия вдоль Я С Р ) : С^ * 0 ; сдл а* О можно рассматривать 
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как обращение в нуль геодезического кручения и нормаль

но! криви энж поло см с несущей кривой Я(Р) . 

Замечание Е. Эту теорему можно рассматривать как 

теорему об однозначной определенности поверхности Р с 

краем в лЬг в классе поверхностей, удовлетворяющих у-

словиям теоремы* 

Теорема- 3. Пусть даны две изометричные трижды не

прерывно дифференцируемые поверхности Г и Р в 5 Э 

с гауссовой кривианой К > -т^ и с замкнутыми гра

ницами гчСР) ж Я С Р * ) , переходящими одна в другую при 

изометричном отображении. Пусть в соответственных точках 

КСР) к ЯСР**) их геодезические кручениж, а также 

нормальные кривизнм совпадают. И пусть, наконец, для Р 

я Р существуют точки о, ж а * такие, что 

(а,7а^ ) -< 0 7 (а,*, &*) ^ О 
для всех точек поверхностей. Тогда поверхности р ж Р х 

или конгруентнм, или симметричны. 

Доказательство. По условию теоремы вдоль границ 

КСР) ж Р.СР**) имеем: сдл т со* ж сог - а>*, следова

тельно -Л.̂  =-* -П.„ т 0 # Поэтому применяя ж р и р* фор

мулу (11), получим 

<Ш 4/(1Хъ+Ъ**пл<1Л*1 т ° • 
Не нарушая общности рассуждений можно считать по

верхности Р и Р * расположенными в 5 3 так, что 

Ъ? & "си . Тогда [ 5 ] * 

р^Са^а,,) =-*>&§< 0 , 1г* = (а?а,*)~ - /ссН& <: 0 , 

где 6 -расстояние точки ^сг е поверхности р от 
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точки си ; аналогичное значение имеет и 6"* , 

И так как по условию 

^ ~ Са,, о^з) < 0 , {ь*=* (а,, а>*) <- С? , 

то 

Л К + К -гь > ^ • 
Но тогда (13) и леииа дают: 

[Л.И^З - о , л . , - л * - 0 
что и требовалось» 

Теорема 4» Пусть даны изометричные трижды, непрерыв

но дифференцируемые поверхности Р к Р е К > — Та с 

соответственными краями* Пусть внутри минимальных выпук

лых оболочек поверхностей р и Р существую точки: Си 

для Р и л * для Р такие, что 

Си, аэ) ~й 0, сг*ар -̂  0 , 
а все нормали к Р (к Р ) в точках К.СР) (в точках 

К. С Р х ) ) проходят черев а (через сих ), тогда по

верхности Р и Р или конгруентны, или симметрична., 

Доказательство» Б силу условия теоремы вдоль Р.СР) 

и ЖР*) имеем 

х ^си+рсиъ (ей, 5>)--/&*., Сх, 5<)=*-1<2' 7 

х*~ си*+р*си*> (а,*, а>*) = -/с\ С5Г* * * > - - * * . 

Используя последние условия, найдем 

^ = г - . 2 С а ; а ^ ) , ^>х = - . 2 (си*7 си* ) • 

Не нарушая общности рассуждений можно считать по

верхности Р и Р расположенными так, что си ~ си -

Введем скалярные произведения 

ТЪг^^кЛ Я*"^ ' 2 **» ^ г 0,1,2,3)-
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Тогда 

Я~--21Ь , <р* =-!?.* ' 

Как известно [ 5 ] , {I ? «р,* вычисляются по формулам: 

^ « ± КЖ, Ь , * 1 * . ± * * * , ^ , 

где 0 и (Ь* - расстояния точки 5 до касательной плос

ко ста Е в точке 5< поверхности Р и соответственно до 

касательной плоскости Е в точке 5Г** поверхности Р** # 

Так как 

С57, 5 ^ О, Саи,^*)^ О , 

то 

р = 2*л>Н & , р*ж 2н,лЯъ -& , 

Итак вдоль границ Я С Р ) к .ЧСР**) имеем соответ

ственно : 

Дифференцируя первое из этих равенств и испольвуя де

ривационные уравнения полос» (&) поверхности Р вдоль 

кривой & С Г) , получим 
V 

Ф .=г ьопбё , а^тс^т О, ^ - - ^ « сопл? * 

Аналогично вдоль Я С Р * ) 

р * - <и>ги^ , 64,* «г 0, -^* -** с#п*Ё . 

Следовательно вдоль К С Р ) будет 

7 1 - 1 

Далее, вдоль Я С Р ) находим 

Ъ9&,&*)* СЯ~1#лЬ%д±$П±) « ^ • 
Аналогично вдоль ЯСР"*) 

-|г* = (а, Е * ) а 0 . 
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Таким обравом вдоль граница 

и потому применение формул» (11) к Р дает 

при этом 

Ъ<Р>* + <&* !*>+ > 0 ' 

так как /р. ? <-/г3 неположительны по условию теоремы, а 

/(1е 7 >р,* - всегда отрицательный Поэтому С Л 1 Л а ] - г ^ 

и стало быть Л . -» - ^ -* 0 , что и требовалось• 

Замечание. Теоремж 1 - 4 при М, —• со обращают

ся в теоремы о глобальной жесткости овалоида евклидова 

пространства к соответствующие теоремы К* Гротемейера Г 63*. 

5» Вторая интегральная Формула» Предположим, как в 

п. 3, что Р к Р * - иеометричняе трижды непрерывно диффе

ренцируемые поверхности и что на них введены общие по ж— 

эометрии координат» лл* 7 лг . 

В силу иеометрии 

1̂ » *Л «к- V, ^з в °1> 1*>1°>Л1- --<«-*- -
Выполняя, несложные вычисления, найдем 

и аналогично 

Вычитывая последнее равенство ив предпоследнего в 

полагав 

«>1 - «1"---Ч, ч - б ^ - л - . , 
получи* _ 

3)(51л1+з±лл)ш^-а:бг1л1}+Сб_п.лц + ^3 С Л , Л А : . 
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Интегрируя это равенство по одвосвяэному куску Г 

поверхности Р с простим гладким контуром К С Р ) и ис

пользуя формулу Грина., найдем 

(14) <сгЛ Л * + 3-Л--)- * /А^^^+^-ЧИ* 
+ /7*,-

Л
*

Л
*

:1
 • 

Это и есть искомая интегральная формула. При А —>» со эта 

формул* дает одну ив интегральных формул К. Гротемейера 

для поверхностей в евклидовом пространстве [6] ,[8.]. 

6* Однозначная определенность шапочек в 5
3
 . 

Применим интегральную формулу (13) к доказательству 

одноэначной определенности шапочек в пространстве Лобачев

ского. Введем следующее 

Определение». Шапочкой Р навивают поверхность 

удовлетворяющую следующим требованиям: 

1» Р односвяэная и триждн непрерывно дифференцируе

ма, 

&» Граница Ж Р) поверхности Р есть плоская, 

выпуклая, дваждм непрерывно дифференцируемая кривая, 

3» Р обладает кривизной К > -* г$ 7 

4, р взаимно однозначно ортогонально проектируется 

на плоскость граничной кривой К.СР) • 

Пусть Р есть шапочка с плоской границей К.СР) * 

Ориентируем Р единичным вектором 2 ^ ее нормали, на» 
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правленным внутри Р • Пусть € - единичный вектор норма-

ля плоскости края К. С Г ) ; направленный в полупростран

ство} определяемое этой плоскостью, не содержащее точек 

р • Тогда на Р 

Се, 5^) > 0 . 

Выберем на Я С р ) направление обхода так, чтобы 

ё ш Д , 
где? /5 - вектор бинормали? края КСР); К^ъф*, ^>5>> Д" 5 

- его сопровождающий репер. Рассмотрим вдоль 

Я С Р ) поверхностную полосу на Р ; ее сопровождаидий 

репер «{Зо, Зц, ? А ^ ? ^ ? З^з^ построим так, чтобы 

а, « ^ , а:э - а э . 
Учитывая это, деривационные формулы кривой (1) и 

деривационные формулы полосы. (2) , а также тождественна 

выполняющееся вдоль К С Р ) равенство 

получиы 

* ^ЕГ^ *&- ТИТ °Ч > 
или 

где 

* 5Р • угол между главной нормалью кривой ЯСР) ж век

тором 5 ^ тангенциальной нормали полоски Нетрудно ви

деть, что вдоль Вч С р ) 

«е » /6 « - дС2 /зт,<у + &^см<у^~си/ж<ф*<1гс0Ъср 

и потому 

С-е, а^ ш йоь<у ^ 0 . 

Нетрудно убедиться, что вдоль В-Ср) имеет место нера-
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венетво 
О < ор ^ ^ . 

Справедаива следующая 

Теорема» Две изометричные шапочки р и р ж с грани

цами В.СР) к &С Р*) необходимо или конгруентны, или 

симметричны* 

Докааатель ст во» Применим к Р и Р"* интегральную 

формулу (14-), предварительно умножив ее скалярно на -е , 

тогда, учитывая, что вдоль КСР) 

сё,а,„) = Сё; о.,) = сД,^) = о, 

С-ё7 дСд) =- Сё, л в ) = СД, ^ , ) = с? , 

С€", 3^) - Се, а^ • - / й ^ д ' , 

получим 
/ / С е , * , ) : ! . . , ^ ! - - - ^ ^ ^ - - ^ ! • 

Поменяв ролями Р к Р , найдем 

//&?8ьК&1А%1ш / лы<?*-&г . 
Р яею 

Почленное сложение двух последних равенств, дает 

/Д(ё, *э)+(ё % г *) $ ел, л а з -

ПОЛОЖИВ 

^ » Сл>*>г <у - /утер* > ( Л ^ - Л ^ ' 

будем иметь 

Дажее рассуждая так как в 18, стр.2.86] убедимся, что в 

здесь ^ -̂  0 . Но тогда иэ (15), получаем 

(16) //<(€, ЪЪ) + (Ъ% Ъ*Ц СА^П.^1 > 0 -
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Но так кж 

сг,г5) > о, (&*,&%)> о 
и по лемме 

т,иг1 ± о 
то 

{&,%) + &* 5?П ГЛ-Л*} ^ О . 

Отсада* и из (16) следует С Л ^ -О.̂  Л « 0 а по лемме 

Л^ а Л ^ — 0 ? что и требовалось. 

Замечание» Проведенные выше рассуждения без особо

го труда можно перенести и на эллиптическое пространство. 
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