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СоттепЪатЛопеа МаЪпеваИсве №1тегаИа11а СагоНпае 

11,3 (1970) 

О ПРЕДСТАВИМОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИЙ СЛАБО ОГРАНИЧЕННОЙ 

ВАРИАЦИИ 

О» ДШУТ , Прагм 

В конструктивной математика введены два аналог* кла­

ссического понятия функций ограниченной вариации - кон­

структивные функции ограниченной вариации и конструктив­

ные функции слабо ограниченной вариации ( 1&]9 стр.447 и 

4 6 3 ) . В первом случае требуется существование вариации а 

во втором лишь существование верхней границы вариационных 

сумм* Известно, что всякую конструктивную функцию ограни­

ченной вариации можно представить в виде рааности двух не­

убывающих функций ( [&], 453) и что существует равномерно 

непрерывная функция слабо ограниченной вариации, которую 

нельзя представить таким обраэом ( [ 2 ] , 486)• Доказатель­

ство последнего утверждения основано на том, что в кон­

структивной математике монотонные функции равномерно непре­

рывны* 

В [ 4 1 были определены объекты, являющиеся аналогом 

классических почти всюду определенных монотонных функций* 

В настоящей заметке показано, что существует функция слабо 

ограничанной вариации, которую нельзя представить (в смыс­

ла равенства почти всюду! в вида разности объектов этого 

типа* 
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В дальнейшем буквы Лк,, Л , /т, /гъ} лъ и ^ служат 

переменными для натуральных чисел (НЧ), 4 и ^. - пере­

менными для целых чисел а АЛ*, О/% 1*Г*? х , /у. и ж - для 

конструктивных действительных чисел (КдЧ). 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначе­

ниями ив Е3] и С 4 ] . В частности, для всяких последова­

тельности ступенчатых остовов { 6^ !^ последователь­

ности 5--множеств { $} (определения приведены в 

[ 3 ] ) , КДЧ АЛ,тпг90&лл,449* знака -* , * Ж « 

^ У * Ж > , 

1) Т ({ 0^}^ , лл,, тг) обозначает: последовательность 

КДЧ {*•$ С&^*и/)̂  определена и сходится к V и 

2> А^({Сг^^ , {""У?*») обозначает: для всякого НЧ 

/т 5 ^ -множество *р является частью ^ 9 мера 

А 
2" 

/т^ меньше чем л1^ и выполнено 

Уху(04х 4^,4 Л & п (х *""$)& -г (<ц> е "*&> э 

ъЗ<щ>ъ(?«В^л, х,<ш>)&?«6л^9<у,,х)& <игм х )) ш 

3) мы определим Сн«01!19 {"&!„,,АА,,ПГ)*± 0<АА,<1& 

&.1/п>1(*г9 л% (ЗЯъ<у,(0< п^ < А & 4А, н /у,&п(лА, ** у,) & 

*-*(Ъ**&)А?«6л1л,ъх))»ш 5«л%(пг,л%(ЗМ<у,(0< 

</у> < 4 & пф,Х АЛ, & п (м, ш /у,) & -1 С/у, е *ф) А 

Теорема 1, Можно состроить функцию, <%> такую» что 

м) ф» является равномерно непрерывной функцией сла­

бо ограниченной вариации на сегменте О А 1 и 
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б) не существуют последовательности ступенчатых ос­

товов 4 б * Ь и { &1 I* и последовательности *5^ -

множеств {^^ 1^ и *ь*$11<п1, , А*я которых выполнено 

<х<1&пСхе^)&п(хе'у2)8<Р«б1]г>х,Ал,)& 
&ТС<е^г>х7пг) э д*Ы) т лм-лг) . 

Лемма 1» Пусть 4 6^4 и ^^Ь^е последовательности 

ступенчатых остовов, {"*$•* 1^ и {"*$*?*»,' последователь­

ности 5 ^ -множеств, ** один из знаков -6 и -^ а ^ 

и ,& рациональные числа такие, что 

Тогда 1) существует возрастающая последовательность НЧ 

{/пг̂  ?- и последовательности систем КДЧ {{ $"?*',?. ? и 

^ Т * )?*Ги такие, что 0< ** < Л> < Лг < & < 4 

и для всякого НЧ СП, 

°<?о= С<С<-<&-< = $!<1&У+(0**4 
( 3 ) « 2~'о -, ( # . " ^ ) & -, <#"« " ^ - > & 

& застив!}* > Й\*>* 

(4) ^«^<^к-1й<:с; + ^-й , < 
< с: .« с-1 • с- & > < г- с"* 
2), для любого НЧ ^ существуют последовательность 

неубывающих систем « < * ^ у 1 ^ **», * система КДЧ 

* > » * > Д** которых выполнено 
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3) еслм.44 КДЧ такое, что .& < АЛ, .4 д> А 

А' У-р,^ (4 & д> 4 Ъ^ э п(л4,ж ,&)) ,то существует НДЧ чг 

для которого имеет место С^НО^^ 9 ^4т)?11т,944.9пг) . 

Обозначения. Пусть /т, т9 х и лл кдч, 0& х & 4 . 

Тогда мм обозначим 

ВГ/т,л)сЛГа<ж<4А^Глв^)*п^в^^ , 
р ^ с ^ ^ ^ р к е ; ^ , ^ , ^ ) ат4,2) и 
?0сх,м,)**?«б111 + <б1ъ ,*,«,) . 

Докааательство леммм 1. 1) а) Ввиду (2) для любых 

НЧ т и Н4Ч «х ив В Оп, л ) следует 

В ( . т + 4 , . х ) А 3 4 Д - 1 И 1 > ^ ^ 

б) Пусть ^ * * НДЧ м /т. НЧ такие, что 0<*и,<х< 

< * * 2^-Т < » - * - . " У « " У ' % - . ш , о „ с ш ые-

рм меньшей чем -р^г « Объединением последовательностей 

^ ^ ^ и "*$** возникает последовательность сегментов 

" * ^ такая» что частнне суммн длин ее сегментов сходятся 
4 

к КДЧ, меньшему чем ^ок-** • Согласно доказательству 

теорем» 2.4 из С 2 1 ,470-3, существует ЩЧ х , для которо­

го вмполнено 0< пф,4ж&ъ<4&п(х&*1^'1)&п (* с ^ а > 

т .е . В С/щ̂  у ) - < х е ^ Д % . Но тогда - согласно а) -

существуют КДЧ АЛ* И *гг такие, что 
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%(х,4А,)&?йЫ,<гг) &?0(х,* + *>) . 

в> ос) Им построям НЧ /т- 9 для которого верно 

2?*%-*'* < 3 0<т*п (Я^ $ А - Лг^ ) т Тогда по б) существуют 

•»• | - С 1 - ^ ) < 4 «6 V* С 0 « и < 1 г> Б («% , & ) А3*и^(?1(^> 

> м ' > * ^ . Ч » ' г Г > * ^ 4 ** -**' + чг )) и, сл.-овательно,»вкяу 

<*> « Й * ^ • 
/I) Пусть /п НЧ и пусть уже построены НЧ /щ^ м систе­

мы ЩЧ ^$'?^й:т'т^ и *ь/г)*?1*ЩШ

л * выполнено (3 ) . Мож-

но построить НЧ нъ^+4 такое, что 

^<^^у^н^-^^^<т-<^7'Я-*» • 

Тогда ввиду (3) выполнено V* ( 0 -& 1/ ^ 2 * -Э 

= Ъ(тЬ+<>&& ?,<•&', ЧТ/» ' С 0 М * С Н 0 б ) С У 

ществуют для всякого Н Ч ^ . # 4 & #> & 2- ? КДЧ 

*<С-*^> л рв СЙЙ . *«# > • 
И, (2) «.дует и - + : 3 - "ЙЙ * "2-7' • 

2) На основании теоремы 1.3 »• *22» стр.Заа, и ее 

доказательства получаемУхф«&с<ф-Э Сх < Й5 V я̂  < ^ ) ) . 
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Следовательно» для любого НЧ ^ существует нормальный 

алгорифм ^42, ([11), применимый к всякому слову типа 

пь а X , гд^ т, НЧ а х КДЧ, и выдающий по нему целое 

число Ф такое, что I - 0 \*1-4 < Л * ^'< ^ + (^ ~ "<\*и ) • 

Легко убедиться в том, что выполнено 

Ух<ц-т,((0&х=> 0&Щ^(ю.ах))&(Щгг(ю.ах)** 
(6) = 0 э х < -^ ) А < ^ С/п о С* 4- /у.)) - 1 ̂  

^ ^ б п + ^ а х Н ^ С ^ 

а) Мм определпш^^^тххАсИуЩ^^а^^^П) 

и построим последовательность неубывающих систем НЧ 

^ %\^*тл <̂л т а к У ю 1 ч т о Д*я всякого НЧ /п, 

ос) верно У^ (Л * # * ^ э Л & \ 2 ** ±~-*& 

р) для любого НЧ 1^ 1 ^ А* ^ 2 й - ' , число тех НЧ^., 

для которых выполнено Л *» <ф & % & ̂ 9^ ш * больше 

или равно <Ш^ (т а ! '*ц •- ЧТ-*^ ** следовательно, 

ОТ) если * НЧ такое, что т ̂  ^ 4 2 л г~'& п Э ^ С ^ 4 

ш ввиду (6) » ^ ' - ^ * м 1 < ^ • . 

Мы определим Уф С 4 * ф * ^ * ь ^ .*-* 4 ) . 

Пусть т, НЧ, пусть уже построена неубывающая систе-

«" НЧ к+<% *** . , м выполнено У ^ ( П ^ « * ^ э 

- > - . - - ^ < 2***) к Л ) . 

Ввиду (6) имеет место 

- 426 -



Пусть ^ НЧ такое, что 4 ^ \, & 2/Г1'~* & 

&3ф(4&ф 6 ^&*%^ шъ).Тогда существуют НЧ ..€ и /гп/, 

для которых верно 4 ^ Л С /т, -̂  тЬ & ^ ^ » ^ ^ *-» 

На основании индукционного предположения, (4) и (6) полу­

чаем 

О 6 %, Ы+ 4 а \ъГ-,~ ЦГ-г I >+«^ -""--И о 1 ^ - ^ .> ^ 
« &+(<* о №-*&.< П < л» - -« + 4 • 

Мы определимУМ((Л4*,< 4-4+М (т^п^^-Ъ^^Ъ 

б) Ввиду 1) и а) а) для всякого НЧ ф. 4 & $» 4 

^ "Ь<п>? ^$*><*' & $л<п>$*ъ последовательность сегментов 

такая, что 

Следовательно, можно построить КДЧ Я&. , для которого вы-

Э) Пусть 44, ЩЧ такое, что Л^ *< АЛ, 4 Я% А 

ЛV^ф МбфбЪ^эпЫ ш ^>)/Тогда существуют ввиду 1) 

возрастающие последовательности НЧ ^ ^ ^ к {/п^^^для 

которых выполнено ^ 

и, следовательно} 

<7 > У * * ( 1 ^ < ^ ( ^ ^ ^ Ц * , V ^ " ^ < .«. » . 

полнено 
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Ни основании 1) можно построить последовательность 

НЧ \л,у)^ такую, что для всякого НЧ ф, выполнено 

**ь<2^1& *>, « $>::.<«,< ?>-, « См * 

и, следовательно, ввиду 2) м (2) получаем 

Согласно (3) существует для всякого НЧ ^г КДЧ ^ , 

Ч* , Ч* " Ч - т в м , в ' ч*°^С1-^62->Р^С/>, , 
*>$»>& % С ^ , , , ' ^ ) ) . Ввиду (2) для всякого НЧ ц вмпол-

яеко \ \ ^ * <*г^ *<>и^&\ * Кг^ и ш в . ОСНО­

ВЫ.™ ТОГО, ЧТО <->>, т \ + \ ь * 1 ^ , " Ч + ^ » 

Таким образом, последовательности К4Ч К*т~1^ м { Щ^м, 

сходятся к общему пределу* Если КДЧ зг является этим пре­

делом, то ввиду выше сказанного м (2) верно 

Доказательство теоремы 1> Пусть ф точное дизъюнкт­

ное сегментное покрытие сегмента 0 л 1 , 4 \$<и *" вы­

растающая последовательность рациональных чисел а д». рав­

номерно непрерывная функция слабо ограниченной вариации на 

О Д 1 ив доказательств теорем 3*3 и 3.4 ив С21,483-*0. 

Тогда последовательность {Л^^— ^ % ' % н в СТРЩыш^0Я * о м * 

структивно к нулю и для всякого НЧ М функция ф* полиго­

нальна ма сегменте ф ^ и ее вариация на ф^. равна 

1 - < Л Л ф , - Л * ) . 
Заметим, что существуют НЧ Ж* и М% такие» что 

(8) Э ^ С ф ^ ) ~ 0 * Эт С ф ^ ) . 4 
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ш выполнено 

( 9 ) У Л С О < х < ^ - > З А Л С Э ^ С ф Д ( > ) - Э Л С ф 4 ) & 

А V * * ) < х < ̂  <ф, ))) 

(см* свойства покрытий 123,461—2). 

Допустим, что 4 <-*Л $с и ^ ̂ 1 $л последователь­

ности ступенчатых остовов а {"*$ 1^^ ш М**^ \^ ПОСЛе-

довательности Ъ$ -множеств, для которых верно (1 ) . 

В дальнейшей мы будем пользоваться обозначениями, 

введенными перед доказательством леммы 1, и результатами 

части 1 6 ) названного доказательства. 

1) Пусть т0 НЧ, { а ^ 1 ^ ж 0 во врастающая сустема 

рациональных чисел а * и /у, КДЧ такие, что 0 < »х < 

<оь<а^< /ф< А8сЪ(т09х)&Ъ(<т,09(у,) .Тогда, как мы знаем, 

существуют НДЧ V 9 чг *ик и ^иг для которых выполнено 

V? (Чф^2 э Р ^ Ц ^ ^ С ^ , ! ^ ) ) ^ 

Мы покажем, что выполнено 

(10) . г . ! ^ ^ - ^ ^ . ^ ' 4 ^ 4 * ^ " Ц + 1^) , 

Пусть Ж, НЧ, Ввиду непрерывности функции %, су­

ществует НЧ л, такое, что Сх < юлль (о,* -а- л )) & 

* С^< тлт>(о,0-х9 ц. - о^ )) и 

V^*(а4^4+&Ы-аг\*&э\^,(к)-ф(а^)\<2±^ . 

Мы определиы /т ** /та*е. (<т0>ф,) + 1 . 

Согласно (1) и части 1 6 ) доказательства леммы 1 

существуют системн КДЧ 1%1*яР } +-о^ }%ж0 и 1**1%я0 

такие, что У*.^ (0-6 I 4 *>&.Л 4 & -4 2 э \хг-~а,г\& ^ & 

&Ъ (т^^) &% (ъ.,ф& & С*^ ~ 4%-*%) 
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и, следовательно, .х < Х0 < ^ <... < ^ < ^ ш 

Vi(0 4'i>4*=>\q,(xi)-q.(a,i)\< ± •л ) . 2ь-2 
Но тогда - ввиду (1) - ^ 4 и% 4 лл% & - -. <, ̂  ^ <ш>. 

{$, а А , .2. ). Таким образом, выполнено 

Итак, мы для всякого НЧ ;к, доказали, 

и, следовательно, верно (10). 

2) Пусть /яг НЧ а * и ^ КДЧ, для которкс выпол­

нено В Стгрх ) Л В (оп.-9<ц,) . Тогда по 1) существуют КДЧ 

V и чг такие, что ? в ( х ,-цЛ & ? о Се^тг *) ъ »ж* лю­

бого ШМ, и а * < Эл < ф % ) < Э ^ С ф ^ < /^ следует, 

что НДЧ (<иг - от) больше или равно вариации функции а. 

на сегменте ф^ , т .е . выполнено 0<2'(\^4~\)4'Ш'- <% # 

3) Пусть V . в Д»* № также, что (8 ) . Мы определим 

4 * Э ^ < Ф * 0 В, ЦФ Э^ С ф ^ ) . 
Пусть $, НЧ. Согласно лемме 1 существуют последо-

«...дьност- < | $? . С I . , <{ К С ! К • • ' 

* * Л ь 2 %•«*** * система ВДЧ { ^ х - З Д , « я которых 
» * • * ^ ^ ^--"1 * 

для всякого НЧ /п. выполнено 0< ^ < л> <>& < &!!_* < 4 

к <3) - <5Ь 

Для любого НЧ ф $ 4 4 ф & ± ^ существуют вви­

ду (9) т *>1 в 3 | также, ч*0 Ът, <ф 0<)« Эл(ф^)&* 

&Эл(Ф$*)< %^< Эт, Гф5« ) , Но тогда можно построить 
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НЧ т.1 , для которого верно 

(и) У к Ч ^ э э ^ Ф ^ < } ^ V й * < ^ с Ч » . 
Пусть /л-, ^ щш> <п,1 .Согласно (9) существуй* НЧ о такое, 

ЧТО * , 

&сЭт,С^)*ЭАСФь)&Эл,Сфъ)< ^ Г ^ ^ ^ Ф г ) ) ) -

Тогда, очевидно, для всякого НИ М,9 %< М, сущест­

вует НЧ А/, для которого вдаолнено 4 6 * << 2*,^^', & ь"У < 

< ЗА (ф 4 | г)< Э/п̂ Сф̂ ) < ^ и, следовательно, по 2) * 

Для всякого НЧ ^., 4 4 ^ - 1 ^ , имеет место (11). 

Таким образом, верно -I 3^. С^т^^г^ А ^ц?* ш 4 ) и вви­

ду того, что выполнено (5), мм получаем 

Итак, мм на основании предположения, что для после-

доватедьностей {й\ 1 е , 1б« 1, , * ~ * Чт - I ~ * * }« , 

выполнено (1), доказали 

УЦ Зсг V*. с а < л» э о < д ^ < - л.* < ^- ) , 
что противоречит свойствам последовательности {Л^ль * 

Лемма 2. Пусть {б^?4 последовательность ступенча­

тых остовов, С*1^ ̂  последовательность $# -множеств 

а -* один иэ анаков 4 и > такие, что -А# (*!*,€,(* , 

{""^ ^ ) . Тогда» можно построить последовательность сту­

пенчатых остовов { Н^1^ и последовательность ^-мно­

жеств (^^М,™, , для которых 

и А„ищи , с^иэ«*«л- <6*'* ' 
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2) для Ф а А% 2 и всяких КДЧ ци и пгь таких, что 

в ы п о л н е н о У * Ш * ^ 2 : э Р И Н ^ , ^ * ^ V1) * 

3) если /иг НЧ а лм ЩЧ такие, что 0 & <и* & А & 

&п (м, *"""$•) , то 0<хс < 1 &пЗ?М С о , * ^ ) и су­

ществует КДЧ 1Г, для которого верно 

Доказательство. Мы используем теорему 2 из [4] и ее 

доказательство. Там построены последовательности ^^\^1 

и ^т%С^1ти , возрастающая последовательность НЧ "СА^!^ и 

последовательности систем КДЧ { { (Т }^ * 1~ * 
*Э" «г -•* т "*' 

i ^ 

-I { ъ'1?' } . } такие, что 1) и для всякого НЧ т, выпол-

нено 

(13) Л Р « < 4 { . , ^ , ^ » » \ < * < « . . . * ^ & 

& Нж* Ог - ^ Г & Г- Л сГ<г%ГЧ?Г... «1?*~ • 

Пусть Фв 4,2 и я ^ и «у* КДЧ, для которых имеет 

место (12). Ясно, что для 6 * 4 , .2 существует последова­

тельность НЧ ^4?^}** такая, что для лювого НЧ /гь верно 

4<*&*2**Ь<^-<4*1< -*%; - , сдедоватедьно, 

И» этого, (12 > • А^ М6Л1Л , *"*$ ?<«, ) непосред­

ственно следует ч Л —-—.• V* , т . е . 

- 432 -



рин^4,.**,*-*> . 

Пусть АА, 4* АА? , Тогда для всякого НЧ т - ф ^ ^ т^т, 

и, следовательно, 1?» С Н^лс* ) -* ^ ^ * "̂  а « ^ С Н ^ ^ * ) . 

Отсюда сразу получаем требуемое <\г* & <у* 

Часть 31 утверждения нашей леммы непосредственно сле­

дует иа 1 ) , части 4 ) теоремы 2 из 14 3 и выше приведенных 

свойств последовательности СН^?^ 

На основании лемм:; 1 и 2 сразу получаем следующее 

утверждение* 

Теорема 2* Пусть { О* 1д последовательность ступен­

чатых остовов, { " ^ ^ последовательность ( 4 ) 5 ^ -мно­

жеств а -К один из знаков 4 и > и пусть верно 

^\* С̂  ^ е̂ •> ^"^^ ^т, ^ * Тогда существуют последовательность 

ступенчатых остовов { Н ^ ^ и последовательность КДЧ 

{ %дъ^М т а к и е * ч т о №й,Ъ& в *Не*4 и А Л Я в с я к и х &2Ч ^ и 

/О' ? для которых выполнено 0< АА? & ЛА*2 < /I & 

&У#М{1 &%&% опСлл?- г^)) , существуют КДЧ щ/ и 1г2 

такие, что чг* X V2 и для & 9 К ^ -» 2 , имеет место 

^ « б х ^ ^ » * ^ ^ * Р С < Н А ^ , ^ , ^ ) , т . е . 

последовательность КдЧ {п&СН^ <и?)$1 определена и схо­

дится к пт* . Следовательно, верно Ух (0< х < Л & 

& УЛ* н С * « ^ ) э У ^ З ^ У ' ^ С 0 < ^ 

6!1/-<иг| < ± ) ) ) . 
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